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Lời nói đâu 

Trong cuộc sống có rất nhiều yếu tố để tạo nên sự thành công, tuy nhiên ba yếu 
tổ không thể thiếu đó là: kinh nghiệm, tư duy và sự nô lực. Với những người yêu 
toán nói chung và yêu toán sơ cấp nói riêng ba yếu tò đó càng khăc họa một cách 

Bài toán Giải hệ phương trình trong các đề thi ĐH-CĐ và các kì thi HSG những 
năm gần đây đă xuất hiện với mật độ ngày càng dày, cách tư duy cùa người ra đê 
nhiều mới mẻ, vi vậy nó thường được đưa vào loạt những bài toán ở mức độ vận 

dụng cao từ các mức độ nhận thức trong đê ra. 

Đẻ giải quyết Hệ phương trinh hầu hết các học sinh thường chi biêt sử dụng 
kinh nghiệm giải toán nhờ vào việc đã gặp một hướng giải quyết nào trước đó mà 
quên mất rằng mọi thứ đều có nguyên do của nó, để giỏi toán nói chung và giòi Hệ 
phương trình nói riêng chúng ta luôn tự biết đặt cho mình câu hỏi vì sao ? 

Từ những vấn đề nảy sinh đó cuốn sách “Tư duy Logic tìm tòi lời giải Hệ 
phương trình” ra đời nhàm đáp ứng được phần nào mong mỏi cùa bạn đọc đê chinh 
phục những hệ phương trình xuất hiện trong các đè thi. 

Cuốn sách được chia làm ba chương như ba yếu tố không thể thiêu đê thành công: 

Chương I. Phương pháp giải Hệ phương trình. , 

Nhằm nhắc lại những kỹ năng quen thuộc mà các bạn đã từng gặp đê giải Hệ 
phương trình thông qua những suy luận từ kinh nghiệm giải toán. 

Chương II. Suy luận tìm lòi giải Hệ phương trình bằng kỹ năng đặc biệt hóa. 

Là một chương hoàn toàn mới mẻ cùa cuốn sách, chắc chăn răng các bạn chưa 
từng tiếp xúc với nó. Chương này sẽ giúp các bạn tiếp xúc với một lôi tư duy đơn 
giản nhưng vỏ cùng hiệu quả để giải quyết hầu như các hệ phương trình xuẩt hiện 

trong đề thi. 

Chương III. Hệ phương trình tổng hợp. , 

Là chương bao gom những bài toán được tuyển chọn và giải chi tiết nhăm giúp 
các bạn rèn luyện kỹ năng, đúc rút kinh nghiệm trong quá trình tự luyện tập. 

Hy vọng cuốn sách bạn đang củ trong tay sẽ góp một phần nhỏ giúp bạn trà lời 
được nhũng câu hói vì sao ? mà bây láu các bạn còn vướng mac. 

Trong quá trình biên soạn có thể cuốn sách gặp phủi những lôi hoặc có sai sót, 
rát mong bạn đọc thông cảm và góp ỷ cùng chúng tói để cho những lần tái bàn tiếp 
theo được hoàn thiện hơn. 

Trân trọng ! 


Nhóm tác giả. 
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CHƯƠNG I. 

PHƯƠNG PHÁP GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


I. PHƯƠNG PHÁP THÉĐẠĨ số. 

Trong mục này, chúng ta sẽ tìm hiểu một trong những phươỉỉg pháp có tinh ứng 
dụng mạnh mẽ trong nhiều phitxmg pháp giãi hệ. Phương pháp này nó đưực xem 
lừ một công cụ mạnh mẽ nhất đé giải hệ, dù tính chất cùa nó khá đơn giàn nhưng 
tắt cù các bước đi kỹ thuật nào đó đế giai một hệ phtcơỉìg trình thì sau cùng cũng 
phái dùng nó để tìm rơ kết quả. Nó cỏ thế đóng vai trò tncc tiếp hoặc gián tiếp để 
giãi quyết một bài hệ phương trình. Tuy nhiên, trong đề mục này, chúng ta sẽ tìm 
hiểu lối đi giá ị các bài toán giải trực tiếp bằng phươỉĩg pháp này. 
ỉ) Sử dụng phương pháp thế: 

Hệ phương trình được giãi bằng phương pháp thể là loại hệ có thể cho dưới các 
hình thức sau: 




j y = fW _ V í x ; f w _ V í 

(g(x,y) = 0 [g(x,y) = 0 [ 

. ,. f . , íf(x,y) = k 

Đôi với hệ có dạng: < ' ' 

(g(x,ỵ) = 0 


k = f(x,y) 

, , _ với k là hăng sớ. 

g(x.y) = o 

(kìà hằng sỗ) 


Ta thirửng giãi quyết hệ này bằng phương pháp thế 'hằng số k ”, Để nhận biết 
hệ phương trình bằng phirơỉỉg pháp thế hằng số, ta cần chú ý đến "hằng số “ ờ 
mỗi phương trình trong hệ có sự giống nhau hoặc có sự ticơng tác với nhau để 
tạo ra sự đồng bậc, sau đó tìm cách xây dụng các mối liên quan giữa các biển 
trong hệ khi thay hằng số bởi biến sổ. Với cách thay thế “ hằng số" như vậy đế 
thành công thường chúng ta sẽ thu được một phương trình phân tích được nhân 
từ chung, phương trình giải bằng các phương pháp giải phương trình cơ bản, 

Có 2 kỹ thuật chính thirờng được áp dung. 

* Kỹ thuật ỉ: Thể trực tiếp hằng số đế tạo được nhân tứ chung đối với một số hệ 
hữu ti, hệ chứa căn thút mà mối quan hệ giữa các biến có liên quan chặt chẽ 
tới hằng số. 

* Kỹ thuật 2: Thế trirc tiếp hằng số để tạo sự đồng bậc đổi với một sổ hệ phtrơng 
hữu ti, hệ chứa căn thức có dáng dấp cùa sự đắng cấp. Mục tiêu chinh là quan 
sát hệ đề tạo ra tạo sự đồng bậc trong một phương trình trong hệ. 

a) Kỳ thuật ỉ: Thế hằng sổ trực tiếp trong hệ để tạo nhãn tử chung. 
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Tư (tuy Ịoỵk tim iòi liri Ịíiái ỊỊỊ phưưnịỉ trinh 


Phân tích : Nhìn vào hệ phương trinh đang xét. ta thấy ngay cà hai phương trình 
trong hệ đều chứa số 7 . Do đó ý tưởng đầu tiên ta sẽ tim mối liên quan giữa các 
biến xung quanh sổ 7 xem thế nào ? 

Ờ phương trinh thứ hai trong hệ hiến dổi ta có : 7 = 4x' + X + 3y . 

Mặt khác ta lại có : x(2x + l) = 7 - 2y <=> 7 = 2x 2 + X + 2y . 

Khi đó ta có : 4x 2 + X + 3y = 2x 2 + X + 2v <=> 2x 2 + y = 0 . 


Vậy rõ ràng khi thay 7 = 4x 2 + X + 3y vào phương trình thứ nhất trong hộ ta sẽ 

thu được một phương trinh có nhân từ chung là 2x 2 + y 

Từ dó ta nhận thấy hệ này giải quyết được bằng plurong pháp thế hang số. 

Lòi giải: 

l ừ phương trình thử hai trong hệ ta có : 7 = 4x 2 + X + 3y . 

Thay vào phương trinh thứ nhất trong hệ ta thu được phương trình : 

(2x 2 + y)(x + y) + 2x 2 + x=4x 2 + x + 3y-2y «(2x 2 + y)(x + y) = 2x 2 + y 


<=> 



+ y j(X + y - lì = 0 o 


y = -2x 2 
y = I - X 


© Với y - -2x 2 thay vào phuong trinh thứ hai trong hệ ta có phương trinh : 

7 = 4x 2 + X - 6x 2 o 2x 2 - X + 7 = 0 (vô nghiệm) 

© Với y = 1 - X thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta có phương trình : 


7 = 4x 2 + X + 3(l - x) <=> 2x 2 - X - 2 = 0 o 

Vậy hệ phương trình dã cho có nghiệm 
(x:y) 


l + >/ĩ7 .. 3-VĨ7 

X = -——— => V = ■ 


X 


4 

Ì-7Ĩ7 


‘ y “ 1 


4 

3 + VĨ7 ’ 


1(1 + 70 3-717). 

1-VĨ7 3 + VĨ 7 VỊ 

ị 4 ’ 4 ì 

l 4 ; 4 Ằ 


Ví dụ 2: Giải hệ phương trình 


+ 7y = (x + v) 2 + x 2 y + 7x + 4 
Ị 3 X 2 T y 2 + 8y 4 = 8x 


(xtyeS) 


Phân tích: Nhìn vào hệ phương trình, theo hướng tự nhiên chúng ta thấy rõ ràng từ 
phương trình thứ nhất trong hệ chúng ta khai thác là không khà thi. 1 uy nhiên, 
quan sát ta thấy trong cà hai phương trình trong hệ ta tháy cà hai đều có chửa số 
4, chắc điều này không phải là ngẫu nhiên. Ta thử mạnh dạn rút hằng số theo 
biến thay vào phương trình thú nhất trong hệ xem thố nào ? 


4 
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Từ phương trinh thứ hai trong hệ ta cỏ: 4 = 8x - 3x 2 - V" - 8} . 

1 hay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta thu được : 

V 1 + 7y = X 2 + 2xy + > 2 + x 2 y + 7x + 8x - 3x 2 - y 2 - 8y 

<=> X 3 -x 2 y + 2x 2 -2xy -I5x + 15y = 0 o(x -y)(x 2 +2x -15^ = 0. 

Va tới đây mọi chuyện đã được sáng tỏ !à hệ phương trình này hoàn toàn có thề 
giải quyết bằng phương pháp thế hằng số. 

Lòi giải: 

Từ phương trình thứ hai trong hộ ta cỏ: 4 = 8x - 3x 2 - ỵ 2 - 8y . 

1 hay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta thu được: 

X 3 - 7y - X 2 + 2xy + y 2 + x 2 y + 7x + 8x -3x 2 - y 2 - 8y 

<=> X 3 - x 2 y +2x 2 -2xy-15x + 15ỵ = 0 o(x ->)Ịx 2 + 2x -15) = 0 


X = V 

X 2 + 2x -15 = 0 




X = ỵ 

X - 3 
X = -5 


© Với X - y thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta có: X 2 +1 = 0 (vô nghiệm). 
© Với X - 3 thay vào phương trình thú hai trong hệ ta có: 


y 2 + 8y + 7 = 0 <=> 


y = -1 

íy = -7‘ 


© Với X = -5 thay vào phương trinh thử hai trong hệ ta có: 
y 2 + 8y +119 = 0 (vô nghiệm). 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm : (x:y) = |(3;-l);(3;-7)j . 


Ví tlụ 3: Giãi hệ phương trình 


2 3 2 5 

X +y + x'y+xy +xy = --y 

\ A + y 2 + xy(l 4 - 2x) = 

v ' 4 


(x:y G :■«.) 


(Khối A- 2008) 


Phân tích : Rõ ràng nhìn vào hệ ta thây cách dặt dê cùa bài toán, ta có thê nghĩ 
ngay đến lựa chọn thế bằng hằng số. Tuy nhiên, với cách đặt dề nhu thế này ta 
cần có một chút chuẩn bị trước để xem đường lối ta suy nghĩ sẽ trợ giúp chúng 
ta bao nhiêu phần trăm trên bước đường cụ thề hóa lòi giải. 

Không khó chúng ta nhận thấy phương trình thứ hai chứa một hằng đắng thức. 
Thật vậy, ta có ; 


5 
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Tư duy logic tìm tòi lời giãi Hệ phưmig trinh 


X 4 + y 2 + xy(l + 2x) - o (x 2 + y) + xy = —Ị 

Ờ phương trinh thứ nhất trong hệ, ta thấy nếu ta nhóm nhân tử ta cũng thu được 
đại lượng X 2 + y . Thật vậy ta có : 

X 2 + y + x 3 y + xy 2 + xy = -^o(x 2 + y)(l + xy) + xy = — ^ 

Nhận xét khi thay hàng số cho nhau ta sẽ khử được đại lượng xy vả bắt được 
nhân tử chung ià đại lượng X 2 + y . 

Tới đây, ta nhận thấy hệ này vẫn có thể giải quyết tốt bàng phương pháp thế 
hằng số. 

Lòi giải: 

(x 2 + y)(i + xy) + xy = -~ 

Hệ phương trinh đã cho được biến đổi thành hệ: 

(x +yj + xy = -ị 

Khi đó từ hệ mới ta có : 

(x 2 +yj(l + xy) + xy = (x 2 +y) + xy o(x 2 +y)(l + xy-x 2 -y) = 0 


o 


y = -x 

Ị_ỉ + xy = x 2 +y 


© Với y = -X 2 thay vào phương trình thứ hai trong hệ mới ta thu được phương 

125 


trinh: x - — o X = ỉ — => y = • 

4 V 4 V16 

© Với xy - X 2 + y -1 thay vào phương trình thứ hai trong hệ mới ta thu được 
phương trỉnh : 

(x 2 + y) + X 2 + y-1 = —^ <=> 4^x 2 + yỴ +4|x 2 + yj + 1 = 0 


2 

<=> ^2x 2 + 2y + l) = 0<=> 2x 2 + 2y + i= 0<=>y = - 


2x 2 + 1 


Thay y = 

trình : 

( 


2x 2 + 1 


vào phương trình thứ hai trong hệ mới ta thu được phương 


V 


2 2x 2 +0 

X -— 

2 ; 


í 2x 2 + \^ 


5 _ x 

<=> 

4 


(2x 2 + l) 3 _ 

-i—-—— = 4 <=> 2x 3 + X - 3 = 0 
2 2 


6 
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<=> (x -l)^2x 2 + 2x + 3 ) = 0 <=> X = 1 ^ y = -— vì 2x 2 + 2x + 3 = 0 (vô nghiệm). 


Bình luận : Với hệ phương trình mới 



(x 2 +y) + xy = —i 


có thể ẩn phụ hóa để giải quyết với việc ẩn phụ hóa hai biển u = X 2 + y, V = xy 
đưa về đổi xứng. Tuy nhiên ta cũng dễ thấy rằng hệ này cấu tạo khá lỏng nên ta 
vẫn có thể giải quyết hệ bằng phương pháp thể hằng số như trên. 


Ví dụ 4: Giải hệ phương trình * 

x(x-3y) = 4(y 2 +2) 

r ; (x;yeiX) 


(xy-4)(x + y) = 8 


Phân (ích : Nhìn vào hệ phương trình, ta thây phương trinh thứ hai trong hệ đôi 
xứng với hai biến x,y nhưng phương trinh thứ nhất trong hệ các biển lại đẳng 
cấp. Đặc biệt trong cả hai phương trình trong hệ đều có sự tương đồng hai hằng 
sổ là 4 và 8, do đó ta cần chọn thay thế trong hệ bởi hệ số nào cho thuận tiện. 
Không khó để nhận thấy hệ số 4 gắn với biến còn hệ sổ 8 thi đóng vai trò là hệ 
số tự do thật sự. Do đó, dể thay thế có tính khổ quan hơn chúng ta sẽ thay thế 
quan hệ giữa các biến trong hệ bằng hệ số 8 . 


Ta biến đổi hệ phương trình đã cho trờ thành: 


[x 2 -3xy-4y 2 =8 
[x 2 y + y 2 x-4x-4y = 8 


Khi đó ta cỏ: 


x 2 y + y 2 x-4x -4y = X 2 -3xy-4y 2 
<=>(y-l)x 2 +(y 2 +3y-4)x + 4v(y-!) = 0 

cơ(y-l)(x 2 +(y + 4) X + 4y) =0tơ(y-!)(x + y)(x + 4) = 0 

Vậy rõ ràng hướng đi thế hẩng số 8 là thành công. 

Lòi giải; 


Hệ phương trình đă cho được biến đồi thành hệ: 


íx 2 -3xy-4y 2 =8 
[x 2 y + y 2 x-4x-4y = 8 


Từ hệ ta có: 

x 2 y + y 2 x -4x-4y = X 2 -3xy-4y 2 


7 
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Tư íiuy ỉogic tỉm tòi ỉời giải ỉỉệ phương írìttỉt 


<=>(y-l)x 2 + (y 2 + 3y - 4jX 4ỵ(y - I) = 0 

"y = l 

<=>(> - l)Ịx 2 +(y + 4)x + 4y) = 0 <=>(>• - i)(x + v)(x 4- 4) = 0 <=> y - -X 

X = -4 

© Vói y = 1 thay vào phương trinh thứ nhát trong hệ ta có phương trinh : 

3 + >/57 


X 2 -3x -12 - 0 •=> 


3->/57 


© Với y — —X thay vào phương trinh thử nhất trong hệ ta có phương trình . 
0-x 2 =8 (vô lí). 

© Với X = -4 thay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta có phương trình: 

' 3 +VỈ7 

y 2 - 3y - 2 = 0 <=> 2 

y = 

Ị " -> 

Vậy hệ phương trình dã cho cỏ nghiệm: 

J \ - ) V 2 ( V z /J 

"ví dụ 5: “ — 

.’__ , [xV XV 2y 2 - -! , 

Giải hệ phương trinh ( „ , ■ , , , (x,yex) 

ỊxV r x 2 y 3 -2xy 2 + 3xy 3 -12y 2 = -1 

Phân tích : Quan sát hệ dà cho. ta thày hệ có câu trúc gân giông với ví dụ 3 đà xét 
ờ trcn. Tuy nhiên nếu trong trường hợp này nếu ta thể trực tiếp hăng sô -1 thì 
khả năng biến dối đại số chắc sẽ khỏ khăn trong việc bat nhân từ chung. 

Mặt khác quan sát cả hai phương trinh trong hệ. ta nhận thấy hệ đang xét thi 
phương trình thứ hai cỏ chứa hằng đẳng thức liên quan đốn phương trình thử 
nhất trong hệ. 

Thật vậy ta cỏ: x 3 y 3 + 1 = (xy l)Ịx 2 y 2 - xy + 1Ị. 

Từ đây ta có thể lên ý tưởng thế 2y 2 = x 2 y 2 - xy + I vào phương trình thứ hai 
trong hệ đề thực hiện việc nhóm hạng tử rồi bát nhân từ chung. Nhưng rõ ràng 
việc này cũng đòi hỏi một sự khéo léo nhất định mới cỏ thế thành còng. 
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I ỉây để ý sự sắp xếp trong hệ ỏ cà phương trình đối với biến y. lừ đây ta nghĩ 
tới việc xct các kha năng của làm cho hệ có nghiệm cùa y rồi lược giãn đưa hệ 
vê hệ đễ nhìn hơn. 

Không khó để nhận thấy hệ này có nghiệm thì y * 0 . Do đó ta dưa hê về daníi : 

í 2 x 1 - 

■ X -7 + -j = 2 

j y y 2 

1 I , . 

Ix :, + x 2 -2x- — + 3.X-12- — + —7 = 0 
y > y’ 

..... . . ... I . ,, „ . , . , I X 2 -xt + t 2 - 2 

Với hệ mới ta đặt t =— thì hê trờ thành: - 

y [x 3 + t 3 - X 2 - 2xt - 12t + 3x = 0 

Với hệ mới phương trinh thứ nhất trong hệ là một phương trình dằng cáp bậc 

hai nhưng phương trình thứ hai trong hệ lại không có gi đặc biệt. ku> nhiên với 

nhộn định ban đáu ờ trên chúng ta dã biết ờ phương trình thứ hai trong hệ có sự 

xưãt hiện của một hăng dẳng thức. 

Thật vậy, ta cỏ : X 3 f r =(x t-1)( \ 2 ~ xt -r t 2 ). 

Với nhận xét này tạ có phương trinh thứ hai trong hệ được biến đồi thành 
phương trinh : 

\ 3 +t 3 + X 2 — 12t — 2x1 -3x = 0 <=> (x + t)(x 2 - xt +1 2 j + X 2 -2xt- 12t +3x = 0. 


Khi đó từ phương trình thứ nhất trong hệ ta thế : 2 = x 2 - xt +1 2 vào phương 
trinh vừa biên đỏi ta sẽ thu dược phương trình : 

2(x + 1 ) + x" -2xt -12t+3x=0<=>x(x + 5)-2t(x + 5) = 0. 

Tỏi đây. hệ được xcm là thành công trong việc thế hảng số. 

Lò‘i giải: Nhận xét y = 0 không thỏa hệ phương trinh dã cho. 

Với V * 0 ta biến đổi hệ đã cho trò thành : 


X 2 

■ 

.,.1 



+ X" — 2x • — + 3 X — 1 2 • ■—I —— — 0 

V \r „.3 


0 


Đặt t =— khi dó hệ (!) trừ thành : ị \ 

y [x 3 +t 3 + x 2 -2xt-I2t + 3x=0 

Từ phương trình thứ hai trong hệ ta biến đỏi thành phương trinh : 

X 3 +1 3 + x 2 - I2t- 2xt + 3x =0<=>(x + t)(x 2 -Xt-M 2 j + x 2 -2xt - 12t + 3x = 0 
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Kết hợp với phương trình thứ nhất trong hệ ta có phương trình vừa biến đổi trờ 
thành : 

2(x +1) + X 2 -2xt -12t + 3x = 0 cc> x 2 + 5x-2xt - lOt = 0 

[x = -5 

<z>x(x + 5)-2t(x + 5) = 0<=>(x + 5)(x -2t) = 0 o 

- 

© Với X = -5 ta thay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta được : 
t 2 +5t + 23 =0(vô lí). 

© Với X = 2t ta thay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta được: 


2 _ ^>/6 

3t 2 =2o t = ±~- 


\Ỉ6 'Í6 

© Với t =+Y»y = ±Y 


_ ,. x \( 2%/ó n/óỴÍ 2n/ó VóỴI 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x;y} = jl-j-;—J^ ; 2 Jj' 

Bình luận: Hệ này như đã phân tích có thể giải bằng phương pháp thế biến theo 
biến, tuy nhiên hạn chế của nó chính là xừ lý biến đổi đại số không thuận lợi đòi 
hỏi khả năng biến đồi rất khéo léo. Tuy nhiên, nêu quan sát sự đặc biệt cua bien 
y ta sẽ cho được phép biển đổi hệ trở nên dễ nhìn hơn và từ đó phép thê hăng sô 
sẽ phát huy được tác dụng của nó và làm cho lời giải bài toán được gọn nhẹ 



<]x 2 +2xy + 3 =x + 3y 

Ví dụ 6: Giải hệ phương trinh • 

<X ' yeR) ' 

x-y 


lan IICH < ll Y ia iJJt v "I '— - — 

thức, khó có thề biết được xuất phát từ đâu để thuận lợi cho việc giải hệ. Thông 
thường với hệ kiểu này chúng ta hay xuất phát từ phương trinh không chứa căn 
trong hệ. Tuy nhiên, ờ phương trinh thứ hai trong hệ rõ ràng ta khó khai thác 
được gi từ đây. Phương trinh thứ nhất tuy chứa căn thức nhưng lại là dạng cơ 

bản ựf(x) =g(x) nên ta sử dụng phép nâng lũy thừa để làm căn thức. Mặt 

khác khi nâng lũy thừa chúng ta sẽ làm giảm mất đại lượng X 2 , rôi sau đó ta sẽ 
cố gắng xem lại môi quan hệ giữa các biên như the nao VƠI nhau i 

Ta có: Vx 2 + 2xy + 3 = X + 3y => X 2 + 2xy + 3 = X 2 + 6xy + 9y 2 <=> 4xy + 9y 2 = 3. 
Quan sát vế phải của phương trình hai trong hệ ta thấy có liên quan chặt chẽ với 
kết quả vừa thu được. 
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Thật vậy, ta cỏ : 


x 3 -9y 3 
ờ : —-—— = 


x 3 -9y 3 


= (4x + 9y)xy 2 o ——2 
X - y X - y 


= (4xy + 9y 2 )xy . 


K.hi đó thay vảo ta biến đổi sẽ có phương trinh : X 3 -9y 3 =3(x -y)xy. 

vế trái và vế phải phương trình biến dổi gợi hình ảnh hằng dẳng thức nên ta có 

tìm môi liên hệ cho hai biến x,y nên có thể giải quyết tốt bài toán. 

Như vậy xem như hệ này cũng thành công trong việc thế bằng hằng số. 

...... ... . [x 2 +2xy + 3>0 

Lòi giải : Điêu kiện : \ J 

[x -y 5* 0 

Từ phương trinh thứ nhất trong hệ ta có : 
ri ; — - ; .. . . [ x +3y>0 íx + 3y>0 

[X +2xy + 3 = (x+3y) [4xy + 9y 2 =3 
Từ phương trinh thú hai trong hệ ta biến đồi trờ thành phương trình : 

X 3 -9y 3 =Ị-4xy + 9y 2 Ịxy(x -y) (l). 

Thay 3 =4xy + 9y 2 vào (!) ta có : 

X 3 - 9y 3 = 3xy(x - y) o (x - y) 3 = 8 y 3 «■ X = 3y . 

Thay X = 3y vào phương trình thứ nhất trong hệ ta có : 

[2 ly 2 = 3 7 7 

. . . /"3/7 r ) 

Đòi chiêu điêu kiện ta có nghiệm cùa phương trinh là (x,y) = ~-s~ 

( 7 7 ) 

r 2 / 7 7 Z " 

Ví dụ 7: Giải hệ phương trình < x ^ (x.yeR) 

[yv/x 2 ~ 4y 2 = 1 

Phân tích : Hệ phương trinh đang xét là một hệ chửa căn thức và hình thức cùa nó 
cũng chưa giúp chúng ta định hướng thế nào cho cách giải bẳng phương pháp 
này. Từ định dạng của phương trình thứ hai trong hệ cho ta hướng biển đổi 
phương trình thứ nhất trong hệ. 


Cụ thể ta biến đổi hệ trở thành 


2y+ ựx 2 -4y 2 =4-x 
yựx 2 -4y 2 =1 


Từ phương trinh thứ hai trong hệ và cấu trúc mới trong phương trinh thứ nhất 
trong hệ, giúp ta định hướng sẽ dùng phép nâng lũy thừa để khử bớt các đại 
lưựng và làm xuất hiện đại lượng có mặt ờ phương trinh thứ hai trong hệ. 
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Cụ thề ta có : 

2v + -J\ 2 -4y 2 - 4 - X => 4y 2 + 4\'y/x 2 - 4y 2 + X 2 - 4y 2 = 16 - 2x + X 2 
o 2y-J: X 2 - 4y 2 = 8 X 

Rõ ràng tới đây ta nhận thấy chi cần thay hệ sô 1 = Vyx" -4y' là xem như hệ 
được giải quyèt trọn vẹn. 

Lòi giải : Điều kiện : X 2 - 4y 2 > 0 . 

. . Ỉ2y + yỊ\~ -4ỵ 2 =4- X 

Hệ phương trình đã cho được biên đôi thành hệ : s —L - 

Từ phương trình thứ nhất trong hệ (1) ta cỏ : 

2v + \Ị\ 2 - 4 \ 2 = 4 — X => 4y* + 4\'\Ị X 2 — 4y“ -í- x~ - 4y“ = 16 — 2x + x" 


<=> 2yy/x 2 -4y 2 = 8 - X (2) 

Thé I = yy/x 2 -4y 2 vào (2) ta cỏ : 2 = 8- xox = 6 
Thay X = 6 vào (2) ta có : 


yj36-4y 2 - loị^ >0 

[4y 4 - 36y 2 


<=> 


= 0 


V = 




Đối chiếu diều kiện và thừ lại ta có nghiệm của hệ phương trình lá: 


(x:y) = . 

( JĨ(Jị-2)' 

í VÌ(VỈ-2)ì 

1 Ơ2(V5 +2)'| r >/ĩ(>MÍ 

(>; 

2 

V 

;i (y. 

Ị 2 

u; ' oỊ - 

? II 0 

V 2 J l JJ 


Bình luận : 1 lệ nàv có thế dùng ẩn phụ hoặc cách khác dề giãi. I uy nhiên, dưới 
con mát "thế hằng số" ta thấy bái toán văn dược giai rất gọn. 


b) Kỹ thuật 2 : Thế hằHỊỊ số dế tạo sụ đồng hộc trong hệ vù hắt nhẩn tử chung. 

Ị+ >■’’ =2 , ... 

Ví dụ 1: Giãi hệ phương trinh < (x.ye x) 

|x : y + 3.\y 2 +2y -6 

Phân tích: Quan sát hệ phương trình ta nhận thây đôi với cả hai phương trình trong 
hộ thì vế trái đềư có bậc 3. vế phài đều có bậc 0. Nên ta sẽ dưa ý tường đưa một 
trong hai hộ vồ phương trình dồng bậc để phàn tích bắt nhân từ chung bàng 
phép thế hang số. 
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ơ hệ này ta sẽ tạo phương trình đồng bậc cho phương trinh thử hai trong hệ 
bằng phép thế hằng sổ từ phương trình thứ nhất. 

Cụ thề ta cớ : x 2 y + 3xy 2 + 2y 3 = 6 <=> x 2 y + 3xy 2 + 2y’ = 3 Ịx 3 + y 3 ) 
xy(x + y) + 2y 2 (x t_v)-3(x + y )Ịx 2 - XV + y 2 Ị 

<=>(x + v)Ịjx 2 -4xy + y 2 Ị = 0. 

Tói đây xem như hộ đã dược giãi quyết. 

Lòi giải : 

Ta biên đôi phương trình thử hai trong hệ ta được : X 2 V + 3xv 2 + 2y 3 =3-2 (1) 
Thay 2 = X"’ + y' vào (1) ta được plurong trình : 
x 2 y + 3XV 2 + 2y r> - 3 ( X ' + y-') 

o xy(x + y) + 2y 2 (x + y) ~ 3(x + y)(x : - xy + y 2 ) 

o (x + y)(3X“ -4XV + ) 2 ) = 0 o (x + y)(x - y)(3x -y) = 0 . 

© Với X = y thay vào phương trình thứ nhát cùa hệ ta có : 

2x 3 = 2 o X = 1 => y = 1. 


© Với X - -y thay vào phương trinh thứ nhất của hệ ta có : 0 - X 3 = 2 (vô lí). 
© Với y = 3x thay vào plurơng trình thứ nhất của hệ ta có : 


14x 3 = 1 


o X = 



y = 


3 



( í 

Vậy hệ phương trình có nghiệm (x,y) = |(l;l); 


1 _ 3 

</ũi'yĩ4 


Bình luận: Hệ đang xét thực chất là một hệ đắng cấp bậc ba ta có thề sử dụng 
phương pháp chung của hệ dẳng cấp để giải quy ết. Sau này chúng ta sẽ gặp lại 
trong các phản sau. Tuy nhiên với lời giải trên chúng ta thấy bài toán giải theo 
phép thê hãng số tạo sự dồng bậc có lời giãi cũng khá đẹp mắt. 



’2(x 3 -3x) = y J +3y í 

Ví dụ 2: Giải hệ phương trinh •< 

ị , , (x.ye3) 


2(x 2 -l) = 5y 2 + l 


Phân tích : Hình thức của hệ đã cho chưa giúp chúng ta nhận biêt điêu gỉ. Ta sẽ 


biến dổi một chút hệ đã cho trờ thành ; 


Í2x 3 -y 3 =3(2x + y) 
12x 2 -5y 2 =3 
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Quan sát hệ mới ta nhận thấy ở phương trình thứ nhất trong hệ vế trái có bậc 3, 
vế phải có bậc ỉ. Mặt khác ở phương trình thứ hai trong hai vê trái có bậc 2, vế 
phải có bậc 0. Suy nghĩ tự nhicn thấy cả hai phương trình trong hệ đêu chửa 
hằng số 3 giống nhau nên ta liên tưởng đến phương án tạo sự đông bậc cho một 
phương trinh trong hệ. Cụ thể ta sẽ ghép bậc 2 với bậc 1 đê tạo bậc 3. 

Cụ thể ta có : 2x 3 - y 3 = 3(2x + y) 2x 3 - y 3 = (2x 2 - 5y 2 )(2x + y) 

<=> X 3 + x 2 y - 5xy 2 - 2y 3 = 0 

Đây là mót phương trình đẳng cấp nên ta có thể giải quyết. Như vậy, xem như 
hệ này cũng được giải quyết được bằng kỹ thuật thê tạo sự đông bậc. 

Lòi giải : Hệ phương trình đã cho được biến đồi thành hệ phương trình : 

I 2x 3 -y 3 =3(2x + y) 


2 x 2 -5y 2 =3 


Thay 3 = 2x 2 - 5y 2 vào phương trình thứ nhất trong hệ mới biến đổi ta có : 
2x 3 - y 3 = 3(2x + y)» 2x 3 - y 3 = (2x 2 - 5y 2 )(2x + y) 

<=> X 3 + x 2 y-5xy 2 -2y 3 =0 (l) . 

Nhận xét (x;y) = (0;0) không thỏa hệ. VỚI x*0 ta có (l) trởthành: 


* + * -5 ì -2 = 00 --2 f +3 — +1 =0 


X - 2y 

-3 + 75 


-3-75.. 

r 2 y 

® Với X = 2y thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta có : 

y 2 =1<=>y = ±1=>x = ±2. 

A m I . ■ 3 + yfs . I tpìnU tt.iV t, í ttAnn tiÁ 


© Với X = 


y thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta có : 


-3 + 75 


-5y 2 =3oy 2 


6 + 975 


( VÔ lí ). 


_ /c 

® Với X = —y thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta có 
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-Ĩ-4Ì } 
—~ y 


, 2_0_.,2_9V5-6 , 9^5-6 

■5y = 3 <=> y ^—<=> y = ±7 




41 


41 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm: 


’ 

(2;l);(-2;- 

7-3-75] 

0; 


73 + 751 



(x;y) = - 

(975-6 

/ 975 - 6 ' 

/ 975-6 

/ 975-6 


X 2 J 

V 41 ; 

V 41 f 

7 2 J 

V 41 

V 41 

} t 


Vídụ 3 : Giải hệ phương trinh j x X ' V 1 (x.yeX). 

Ị X 4 + 6y 4 = X + 2y 

Phân tích : Quan sát hệ ta thây ngay răng vê trái phương trình thứ nhât trong hệ có 
bậc lả 3, còn vế trái phương trình thứ hai trong hệ có bậc 4 và vế phải có bậc ]. 

Do đó ý tưởng là ta thể hằng số l = X 3 + 3y 3 - xy 2 vào vể phải của phương trình 
thử hai dể tạo sự đồng bậc. 

Khi đó ta có: x 4 + 6y 4 = Ịx 3 + 3y 3 - xy 2 j(x + 2y). 

Thu gọn phương trinh nảy ta có: xy^2x 2 - xy 4- y 2 j = 0. 

Tói đây ta xem như hệ đã được giải quyết. 

Lòi giải: 

Kết họp với phương trình thứ nhất trong hệ ta biến đổi phương trình thứ hai 
trong hệ ta có : 

X 4 + 6y 4 = (x 3 + 3y 3 -xy 2 )(x + 2y) o xy(2x 2 - xy + y 2 ) = 0 (1) 

Nhận xét: 2x 2 -xy + y 2 =x 2 4^x-^j + ^->0, Vx,yeK 
Do đó từ (1) ta có: xy = 0 o 

© Với X = 0 thay vảo phương trình thứ nhất của hệ ta có: y = 


X = 0 

.y - 0 


73 


® Với y - 0 thay vào phương trình thứ nhất cùa hệ ta có: X = 1 


Vậy hệ phương trinh dã cho có nghiệm: (x;y) = 1 

( l 1 

;(';0) 

ỉ- 

Ví dụ 4: Giải hệ phương trình < 

X 3 + y 3 = 1 
x 7 +y 7 = x 4 +y 4 
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Tư tluy togịc tìm tồi lơi giãi IJl pturưng Irmh ----------— 

Phân tích : Quan sát hệ phương trình ta thấy phương trình thứ hai trong hệ vế trải 
có bạc 7. ve phải có bậc 4. Hệ số đi kèm vế phai là 1 nên từ phương trinh thứ 

nhất có vé trãi là bậc 3 và vế phái chứa hệ số 1, ta thế 1 = X 3 4- y 3 vào vế phải 
của phương trinh thứ hai ta sẽ tạo được sự đồng bậc. 

Lòi giải : Thế 1 - X 3 + y 3 vào vế phái phương trình thứ hai trong hệ ta có : 

X = 0 

X 7 + y 7 =(x 3 + y 3 )(x 4 + y 4 ) «• xV (x + y) = 0 o y = 0 

|_x = -y 

© Với X = 0 thay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta có : y = 1. 

© Với y = 0 thay vào phương trinh thử nhất trong hệ ta có : X = 1. 

© Với X = -V thav vào phương trình thứ nhất trong hệ ta có : 0■y =1 ( vo li ). 

Vậy nghiệm cùa hệ phương trình là (x:y) = {(0;l);(l:0)Ị. 

Bình luận: Qua lòi giãi trên các bạn nhận thấy hệ được giải rất gọn nhẹ. Tu} 
nhiên, hình thức cua rõ ràng cho ta thấy ngay tính đối xứng cùa hệ nên nhiêu lúc 
trong chúng ta rất máy móc để giải quyết bàng phương pháp hộ đối xứng đà 
biết, như thế sẽ rất khỏ khăn trong biến đổi đại số vi bậc trong hệ khá cao. VỚI 
cách nhìn thế hệ sổ đề tạo sự đồng bậc, chúng ta đã làm nên sự khác biệt lời giải 

cho bài toán. __ — ---— 

[x 2 +8y 2 =12 , 

Ví dụ 5: Giải hệ phương trinh < , e ‘‘‘Q 

[x +2xy +12y = 0 

Phấn tích : Quan sát hệ ta nhận thảy vé trái cùa phương trình thứ hai trong hệ cc 
chưa hai bậc 3 và một bậc nhất dó là I2y. Tuy nhiên hệ sổ 12 lại xuất hiện c 
phương trinh thứ nhất trong hệ, lại có vế trái phương trình thứ nhất lại chứa bặt 
2 nén ta sẽ tiến hành phép thế để tạo được sự đòng bậc. 

Cụ thồ ta có; X 3 + 2xy 2 + 12y = 0 c=> X 3 + 2xy 2 + (x 2 + 8y 2 )y = 0. 

Phương trình cuối thu dược là phương trinh đẳng cấp bậc 3 ncn ta hoàn toàn cc 
thể giải quyết tốt. 

Lòi giãi : 

Thế 12 - X 2 + 8y 2 vào phương trinh thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 
X 3 + 2xy 2 +12y = 0 Cí* X 3 + 2xy 2 + (x 2 + 8y 2 )y = 0 
o X 3 -Ị- x 2 y + 2xy 2 + 8ỵ =0 0) ■ 

Với y = 0 ta nhận thấy không thỏa hệ. Với y * 0 ta biến đổi phương trình (1) t 

16 
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( \3 
\ 

V 


í- f 

ly 


+ l 


- 1 + 8 = 0 « 

V y } 




\ y 


V '- 2 


Nhộn xét: 


ị KỸ 

K y y 


X 


( X 


\ 2 




u 




15 


-- + 4 


= 0 ( 2 ) 


+ -- > 0. Do đó (2) « X = -2y . 


Thế X = -2y vào phương trình thử nhất trong hệ ta cỏ : 

12} * = 12 « y = ± 1 « X = ±2 . 

Vậy hộ phương trình đã cho cỏ nghiệm (x;y) = j(-2:l);(2;-l)' . 



2 2-1 

X -r X y + y =3 


7(x 5 +y 5 ) = 3l(x 3 + y 3 

Ị (x - y£:ỉ > 


Phân tích : Với hệ này ta nhận thây răng vê trái phương trình thừ hai ỉà bậc 5. vê 

L ~ ^ I*. ^. _ *. '1. 4 1- ' . • 1_ it "ì .. 11__ * I- . I. ị ^ I_ ^ _ I-s J i _ ' 


phải phương trình thứ hai bậc 3 còn phương trình thử nhât bậc là 2. Do dó ta có 
ý tường thế hệ số dề dua phương trinh thứ hai về dạng phương trinh đồng bậc. 
Tuy nhiên quan sát hệ cùa phương trình thứ hai ta thấy không liên quan gì tới hệ 
số 3 ỡ phương trinh thứ nhất trong hệ. Do đỏ việc dầu ticn ta sẽ tạo hệ số 3 cho 
phương trình thứ hai trong hệ dể tạo tiền đề cho phép thế cùa chúng ta thành 
công. 

Cụ thê ta biên đôi phương trình thứ hai trong hệ tương đương với pltuơng trinh : 
2l(x 5 - ỵ') = 31-3(x' +y 3 ) «2l(x 5 + Ỵ 5 ) = 3l(x 2 +xy + y 2 )(x-’ -t V 3 ). 

Tới đây ta xem hướng phán tích đã khá quan. Vậy chúng ta sẽ tiến hành giải 
quyết hệ. 

Lòi giãi : 

[x 2 + xy+y 2 =3 

Hệ phương trình đã cho tương đương với hệ : < t , \ 

[2l(x 5 +y 5 ) = 3l-3(x 3 +y 3 ) 

Thế 3 = x 2 + xy + v 2 vào phương trinh thứ hai trong hệ ta thu được phương 
trình ; 21 [ x ? + v ? ) = 31Ị X 2 + xy + y 2 Ị( X 3 + y 3 j 


« 1 o.x 5 + 3 i X 4 V -r 31 x 3 y 2 + 31 xy 3 + 1 Oy 4 = 0 (I }. 

Nhận xét hệ luôn có nghiệm (x ; y) = (0 ; 0). 

Do đó với X * 0, đặt X = ty ta cỏ (1 ) trở thành phương trinh sau : 

!0r +31t 4 +31t 3 + 3ll + l0 = 0«(t + l)(l0t 4 + 2!t 3 + I0t 2 + 21t + lOỊ =0 

‘t = -l 

°[1 Ot 4 + 211 3 + !Ot 2 + 2lt 110 = Ọ 


17 
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Tư duy tưgic tìm lời tời giúi Hệ pliumig trình 


© Với t = -loy = -x thể vào phương trinh thứ nhất trong hệ ta có : 
y = ±\Ỉ3 => x-+\fj . 

© Với 10t 4 + 21t 3 + 10t 2 + 21t + 10 = 0 ta biến đổi về phương trình sau : 

1 + 10 = 0(2) vì t = 0 không thòa phương trình 



1 > 


( 0 
t + 2 

10 

t 2 +4 

+ 21 


1 t 2 j 


, \) 


Đặt u = t+-=>t 2 +4 r = u 2 -2, Ịu|>2. Lúc đó phương trinh (2) trờ thành 

r- 


phương trình: 10u 2 + 2lu -lO-Oo 


u =|(0 
5 

u = 

2 


5 I 5 

Í0 Với u = -7Ot + - = -7C>2t-5t + 2 = 0o 
2 t 2 


t = -2 

1 ° 

t = -2* 

2 


X = -2y 
-2x = y 


© Với X = -2y ta thay vào phương trình tliứ nhất trong hệ ta có : 
y 2 = lcoy = ±l=>x = T2. 

© Với y = -2x ta thay vào pltương trình thứ nhất trong hệ ta có : 


X 2 = 1 o X = ±1 => y =hf2. 

Vậy hệ phương trình đă cho có nghiệm là : 

(x,y) = |(l;-2);(-l;2);(-2;]);(2;-l);(W3;V3);(V3;-V3)Ị. 


Ví dụ 7: Giải hệ phương trinh - 

xVx-3y 
x -2y = 6 

9 = 3 

■v/x + 3^ 


(x,yeS) 

Phân tích: Quan sát hệ phương trình đã cho, không khó để nhận thẩy vé trái cùa 


phương trình thứ nhất cỏ bậc vế phải có bậc là . Còn phương trình thứ hai 
trong hệ thì vế trái có bậc là I. Do đỏ ý tường ta sẽ ghép bậc 1 và bậc ]- để tạo 


ra phương trình đồng bậc 2- nhờ vào việc thế hệ số. 


Cụ thể ta có: xVx -3yyfỹ = 3 ịsfx. + 3,yỹj o 2\\fx-6yjy =6ịJx +3-v/ỹ) 
Thế 6 = X - 2y ta có : 

2xn/x -6yVỹ = (x-2y)ỊVx +3ựỹ) co Vx ịx~3yfxỹ + 2y) = 0. 


Tới dãy ta xem như hệ vẫn giãi quyết xong. 
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Lời giải: Điều kiện: X > 0; y > 0 . 

Hệ phương trình đã cho được biến đổi thành hệ : 

Í2.xVx-6yVỹ = 6(^ + 3^) 

(x-2y = 6 

Thế 6 = X - 2y vào phương trình thứ hai trong hệ (!) ta có phương trinh : 
2x\/x-6y,/ỹ = (x-2y)^Vx +3Tỹ) <=> x>/x -3x,yỹ + 2y-v/x =0 


o \fxịx-3yfxỹ + 2y) = 0 <=> x/x(Vx - 7ỹ)(Vx- 27 ỹ) = 0' 


X =0 

x = y • 

X = 4y 


® Với X = 0 ta thay vào phương trinh thứ hai trong hệ (1) ta cỏ y = -3 (loại). 

© Với X = y ta thay vào phương trình thứ hai trong hệ (!) ta có y = -6 (loại). 
©Vói X = 4y ta thay vào phương trình thứ hai trong hệ (l)tacó y = 3=>x = 12. 
Vậy hệ phương trình có nghiệm (x;y) = (l2;3) . 


Ví dụ 8: Giái hệ phương trinh 


X 2 - 3xựy + 3 = -1 - y 

x(x 2 - 2 )+ 4(2y +5)7^73=0 ^ x,ye ^ 

„ . r __ ì _ 1 . •> •— 1 1 A II 


Phân tích : Hệ đang xét có chứa căn thức và câu trúc cùa hệ cũng không khỏ đê 
phán đoán. Thật vậy, phương trình thứ nhất trong hệ nếu được viết lại thành : 
x 2 -3x N /ỹ+3+y + 3 = 2 

Phương trinh vừa biến đổi lả dẳng cấp với hai biến x )N /y + 3 . 

Tiếp tục biến đổi phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trinh 
X 3 + 8(y + 3) 77+3 = 2(x + 2^7+3) 


Nhận thấy vế trái phương trình này có vế trái bậc 3 với hai biến X, ijy -!• 3 , còn vế 
phải là bậc 1 với hai biến x jA /y + 3 và chứa hệ số 2. Do đó ý tưởng sẽ thế hằng số 

bằng biển đề tạo sự đồng bậc cho hai vế của phương trình thứ hai trong hệ. 

Xem như là đường hướng đi của hệ đã giải quyết, tuy nhiên để cho gọn hệ ta sẽ 
tiến hành đặt cho biến sịy 4- 3 = a. 

Lòi giải : Điều kiện : y > -3 . 

Đặt a = yj y + 3 , a > 0. 

Ta có : a 2 -3 = y . 
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Tiriiuy tim tòi lời giài [tệ phưmtg trinh 


Khi đỏ hệ 


|V-3xa + a 2 =2 

phương trình đã cho irở thành: I J ^3 _o{ x + "> a j ■ 


rhể 2 = X 2 - 3xa + a 2 vào phương trinh thứ hai trong hệ (1) ta tlui được phương 

X 3 + 8a 3 = (x 2 -3xa + a 2 )(x + 2a) «a(x 2 + 5xa + 6a 2 ) = 0 

ị" a = 0 

\ a/v -4- p íl \ í \ 4- .33 \ — 0 ! X = - 2<i 


oa(x + 2a)(x + 3a)-Oo. \' 2a 

ị X - -3a 


Ị X - 

® Với a = 0 thay vào phương trình thứ nhất trong hệ (l) ta được : X 2 = 2. Khi đó 

. íx 2 =2 [x = ±>/2 ^Í* = W2 

Ịa = 0 Ị^/ỹT5 = 0 ly = -3 

© Với X = -3a thay vào phương trình thứ nhất trong hệ (1) ta được :a = J^. Khi 


đó ta có: • p2~ <=> 


jx = -3. -=- 

V 19 


© Với X = -2a 


L= ỈI°1 ._ ÍT~ 55 

Ị a = V 19 1^3 = ^ \y- § 

12 

2a thay vào phương trình thử nhất trong hộ (l) ta được a - • Kin 



Đối chiếu điều kiện ta cỏ nghiệm cùa hệ là : 

(x.y) = Ị(^-3);(^=-3)(-3g;-^)( -4 ; -n)ị- 

íy(x-6y) = 9 I 

ví dụ 9: Gìài hệ phương trình | y ị Jxy + ,( y!+3 )) = 9 ( y í + l )7^ (x ’ yeS) ị 

Phân tích: Quan sát hệ phương trình ta thây phương trình thứ hai trong hệ với caệh 
nhóm hạng tử như thế chưa giúp chúng ta định hướng dược điêu gì? Ro đo ta 
tiến hành biến đổi trước phương trình này. 

(ặgịthệta có;: II! ì||jjf 
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ỵị2xy + 0(y 2 + 3 )) = 9( y 2 4. ] ) 2xy 2 + 9y 3 + 27y = 9> \/ĩỹ + 9 V ^ . 


Tới đây. ta nhận thay trong phương trình vừa biến đổi có đại lượng x /xỹ, mặt 

khác lại có mặt đại lượng XV' nên ta tiến hành tách XV' = XV • V . 

Mặt khác từ phương trinh thứ nhất trong hệ ta cũng có dại lượng xy nên ta đưa 

suy nghĩ về việc làm giam căn thức thông qua phép dặt a = ựxỹ . Khi đó ta sẽ 
có hệ phương trình : 

|a 2 -6y 2 =9 ía 2 -6y 2 =9 

12a 2 y + 9y-' - 27y = 9a> 2 + 9a Ị2a 2 y + 9v 3 -9ay 2 = 9a - 27y 

Với hệ mới là một hộ mà thòng qua các ví dụ trước chứng ta thấy được hệ này 
da có thê giải quyết bằng phương pháp thế hằng số. 

Thật vậy ta có : 

2a 2 y + 9y' -9ay 2 =(a 2 -6y 2 )(a - 3y) o a 3 - 5a 2 ỵ + 3ay 2 + 9y 3 = 0. 

Phương trinh cuối là phương trình đắng cấp bậc 3. 

Lòi giải : Điều kiện: xy > 0. 

Hệ phương trình dã cho được biến dổi thành hệ : 

I xy - 6y 2 = 9 

l- x >’ 2 + 9y 3 + 27y " 9y 2 yịxỹ + 9^/xỹ 

Đặt a - -Jxỹ , a > 0. Khi đó hệ mới sẽ trở thành hệ phương trình : 

Ja 2 -6y 2 =9 Ịa 2 -6y 2 =9 

I 2a 2 y + 9y 3 + 27y = 9ay 2 +9a w 12a 2 y + 9y J -9a> 2 = 9(a-3y) ^ 

Thế 9 = a 2 -6y 2 vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu dược phương trinh : 
2a 2 y-9ay 2 +9y 3 =(a 2 -6y 2 j(a-3y) (2). 

Nhận xct với y = 0 khôĩtg thỏa hệ. Với y * 0 ta biến đổi phương trinh ( 2 ) trờ 
thành : 






y. 


o 


-3 


''V 


y 


k 


.oi , 

2 — J 


'iì\ 

y) 


V ĩ J 




■Oo 


ị2.3Ì«íì_3Ỵ 2 i-3ì4í7Ĩ-«ìír- 3 ' 

l>' 7 l>' Ẵ y ; {{>’) j{y ) 


-3 -+I o 

ly ) v 1 


a - 3y 

a “ ~y 


© Với a = 3y => y > 0 thế vào phương trình thứ nhất trong hệ ( 1 ) ta có : 
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Tư duy logic tìm tòi tiii giải Hỉ phương trình _____ _ ___ 

y = 73 =>a = 3%/3 => X =9-JĨ 

, _ , . /tw _ .5 9 

© Với a = -y => y < 0 thể vào phương trình thứ nhât trong hệ (1) ta có: y - - - 


(vô lí) 

Đối chiếu điều kiện ta cỏ nghiệm của hệ phương trinh là (x;y) = ( 9 ^; V 3 ) 


; , Ị fy = w J x=f (y) 

• Đôi với hệ có dạng \ V < 

U(*.y) = o U( x >y) = ° 

Ta thường giãi quyết hệ này theo việc rút biến y = f(x) hoặc x = f(y) thay 
vào g(x,y) = 0 rồi giải. Chứ ý rằng để thành công thì phương trình g(x,y) = 0 
phải cỏ thể giải được bằng nhũng phương pháp khả thi. Đơn giàn bời vì khi 
thay thế như vậy thường với hệ phương trình hũv ti là chúng ta thu được 
phương trình cỏ bậc khá cao hoặc phương trình có dạng quá phức tạp làm cho 
việc triền khai kỹ năng đại số khá khó khăn, đôi lúc không tìm được huứng giãi 

quyết tổt _______ 

Ví dụ ĩĩ 

Giải hệ phương trinh : Ịj ( X y _7 X + , )x 2 + ( y 2 + 2x + 2 ) (x _ I) = _3y (x ' y 6 R) 

Phân tích : Quan sát hệ ta thây ngay được răng từ phương trình thứ nhàt trong hệ 
ta dễ dàng rút được y - 2x -1. 

Thay kết quả vừa rút vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được mọt phương 
trình bậc ba theo biển X. 

Lời giải: Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta có : y = 2x -1. 

Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 

3x 2 (2x -1 -3x +1) + Ị(2x -1) 2 + 2x + 2^(x -l) + 3(2x -l) = 0 
co X 3 -6x 2 + llx-6 = 0co(x- l)(x 2 -5x + ój = 0 


co 


x-l=0 
X 2 - 5x + 6 = 0 


x = l=>y = l 
X = 2=>y = 3 
X = 3 => y = 5 


Vậy hệ phương trinh đă cho có nghiệm :(x;y) = |(l;l);(2;3);(3;5)|. 


Í6x 3 + x 2 y-x = 10 V 

Ví dụ 2: Giải hệ phương trình (x,yeK) 

[x -y = 2(x + 3) 
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Phân tích : Không khó để nhận thấy, từ phương trình thứ hai ta rút 

y = X 2 - 2x + 6 thay vào phương trình thử nhất là giãi quyết được bài toán. 

Lòi giải: 

Từ phưorng trình thứ hai trong hệ ta có: y = X 2 - 2x + 6. 

Thay vào phương trinh thứ nhắt trong hệ ta có phương trình : 

6x 3 + x 2 (x 2 -2x + ó)-x = ]0ox 4 + 4x 3 + 6x 2 -x-10 = 0 


<=> (x-l)(x + 2)ịx : + 3x + 5 ) =0o * 2 ^ ^ vi X 2 +3x + 5 =0 (vô lí ). 
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Tư duy togii tìm tói iởi giói Hệ phương trình _________ 


í(2x -1) 2 +4(x-l)y + 4y 2 = 21 

Ví dụ 4: Giải hệ phương trình : -Ị (x,y e "ỉ.) 

[x 2 +(y-l) =5 


Phân tích : Hệ phương trình đang xét cỏ câu trúc đê nhận xét rút thè có khó khăn 
một chút. Tuy nhiên, nếu tính ý nhận xét đưọc ỡ cá phương trình thứ nhất và 

J 2 2 

phương trình thứ hai đêu chứa dại lượng X + y . 

Thật vậy, ta có khi khai triển vế trái phương trinh thứ nhất trong hệ ta sẽ nhóm 
được dại lượng 4Ịx 2 + y 2 j. Kết hợp vói khai triển vế trái phương trinh thứ hai 

trong hệ chúng ta sẽ thu được X* + y = 4 + 2y . 

Như vậy khi ta thực hiện phép thế X 2 + y 2 vào phương trình thứ nhất trong hệ, 
ta sẽ thu được một phương trình mà các biến x,y chi lã bậc nhất nên ta tiêp tục 
sừ dụng rút thế giữa hai biến x,y cho nhau. 

Vậy xem niur cơ bàn là bài toán đã dược giãi quyết. 

Lòi giải: 

Hệ phương trình đã chơ dược biến đổi thành hệ phương trinh: 

Í4(xW)-4x + 4ơ-l)y = 20 (|) 

[x 2 + y 2 = 2y 4- 4 

Thế X 2 + y 2 = 2y + 4 vào phương trình thứ nhất trong hệ (l) ta có : 

X = — I 

4(2y + 4)-4x + 4(x - l)y = 20 <=>(x + ỉ)(y-l) = 0<=> 

© Với X = -1 thay vào phương trinh thứ hai trong hệ (l) ta có : 


y 2 - 2y - 3 = 0 o 


y = -• 

y - 3 


© Với y = ! thay vào phưong trình thứ hai trong hệ (!) ta cỏ : X 2 = 5 o 
Vậy hệ plurong trinh đã cho có nghiệm : 

(x.y) = {(-l:-1);(-l:3);(^i I l)}. 


r __ Ị7 

X - V 5 

X - ~\^5 


Ví dụ 5 


x 4 (x 2 + 27y 2 )-3x = ]3-3x 3 y(x 2 +9y 2 ) 

( ' ' x (x,y e a) 

x(x + 3y-l) = 5 


Giải hệ phương trình 
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Cĩv r.MIII M T\ D VVH KhanỊỊ i iự t 


Phân tích : Quan sát hệ ná), chúng ta dc nhận thấy tù phương trình thú hai có thể 
rút y theo X . 

X +5 - X 2 


Thật vậy ta có : y = ■ 




• Nếu ta thc tự nhiên như vậy thi do cấu tạo bậc 


cùa biến X đề bài cho. chúng ta sẽ gặp trờ ngại nga) với phương trinh bậc khá 
cao là bậc 6. 

Vói kiểu phương trinh bậc 6 nếu không dám chắc chan nghiệm cùa hệ ờ dinh 
mức “vắt kiệt" có thế nhất thi khả nàng giái trực tiếp nỏ là không cao. 

Tuy vậy, ta đê ý được rằng ớ phương trình thứ nhất trong hệ nếu ta thực hiện 
phép biến đôi sau dà) : 

x 4 (x 2 + 27y 2 ) + 3x\(x 2 -9y 2 ) = 3x t 13 

ờ phương trình này nhận thấy ỡ vế trái các hệ số lần lượt là I;3; 27:27 là các hệ 
sò dửng trước các đại lượng có số I11Ũ giâm dần theo biến X và tăng dần theo 
bicn y nên ta liên tương tỏi hàng dằng thức sau : 

(x 2 + 3xyJ = X 6 + 3\'y + 27xV + 27\V 

Mặt khác phương trình thứ hai trong hệ ta sắp xếp lại như sau : X 2 + 3 XV - X + 5 

í/ 2 2 Ỹ-1 13 

Với các nhận xét này ta thấy hệ đã cho được viết lại : ■!'•’ ' ~ x + 

[x 2 + 3xy = x + 5 

Và tới đây đã biết được hướng để giải quyết tốt hệ này. 

..ời giải: 

Hệ phương trình đã cho dược biến đồi thành hệ phương trình : 


Hệ phương trình đã chc 
í(x 2 +3xyj' = 3x + 13 
[x 2 + 3XV = X + 5 

Thm .' — s 2 V-, — V c 


( 1 ) 


Thay X 2 + 3xy = X - 5 vào phương trình thử nhất trong hệ ta cỏ phương trình: 
(x + 5)' -3(x + 5) + 2 = 0 a 3 -3a + 2 = 0 vói a = X + 5 


«(a-l) 2 (a + 2) = 0<=> 


a = I 


- _ạ 


x = -4=>y = 4 

• 4 


_ . 17 

-7 => y = -2- 

7 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x:y) ■ 


H)ớ«) 


25 
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Tư duy togic tìm tời lời giãi Hệ phương trình 


Ví dụ 6 : Giải hệ phương trinh 


* 2+ (y-l) =' (x,yeR) 

5x 3 - 4x 3 y - x 2 y = 4xy - 5x + y 


[5x -4X y-x y-=4xy-:>x-t-y _ j 

lân tích: Quan sát hệ này, ta chưa thây được ta sẽ rút cái gì và thê cái gì. Tuy 
nhiên nếu ta tinh ý một chút ta để ý phương trình thứ hai trong hệ cỏ các hệ sô 
quá đẹp mắt cộng hường với các biến tham gia với từng cặp hệ sô cho ta được 
phép biến đổi sau đây. 

Ta có : 

5x 3 -4x 3 y-x 2 y = 4xy-5x + y o5x|x 2 +l)-4xy(x 2 +l)-y(x 2 +l) = 0 

Mặt khác ta luôn có : X 2 +1 > 0 nên ta lại có : 5x - y(l + 4x) = 0 . ị 

Tới dây mọi thứ đã được rõ ràng. 

Lời giải : Hệ phương trình đã cho được biến đổi thành hệ phương trình : 

Ịxl + (y-l) ! .l «P + b- | ) ỉ * 1 (I) 

Ịíx 2 + lj(5x-4xy-y) = 0 Ị5x=(4x + l)y 


© Với X = thi hệ (l) vô nghiệm. 
1 


5x 


© Với X * , từ phương trình thứ hai trong hệ (l) ta có: y = 

/ị 4x + l 

Thay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta có phương trình. 

x 2 + í-^-l] 2 =l«x 2 (4x + l) 2 +(x-l) 2 =(4x + 1) 2 

V4.X + 1 / 

o(4x + l) 2 (x 2 -lỊ + (x-l) 2 - 0 o(x~1)Ị^(4x + l) 2 (x +1) + (x-l)j = 0 

oxíx-lW8x 2 +12x + 5Ì = 0« X = O ^' V=0 vì 8x 2 + I2x + 5 >0,Vx e !R. 

v > Ị_x = ì y = I 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x,y) = {(0;0);(l;l)Ị. 


Ví dụ 7: Giải hệ phương trình < 

(y 2 -8x + 5Ìx 2 +6y-5 = 0 
^ 1 (x, yea) 


xy +1 - X 2 + y Ị 


Ví dụ 7: Giải hệ phương trình Y ^x,ye.£j 

[xy +1 - X 2 + y _I 

Phân tích : Quan sát hệ phương trình đă cho, ta đè ý thây phưong trình thự hai nêu 
ta chuyển vé thì ta sẽ thu được một nhân tử chung hay nói cách khác nêu ta cho 
X = 1 thi phương trình thứ hai luôn thỏa. 

Thật vậy, ta có : xy-y-X 2 +1 =0o(x-l)(y-x-l) = 0 
Tới đây mọi việc đã được sáng tò. 
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Cty TNHH MTVDVVH Khang VỊịt 


Lòi giải: Phương trình thứ hai trong hệ được biến đổi thảnh phương trinh : 


ri giải: Phương trình thứ hai trong hệ được biến đổi 

r x _ 

xy~y-x +l=0o(x-ỉ)(y-x-l) = 0 o 

.y = 

VA í V 1 tK/lií „ t. i . 1 •» 


© Với X = I thay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta có : 

r + 6y-8 = o4 y ^ 

y = -3-VĨ7 

© Với y = X +1 thay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta có : 

((* + 0 ~8x + sjx 2 +6(x + l)-5 = 0 o X 4 -6x 3 +6x 2 + 6x + ] = 0 

x = ]- V 2 =>y = 2 - x /2 

«(x 2 - 3 x-l ) 2 = x 2 cj x / 2x " l = 0 « *-l + ^=>ý = 2 + ^ 

[x 2 -4x-l=0 x = 2-x/s=>y = 3->/5 
X = 2 + Vs => y =3 + \[s 

Vậy hệ phương trình đã cho cỏ nghiệm : 

(x;y)=j(l;- 3 ± 7 Ì 7 );(l-xS; 2 -^);(l +N / 2 ; 2 + xS) ; ( 2 -x/ 5 ; 3 - 75 ) ; ( 2 + x/ 5 ; 3 + 75 )Ị. 

fx-y = ! 

Ví dụ 8 : Giải hệ phương trình ị r '— -- ( X V e j£) 


Ví dụ 8 : Giải hệ phương trình < r - — -- (x,y G ÌR) 

(Vx 2 + 2y + 3=3x-5 ’ ! 

Phân tích : Với hệ này rõ ràng, ngay từ phương trình thứ nhât ta rút y = x -1, thay 
váo phương trinh thứ hai ta sẽ gặp một phương trình chứa căn dạng cơ bản 

W)=^)- 

Lời giải: Điều kiện : X 2 +2y + 3>0. 

Từ phương trinh thứ nhất trong hệ ta có : y = X -1 

Thay vảo phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 


/x 2 + 2x +1 = 3x -5 <=> 


3x - 5 >0 x -f 

2 _ . . ,2 _ I <=> x=3=>y = 2 

x 2 +2x + l = (3x-5) 2 X = 1 ’ 


Vậy hệ phương trình đẫ cho có nghiệm (x,y) = (3;2). 


x(x-y) = 6-x-2y 


Ví dụ 9: Giải hệ phương trinh 


(x + 2)x/y 2 +4 = yẬ 2 +4y + 8 


(x,yeR). 
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Tư duy lu gic Um lòi tời ỵiat llệ phưưĩiíỉ trình ---------- 

Phân tích : Với hệ nảy rõ ràng ta không thổ tìm mối liên quan rút thế giữa hai biến 
x,y từ phương trinh thú hai trong hệ. 

Vậy ta cần bắt đầu từ phương trình thứ nhất trong hệ vì hình thức đơn giàn và 
dề bicn dồi hơn. 

Cự thế ta có : 

x(x - y) = 6 - X - 2y «■ X 2 + X - 6 - xy + 2y - 0 «■ (x - 2)(x + 3) - (x - 2)y = 0 
l ới dây ta thấy bái toán đã cóibế giãi quyết. 

Lòi giải : Điều kiện : .V + 4y ; + 8-S 0 

Từ phương trình thử nhất trong hệ ta biên đôi : 

\ ^\ — y j — 6 — X — 2y CC* r + X ~ 6 — xy + 2y = 0 

«(x-2)(x + 3)-(x-2)y = 0o *^ + 3 

© Với X = 2 ta thay vào phương thứ hai trong hệ ta có: 

4x/y + 4 = \\Í4y+l2 = 0 => sai nghiệm. 

© Vói y = X + 3 ta thay vào phương trình thử hai trong hệ ta có : 

(x + 2)\/(x + 3) 2 +4 ^(x + 3)\/x 2 +4x + 20 

o(x + 2) N /(x + 3) 2 +4 =(x + 3)J(x + 2) 2 +16 


( x + 2)(x + 3) >0 

° |(x + 2) 2 (x + 3) 2 +4(x + 2) 2 =(x + 3) 2 (x + 2) 2 + 16(x + 3) 2 
_ , _ . Ị~x<-3vx>-2 

X < -3 V X > -2 

oJ[2(x + 3) = x + 2 « rx = _4 g o X = -4=> y = -l. 

[|_2(x + 3 ) = -x-2 y_x = ~ 

Dối chiếu điều kiện ta có nghiệm cùa hệ phương trình là: (x,y) = (-4;-l). 

; ' , ị y + vr -3 1 , 

Ví dụ 10: Giãi hệ phương trình ị -__ r ---- (x.yex; 

Ị jx-2y + 2 Jx + 8y + 5 = 8 

1 -______ _ -= ——- 

Phân tích: Không khó dề nhận thấy hệ này có hướng di rứt y = I - s /x -3 và tha\ 

vào phương trình thứ hai dê giái qưyêt. 
x-3>0 

Lòi giải: Điều kiện : < X - 2y > 0 

X + 8y + 5 > 0 ^ ai? . . ^ 
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___ ( ty r.MHi M Tl • / >) '! '// Khang I ĩýr 

in 

Từ phương thứ nhất trong hệ ta có : V = 1 — s/x — 3 . 

,'à Thay vào phương trình thú hai ta thu được phương trinh : 

yj\ -2(1- 7^3) + 2 í- x(] - v\ 3) + 5=8 
0 <=> v'x - 2 + 2\ịx -3 + 2\j\ - 13 - 8vx - 3= 8 

<=> ^(Vx-3 +l) 2 + 2ý(/x~- 3 - 4) : = 8 co Vx-3 + I + 2ịy>T-"Ĩ3 - 4 Ị = 8 


) 

1 


có hình thức khá cồng kềnh, phương trinh thứ nhất trong hệ cỏ hình thức cọn 
nhẹ hơn. Mặt khác trong phương trinh thứ nhất nếu ta nâng lũy thừa lèn sẽ triệt 
tiêu được đại lượng 4x cộng thêm ta sò thu được đại lượng y +1 là đại lượng 
có mặt trong phương trình thứ hai trong hệ. Như vậy xem như việc tìm đại 
lượng rút thế của ta đã có. 

Cụ thề ta có . 


I 7x-3 - 4 > 0 

i 

I \/x - 3 + 1 + 2( yj\ - 3 - 41 = 8 

Ị i V / ị [ V A - J -. 

• yfx ~-3 - 4 < 0 I r 16 

I ;__ ị X < —• 

|Vx^3 + ]-2(v/x^3-4) = 8 1,_L 

" [[vx^3=l 


<=> 


co 


X = 28 y = -4 
X = 4 =-> \ -- 0 


Đối chiếu điều kiện ta cỏ nghiệm cua hệ phương trình là (x: y) = í(4;0); (28;-4) 


Ví dụ í 1 : Giải hệ phương trình \ 


ị 2x - I = yfĩìC~-4\-y 


yịĩ + 7 - 2 = 


Ỉ 2.\ ; •*-14 
\! 3y + 3 


Phàn tích : Quan sát hộ phương trinh ta thây đôi với phương trinh thứ hai trong hệ 


Từ phương trình thử nhất sử dụng phép nàng lũy thừa ta có được: y -1 = 3x 2 . 
Thay vào phương trình thứ hai ta thu được phương trình: 

3x(7 - 2 ) = 72 • \/x 2 + 7 . 

V ’ 


Phương trình thu được là một phương trinh vô tỷ không khó đề giài quyết. 
Vậy xem như bài toán đã được giãi quyết. 

Lòi giải : 


Điều kiện : 'Ị 7x2 4x yă0 . 

(>•>”! 

Tịr phương trình thứ nhất trong hệ ta có : 
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Tư duy logic tim tòi lời giãi Hệ phutmg trình 


yjlx 2 -4x -y =2x-l <=> 


X >- 


y + l=3x 2 


Thay y + 1 = 3x 2 vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 


>/x 2 + 7-2 = J 2x * + , 14 co3x(n/x 2 +7-2) = V^-Vx 2 T7 
V 9x 2 \ > 


o 


ĩ. 


1 +7 ._Í^0) 


3x~t/2 
Đẻ giải (l) ta có hai cách : 

© Cách 1: Sử dạng phương pháp bắt nhân tử chung nhờ phép liên hiệp. 
Ta có (l) tương đương với: 

rr~, „ 6x (x-Vĩ)(x + 7ĩ) 3(x-7ĩ) 

vx +7-3 = ---*===---- 

3x-V2 


Vx 2 +7 +3 3x~\Ỉ2 

0 ỈX-V 2 ) . x + v - 2 — + -—^-7=rì = 0o x-\/2 =0o x = s/2 =>y = 5 

v \\ỉx 2 + 7+3 .«-V2j 


Do 


X + >/2 3 

ựx 2 + 7+3 3 x-v / 2 


3 1 

> 0 v Vx à ị. 
2 


© Cách 2 : Sừ dụng phương pháp hàm số . 

Ta dặt f(x) = Vx 2 + 7 , g(x) = -—7=- vó 

3x-v2 


ới X > 2-. 
2 


Ta cỏ: f'(x) = , ặ ->0,Vxìl; g(x) = - | — T <0.Vx2^. 


í 


x ; +7 


(3X-7Ĩ) 


Do đó trên nửa khoảng 


1 

— 1+00 


thì ta có: 


7 


Hàm sổ f(x) là hàm số đồng biến. 

Hàm sổ g(x) là hàm số nghịch biển. 

Nên từ (1) ta có phương trình f(x) = g(x) có nghiệm thì nghiệm đó hà duy nhất. 

Mà f(V2) = g(V2) = 3. 

Do đó (1) có nghiệm duy nhất X = V 2 => y = 5 . 

Như vậy dối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (\/2;5j. 
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Vỉ dụ 12: Giải hệ phương trình • 

y + 2yjx + y - 4 = 2 

2V^~[ - X 

(x,yeií). 

Phan tích : Quan sát hệ phương trinh, ta thây cả hai phương trình trong hệ đều 


chứa căn thức. Tuy nhiên, rõ ràng cấu trúc của phương trình thử hai trong hệ 
cho la cái nhìn phức tạp còn phương trinh thứ nhất nó cố cấu trúc của dạng 
phương trình vô tỉ cơ bản. 

Mặt khác mối quan hệ giữa các biến ờ phương trình thứ nhất cho ta cảm nhận 
được có thể rủĩ biến y theo X. 


Thật vậy ta có: 7y- í = x- 2=s<y = x 2 -4x + 5. 


Với kết quả này, ta thay vào phương trình thứ hai ta được một phương trình 
theo biến X nên hoàn toàn có thề giải quyết được. 

Vậy xem như đường lổi để giải hệ ta đã có. 


Lòi giải: Điều kiện : 


X>1 

y>I 


[x + y > 4 


Từ phương trình thứ hai ta cỏ : yịỹ^ĩ = X - 2 o ] 

[y = x 2 -4x + 5 

Thay y = X 2 - 4x + 5 vào phương trình thứ hai trong hệ ta có phương trình : 
X 2 -4X + 5 + 2\/x 2 ~3x + l =4 n/^T-2x 
o X 2 - 2x + 5 + 2Vx 2 ~3x +1 -4\/x~- ỉ = 0 
o X 2 -3x + 1 + 2 \Ịx 2 “3x + i + 1 + X-1-4VT-1 + 4 = 0 

o M? -3x + l+l) +(v/x-l - l) 2 =0 


0 1 x/x 2 -3x + I - 1 = 0 <=> jx 2 -3x=0 
|TxM-2 = 0 Ịx = 5 
<=> Hệ vô nghiệm. 


Vi đụ 13: Giải hệ phương trình : • 

X - 

X 2 - 

K 

V 

1 

x (x,y e R) 

-2 N /(x"+5)(y + 2) 

Phân tích : Ọuan sát hệ phương trình ta nhận thấy cả hai phương trình đều 


chứaTỹ nên ta sẽ quan tâm đến đại lượng này. Không khó để nhận thấy chúng 
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Tu duy togir tìiinùý IòỊjịùìì lỉợ phin mg Ir ìnli -------- 

ta sẽ khó khai thác được gì từ đại lượng sjy từ phương trinh thử hai trong hệ. 
nên ta chuyền sang phương trinh thứ nhất trong hệ. 

Quy dồng mẫu số biến dồi phương trình thứ nhât trong hệ ta thu được phương 
trình: X 2 -(x + 2)yjỹ - -3x -2 

0 phương trình vừa biền đôi dè dàng phát hiện ra được : 

X 2 + 3x + 2=(x't-l)(x + 2). 

Như vậy từ phương trình thử nhàt trong hệ ta sẽ thu được : 

(x + 2)(\ + l-x/ỹ) = 0. 

Tái dây. ta dã tìm được mối liên hộ giữa các biến x.y trong hộ Vậy xem nhu 
hệ dã clto dã dược giãi quyết tôt. 

1.01 giải : 

ỊX*() < n 

I y > 0 

Điều kiện : ị V >0 ^ ■ õ - X > -5 ' 

:(x + 5)(y*2)>0 1 

Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta biến đòi có được phương trình : 

X 2 -(x~2)7ỹ = -3x~2 «(x + 2) % /ỹ = (x + l)(x + 2) 
r _ , f X - -2 

o (x * 2) X + 1 - v’ y Ị = 0 o Ị- ■ 

' i Jy - X +1 

* 

Vì V> 0 => X + 1 >0<=> X >-1. Kct hợp với điều kiệm ta có :0 * X >-1 . 

© Với X = -2 thay vào phương trinh tliir hai trong hệ ta thu được phương trình : 

4-Vy-M-2 ì /3(ĩT2) «2^72) =1^ + 7 

<=> 12(v + 2) = y + 14 v /ỹ -49 <=> ỉ4^/ỹ = 1 ly - 2 j 

( y U y,# 625^ 

1 1 V c>> 12! ■ 

[l96y = 12ly 2 -550y + 625 [12!y 2 -746y + 025 -0 

® Với -Jỹ - X +1 thay vào phương trình tliứ hai trong hệ ta thu được phương trình 

X 2 -X -12 + 2^^(xT5)ịx‘ + 2x + 3 ) = 0 

<=. X 2 + 2x + 3 + 2 J(x 4- 5)(x 2 + 2x 4- 3 ) - 3(x + 5) = 0 

*ìL_)-ĩLị^--i.« (I) 

V X 2 + 2x + 3 } \x 2 +2x + 3 
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Đặt t = 


X + 5 


X + 2x + 3 

t = ! 


, t > 0 . Khi đó phương trình (1) trở thành : 


3r -2t-l = 0<=> 

© Với t = 1 


I 


*— 5 « 


1 X 4- 5 } •) 

<=>. 7 ■—-- = lox +2x + 3 = x + 5ox +x-2 = 0o 

V X 2 + 2x + 3 

Đôi chiếu đieu kiện ta có nghiệm cùa hệ phương trình là : 


- 

X 

X 


= 1 => y = 4 

=-m 


(x;y) 



Ví dụ 14: 


Giải hệ phương trinh < 

( 2 Ỹ f 3 10 ì -t 

V X ) V X X 2 ) (x.yeR). 

y 2 -x = -2(2y + 3) 


Phân tích : Quan sát hệ phương trình đang xét, không khó đê nhận thây lôi đi 
chính ià chúng ta cần làm gọn lại phương trình thứ nhất trong hệ là ưu tiên hàng 
đầu. 


Cụ thể ta có phương trình thứ nhất trong hệ được làm gọn lại thảnh phương 
trình ; (x 2 - 2 j 4- 4(3x -10) = X 2 +4x 2 (y + 2) 3 

Tiẻp theo không khó đè chúng ta nhận thấy rằng ờ phưong trinh thứ hai trong hệ 
ta hoàn toàn có thể rút biến X theo y . 


Cụ thê ta có : X - y 2 4- 4y 4- 6 , Ta đem kết quả này thế vào phương trinh thứ 
nhất trong hệ thi bải toán dễ hoàn toàn được giải quyết. 

Nếu nhận định như vậy các bạn sẽ gặp khó khăn ngay tức khăn với phép biến 
đổi đại sổ. 

Thây vậy, vi khi rút X theo y thì ta có biến y được biễu diễn ở dạng tam thức 
bậc 2. Như vậy khi thể vào phưong trình thứ nhất trong hệ ta sẽ thu được 
phương trình có bậc là 8, chưa kể rất khó khăn nếu tiếp tục khai triển hẩng 
đẳng thức tiếp theo cho đại lượng sau : 

(x 2 -2) 2 =Ịjy 2 + 4y + 6) 2 -2j =(y 4 +8y 3 +28y 2 +48y + 34) 2 

Tuy nhiên nếu ta quan sát để ý một chút và đặt câu hỏi tại sao ờ phương trình 
thứ r.hât trọng hộ lại chi xuất hiện dại lượng (y 4 2j' : ? 
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Mặt khác khi rút X theo y ta để ý rằng X = y 2 + 4y + 6 - (y + 2) 2 + 2 . 

Và câu trá lời ta được rõ, có nghĩa ià đề cho muốn chúng ta hướng tới cách rút 
thế như sau : 

x = y 2 + 4y+ 6oX-2 = (y + 2) 2 =>y + 2 = \/x-2 . 

Với cách rút thế như thế này chúng ta sẽ dẫn tới phương trình thứ hai trong hệ 
sẽ trở thành : X 2 - 4x 2 + I2x — 36 = X 2 + 4x 2 (x — 2 )\Ịx — 2 
Một chút biến đổi ta có : 

x 2 (x 2 - 4-4(x- 2)n/x -2 j = (x-6) 2 <=> x 2 (x-2)ỊVx-2 -lỴ -(x-6) 2 . 

Phương trình cuối cùng thu được không khó để giải quyết. Do đó ta xem nhu 
kết thúc đường hướng giải hệ này ở đây. 

Lòi giải: Điểu kiện : X * 0 . 

Hệ phương trình đã cho biên đôi thành hệ : 

(x 2 - 2Ỹ + 4(3x -10) = X 2 + 4x 2 (y + 2) 3 
x = y 2 +4y + 6 

2 „ , .2 \yí>2 

Ta có : X = y + 4y + ó o X - 2 = (y + 2) <=>i .-— 

[y + 2 = Vx-2 

Thế y + 2 = \Jx-2 vào phương trình thứ nhất trong hệ mới ta có : 

X 4 -4x 2 +12x-36 = X 2 +4x 2 (x- 2)\ịx — 2 
o x 2 Ịx 2 - 4-4(x-2)\/x-2Ị-(x-6) 2 
« x 2 (x -2)(x - 2 - 4V^2 + 4) - (x - 6) 2 


<=>x 2 (x-2)(Vx-2 -ÌỴ = (x-6) 2 (]) 

ox 2 (x-2)(Vx-2-2) 2 =(x-2-4) 2 
<ox 2 (x-2)ỊVx-2 -2Ị - Ụx-2 -2j Ị-v/x-2 + 2 j 

'Jx~2-2 = 0 [x/x-2 = 2 

x 2 (x-2) = (>/x^2 + 2 ) [x 3 -2 x 2 -x-2 = 4Vx^2 

© Với 44^2 = 2ox = 6=>y = 0. 

©Với X 3 - 2x 2 - X - 2 - a44~2 o X 3 - 2x 2 - X - 6 + 4^1 - 44-2^ - 0 
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o (x ~3)(x 2 +3x + 2 )- -^Ẩ X —-0 
1 ' >/x- 2 + 1 

o(x-3)[ x 2 +3x + 2—, -- --- —ì = 0 (2) 

Vx^2 + ]J v 7 


Ta có X >2 thì: \ 


x 2 +3x + 2>12 
vx - 2 +1 > ỉ 


, 4 

4 x + 3x + 2 — -p= — > 0 . 

<4 Vx-2+l 


Vx-2+l 

Do đó từ (2) ta có : x-3 = 0ox = 3í>y = -l. 

Đổi chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ phương trinh là:(x,y) = |(3;-l);(6;0)| 


Vi dụ 15: Giải hệ phương trình 


Ị 2yjlx - 5y -yỊĩy-x =2 

- X 2 — y 2 + 56x-44y-8 


(x,ye 1R) 


Phân tích : Với phương trình này ta dề nhận thây cả hai phương trỉnh trong hệ đẻu 
chứa ự'3y - X nên ta nghĩ đến việc thế /òx - y theo một đại lượng nào đó vào 

một trong hai phương trinh trong hệ. Tuy nhiên phương trình thú hai trong hệ 
có cấu trúc phức tạp, cỏn phương trình thứ nhất ờ dạng phương trình căn thức 
cơ bản nên ta sẽ biến đổi phương trinh thứ nhất trong hệ bằng kĩ năng nâng lũy 
thừa để giải quyết. 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đổi trở thành phương trinh : 

2 N /7x-5y =2 + yj3y -X <=> - X = 29x - 23y-4 . 

Thay vảo phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trinh : 
2(29x-23y-4) = X 2 -y 2 + 56x-44y-8 

o X 2 -y 2 - 2x + 2y = 0o(x-y)(x + y-2) = 0. 

Và tới đây xem như hệ đã được giải quyết. 

... Í7x-5y>0 
Lòi giải: Điêu kiện: 4 . 

[3y~x >0 

Phương trình thử nhất trong hệ được biến đổi thành phương trình : 

2<Jly -5x -2 + ^3 y-x o 4(7y - 5x) = 4 + 3y - X + 4yỊ3y"-"\ 

o 4yjĩy ~ X = 29x - 23y - 4 . 

Thay vào phương trinh thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 
2(29x-23y-4) = X 2 -y 2 +56x-44y-8 


«x 2 -y 2 “2x+2y = 0 o (x-y)(x + y ~2) = 0 « 


* = y 

y = 2 - X 


35 






































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Tư duy Ivgic (im tòi tòi giói Hệ phương trình 


© Với X = y thay vào phương trinh thứ hai trong hệ ta thu được phương trinh : 
2 % /2ỹ = 3y-2cJ;' 


Í3x-2>0 


[9y 2 - 20y + 4 = 0 


<=>< 


2 

x>7 

3 

X = 2 ox = 2=>y = 2. 

2 

X - — 

9 


© Với y = 2 - X thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 

25 


2%/ó-4x = 26x - 25 <=> 


Í26x -25 > 0 
676x 2 -1284x +601 = 0 


<=>^ 


X > 


X = 


X = ■ 


26 

32 1 -8723 
338 
321 + 8723 


338 


o X = ■ 


321 + 8723 


■y = ' 


355-8723 


338 ' 338 

Đổi chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ phương trình là : 

'321 + 8723 355-8723^ 

338 


(x,y)= (2;2); 


V 


338 




Bình luận : Trên quy tắc chung, thường những hệ căn thức có một đại lượng 
chung và cho ta các phép biển đổi cơ bàn thỉ có thể sử dụng nâng lũy thừa đưa 
về phương pháp thế để giải vẫn cho lời giải tốt và tự nhiên hơn phép đặt ẩn phụ. 


II. PHƯƠNG PHÁP PHÂN TÍCH NHÂN TỬ. 

Trong để mục này, chúng ta sẽ tìm hiên phương pháp giời hệ phương trình có 
dạng: 

[f(x,y) = 0 

y với f ( x >y)= h ỉ( x >y) h 2 ( x ^y) 

[g(x,y) = 0 

J h| ( x,y ) = 0 V, J h 2(x,y) = 0 

Từ đây ta dưa vê giai hệ sau : < , . _ V < , . 

|g(x,y) = 0 Ịg(x.y) = 0 

Giải hệ bằng phuơtìg pháp phân tích nhân từ ĩà một kỹ thuật cỏ tính phát triển 
nâng cao dựa trên nền tàng cùa kỹ thuật giãi hẻ bằng phương pháp thế. 

Đoi với hệ giải bằng phiamg pháp này chúng ta cỏ rắt nhiều ứng dụng và các 
bùi toán khai thúc về nó cũng rất đa dạng. Nỏ là sự kết hợp cùa hai kỹ năng 
chính sau dây: 

• Kỹ năng phàn tích nhân tứ. 
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* Kỹ năng giúi phương trình lĩũu tì, phán thức, cũn thức. 

Chính từ hai yêu tô này nên đê giai tốt bài toán hệ phương trình chúng ta can 
xứ lý các kỹ nàng nhóm nhún tư một cách thuần thục và kỹ nàng giái các 
phương trình từ cơ ban đến nàng cao một cách nhuần nhuyễn. 

ỉ) Các yếu tố và dấu hiệu nhận biết một phương trình troiíg hệ tách được nhân 
từ. 

a. Phương trình trong hệ có dáng dấp là một phương bậc hai cớ Delta là một 
sổ chính phương ( cỏ thế gặp một phương trình trùng phưimg hoặc cỏ một 
phép hiến đôi thường dùng là sứ dụng phép nàng lũy thừa, phương trình bậc 
ba cỏ thứ đoản dược nghiệm). 

b. Phương trình trong hệ có dáng dấp đăng cấp. 

c. Phương trình trong hệ có dáng dấp cỏ thẻ sắp xép cúc hạng từ đòng bậc đế 
nhóm nhún tư. 

d. Phmmg trình có dáng dấp cùa hang đứng thức trực tiếp hoặc gián tiếp 
thông qua phép nâng lũy thừa. 

e. Phương trình có yếu tô nhãn tư chung qua việc khử liên hợp. 

f. Phương trình có tính đối xúng giữa hai biển (một điểm mạnh cùa dạng này 
là giòi hệ bằng phương pháp đánh giá sừ dụng hàm đại diện cho nhĩmg 
phương trình cỏ cấu trúc phúc tạp sau này chúng ta sẽ đề cập kỹ hơn ). 

2) Các kỹ năng giải phương trình còn ỉại sau khi nhóm nhãn tử. 
a. Một sổ kỳ nàng giai phương trình hừu ti, phân thức CƯ bàn. 
h. Một số kỳ nâng giúi phương trình chứa cùn thức như 
© Sừ dụng phép núng lũy thừa. 

© Sừ dụng phinmg pháp đặt ấn phụ. 

© Sừ dụng phmmg pháp hằng đẳng thiec. 

© Sừ dụng phinmg pháp nhãn lượng liên hợp. 

© Sừ dụng phương pháp hàm sổ vù một số đánh giá CƯ bản. 

Bới vì đặc tính đa dạng cùa /oại hệ này, chúng tôi không thế phân chia rõ ràng 
các định dạng hệ. Do đó chủng tôi sẽ sắp xếp có tinh tương đối cho mơi kỹ 
thuật trong sự tính toán có chủ quan cùa chủng tôi. 

* Hệ phương trinh cỏ chứa một phương trình mang dáng dấp cùa một phương 
trình bậc hai cỏ Delta chính phương hoặc phương trình bậc ba đoán được 
nghiệm. 

* Cách xử li: Có hai trường hợp chinh để gặp. 

© Trưìmg hợp I : Plnnmg trình là dạng phương trình bậc hai theo một biển mờ 
ta xác định được nghiệm một cách cụ thê lù các hệ số. 

© Trường hợp 2: Phirơng trình lù dạng phương trình bậc 2 hai ẩn mà trong đỏ 
ta cố định theo một biển cỏn biến còn lợi được xem là tham số. 












Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 
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© Chú ý ờ trường hợp 2 chúng f(i không dự đoán một cách mò mẫm được mà 
chúng ta cần htv ý là đê một phương trình bậc hai hai ủn cổ thè tách nhân tư 
ta cần ghi nhớ tinh chất sau : 

" F(x,y) = 0 <=> h| (x,y) ■ h 2 (x,y) = 0 sẽ đúng với Vx,ye X 
Tính chất này được hiếu nỏm na là ta chi cần cho X một giá trị nào đó thỏa các 
diều kiện cua hệ mà giá trị đỏ cho được giá trị cua y thì chung ta niơt co ihií 
tiến hành tách nhãn từ. Tinh chất này đặc biệt hiệu quá khi mà hệ cấu tạo bưì 
hai phương trình bậc hai hai ấn mà hình thức tuxmg tự nhau trong đỏ chì có 
một phương trình tách dược nhân (ừ. 

Tuy nhiên trên thực tế. ỉà không phái đu thúc nào dù điêu kiện tách nhân tư thì 
sẽ có đuực ảcỉta chinh phương nên de việc sứ dụng dược deỉta chinh phương thi 
ngoài việc da thức dó du điều kiện tách nhân tứ thì chúng ta càn cỏ thêm chữ 
"hy vọng " trong lúc tư duy. 

(xy + 2) 2 = 7xy + 2 

Ví dụ 1 : Giải liệ phương trình •! 4 , .4 ( x >y e • 

Ị(xy 2 -3) +(xy 2 -5) =82 

Phân tích : Không quá khó đê thây hệ phương trình có phương trinh thứ nhât ià 
bậc hai theo biến xy nên ta có thể biển đổi trực tiếp phương trình này ta có : 

(xy + 2) 2 = 7xy + 2 o (xy) 2 -3xy + 2 = 0 o 

Tới đây ta thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta sẽ được phương trình theo 
biến y. 

Lòi giải: Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta có : 

(xy + 2) = 7xy + 2o (xy) -3xy + 2 = 0 <=> _ 2 * 

© Với xy = 1 ta thay vào phương trinh thử hai trong hệ ta thu được phương trinli: 


xy = 1 
_xy = 2' 


(y-3yV(y-5) 4 =82 (I) 

Dặl y = t+4 thay vào phương trinh (I) ta thu đtrợc phương trình : 


(t + 1) 4 +(t-l) 4 =82 

o t 4 + 4t 3 + 6t 2 + 4t +1 +1 4 - 4t 3 + 6t 2 - 4t + I = 82 <=> t 4 + 6t 2 - 40 = 0 

r. _ , 1 

Jt 2 =4 o t=2=>y = 6=>x = i 

=_ '0(l) t = -2=>y = 2=>x = ^- 

2 
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©VỚI xy - 2 ta thay vảo phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 
(2y-3) 4 +(2y-5) 4 =82oíy-|ì +fy-^| (2) 


Đặt y = t + 2 thay vào phương trinh (2) ta thu được phương trình : 



2 16 2 16 8 



Vậy hệ phương trinh đã cho có nghiệm : 



Binh luận : Ở hệ trên khi sử dụng phép thế ta gặp phương trình : 
(x-a) 4 +(x-b) 4 = c. 

Để giải phương trinh này ta sử dụng phép đặt: X = t + 3 ^ k 


Ví dụ 2: 

X 3 +y 3 -8 = (x+ y)(-x + y(-l-3x) + 2) 

Giải hệ phương trình • 

. 2, i«(2-y) 2 \ 0 


(2y + 3x) 2 


Phân tích ; Quan sát hệ phương trình đang xét, ta cảm nhận được ngay chúng ta 
không thể khai thác gì từ phương trình thứ hai trong hệ. 

Mặt khác đối với phương trinh thứ nhất hãy để ý tới các đại lượng sau đây : 

x 3 +y-\ (x + y)(-3xy) 

ta cảm nhận được ngay mối quan hệ của chúng thông qua một hằng đẳng thức : 
(x + y) 3 = X 3 + y 3 + 3xy(x + y) 

Từ đây ta biến đổi phương trình thứ nhất trong hệ về dạng : 

X 3 + y 3 +3xy(x + y) = -(x + y) 2 + 2(x + y) + 8 

ỊỊsỊAiịs $!<$<! ịsịíịsịsịí ,5Ì?i?i SỊSịỊỊS:;,, SỊ; ỊfỊf í •ititUs.tỉ :ỊĩỊ;Ị:;:Ịii1ịĩ!ĩịĩịjáị 
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Tư duy logìc tim tòi tìri giãi Hệ phương trình 


<=>(x + y) 3 +(x + y) 2 -2(x + y)-8 = 0 

Phương trình cuối thu được là một phương bậc ba với biến X + y và có một 
nghiệm duy nhất X + y = 2 , nên ta đã có thể rút y theo X và thể vào phương 
trình thứ hai đã hoàn toàn giải quyết được. 

Lòi giải: Điều kiện : 2y + 3x * 0 . 

Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta biến đổi ve phương trinh : 

X 3 + y 3 +3xy(x + y) = -(x + y) 2 +2(x + y) + 8 

o (x + y) J + (x + y) 2 - 2(x + y) - 8 = 0 

»(x + y-2)((x + y) 2 +3(x + y) + 4) = 0oy = 2-x 


Vì (x + y) + 3(x + y) + 4 = 0 (vô nghiệm ). 

Thay y - 2 - x vào phương trinh thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 

2 / A.. \ 2 ỉ A.. \ 


2 16x 

X + 


<£C> 


( x + V 


( X 2 ì 


■ = 20oỊ X 


( x 'T7ĩ) + 2x ( 


4x 
x + 4 


= 20 


x + 4 


8x J 
X + 4 


-20 = 0 (I) 


X 2 

Đặt t = ———. Lúc dó phương trinh (l) trờ thành: t-8t-20 = 0 


X + 4 


cc* 


t = —10 
t = 2 


© Với t = -10 <=> — - = -10 <x> X 2 + lOx + 40 = 0( vô nghiệm ) 

X + 4 

X 2 _ 2 

© Với t-2o —-—- = 2 <=> X - 2x-8 = 0 o 
X + 4 

Đối chiểu điều kiện ta có nghiệm của hệ phương trình là 
(x,y) = {(4;-2);(-2;4)Ị. 

Bình luận : Ờ hệ phương trình này, khi thực hiện phép thế ta thu được một dạng 

a 2 x 2 

phương trình rất quan trọng là: X 2 + - = b . Đổ giải phương trình này ta 

(x + a) 


X = 4 => y = -2 
X = -2 => y = 4 


chủ ý dấu cùa giá trị a ở dưới mẫu. 

© Với dấu "+" trước a ta có phương trinh tương đương với phương trình sau: 

• 2 2 


ax 


X + a ) 


+ 2a - 


X + a 


b o 


( „2 > 

2 

( 2 \ 

í x 

+ 2a 

X 

l X + a J 

l x + a J 



= b 
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© Với dâu ” trước a ta có phưong trình tương đương với phương trình sau : 


1 A A. 

X + —— + 2a —— = b <=> —— + 2a ——- 

K-a) x-a x-a X -a 


Vi dụ 3: Giải hệ phương trình 


(x + l)(x + 4y) + 4y(y + I) = 5 - 3x 
x/y + 4 (1 + yựy + 4 ) = 2y[x + ỹ - y 


(x,v e R) 


Phân tích : Vói hệ này, rõ ràng phương trình thú hai trong hệ sẽ không cho chúng 
ta khai thác dược gi ? Nên mọi trọng tâm cùa đường hướng giải quyết hệ này sẽ 
chuyên giao cho phương trinh thử nhất trong hệ. 

Phượng trình thứ nhất trong hệ có chứa những tích nhưng không giúp cho chúng 
ta thay được diêu gì nên ta sẽ nhân phân phối để tìm dược mối quan hệ giữa hai 
biến X và y. 

Cụ thê ta có: (x + l)(x + 4y) + 4y(ỵ +1) =5-3x <=> X 2 + 4xv + 4x + 8y + 4ỵ 2 -5 = 0 

Với phương trinh vừa biến đồi ta có nhận xét đày là phương trinh bậc hai hai ẩn 
vả không khó để nhận thấy nó chứa hằng đẳng thức. Thật vậy ta cỏ : 

X 2 +4xy + 4x + 8y + 4y 2 -5 = 0<=> (x + 2y) 2 +4(x + 2y)-5 = 0 

Phương trình cuối thu được là một phương trình bậc hai theo biến x + 2y nên ta 

dã cỏ mối quan hệ giữa x.y . 

Vậy xem nhu hệ đã được giải quyết tốt. 

. Ị y > -4 

Lòi giải: Dièu kiện: 

[ X + y > 0 

Từ phương trình thứ nhất trong hệ biến đồi ta có : 

(x + l)(x + 4y) + 4y(y +l) = 5 - 3x o X 2 + 4xy+ 4x + 8y+ 4y 2 - 5 = 0 

o(x + 2y) 2 +4(x + 2y)-5 = 0o x + 2 y = * <=> x = l ~ 2y 

x + 2y = -5 L x = -5- 2y 

© Với x = -5 - 2y thế vào phương trinh thứ hai trong hệ ta có : 

yfỹ + 4(] + yjy + 4 ) = 2yỊ-y -5 -y (l). 

Ta có điều kiện để giải phương trinh này là : I y + 4 f°.o< y “ 4 ( vô lí). 

l-y-5>0 (y<-5 

Như vậy phương trình (1) vô nghiệm. 

© Với X = I - 2y thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta có : 

yỊy + 4 (1 + Y\jy + 4 Ị = 2yỊ\ -y-yo yjy + 4 - 2-y/ỉ — y + y(y + 5) = 0 (2) 

Diều kiện : -4 < \ < I . 
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LÚC đó ta biển đối phương trình (2) được biến đổi tương đương với phương 


y +4-4(1-y) , , ^ 

trình: T===ĩ ì~rf—- + y(y + 5 ) - 0 o y 

7774+271^7 


Với -4 < y < 1 ta có 


x fr+4+2 y Ị]^ỹ 

+ y + 5 > 0 . 


+ y + 5 


= 0(3) 


7y + 4 + 2,/l-y 
Do đó từ ( 3 ) ta có y = 0 => X = 1 . 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm cùa hệ là (x;y) = (l;0). 

Bình luận: Ở phương trinh (1) chúng ta sử dụng phương pháp điều kiện xác định 
để giải phương trình, còn ờ phương trình (2) ta sử dụng phương pháp nhân liên 
hiệp để giải phương trình. 



ta cần quan tâm tới phương trình thứ nhất trong hệ. 

Với phương trình thứ nhất trong hệ ta quan tâm đề ý ngoài căn và trong căn đều 


chứa đại lượng y 2 + 3. 

Do đó ta biến đổi bước đầu phương trình thứ nhất trong hệ trờ thành phương 

I 2 (y 2 + 3 ] 

trình : y 2 + 3 + x 7 —-— = 12x 


2Íy 2 + 3 ) 

Tiếp theo ta để ý trong căn có dạng phân thức -——- và bên phải có đại 

lượng 12x nên ta nghĩ đến việc chia hai vế phương trình cho X (xem như phân 
số có nghĩa). 

Khi dó ta có phương trình mới biến đổi trờ thành phương trình : 


2.1 2 

y +3 

--1 \ — 


b 2 A 


■12 = 0 . 


Tới đây ta lại tiếp tục để ý rằng đại lượng y 2 + 3 trong căn có chứa số 2 nhưng 
ngoài căn thì không do đó ta sẽ làm mất số 2 trên tử trong căn bằng phép biến 
đổi sau : 


ZÌ±3 + 2 j)ỉl2-l2 = 0oỉ-^ + . ^-6 = 0 


2x 


2 x 


2x 
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Như vậy phương trình thứ nhất chính ià phương trình bậc hai với biến 

mọi thứ đã trờ nên rõ ràng. Vậy hệ xem như đã c 
.ải : Điều kiện ; 0 < X < 1 2 . 
trong trình thứ nhất trong hệ được biến đổi thảnh 

! + 3 /7 + 3 A _y 2 +3 /7 + 3 

X V 2x 2x V 2x 

l v 2x V 2 ' ) 2 ' 

4^2 = 4«. yUsx-3 
2x 

ty y 2 = 8x-3 vào phương trinh thử hai trong hệ 
+ 24+V12-X =6 (1). 


và mọi thứ đã trờ nên rõ ràng. Vậy hệ xem như đã có hướng giải quyết tốt. 
Lòi giải: Điều kiện ; 0 < X < 12. 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đồi thảnh phương trinh : 

7+3 i0 /7 + 3 ,-_ A _ y 2 +3 , /7 + 3 , „ 


y 2 +3 


2 n 

doyTỵ— + 3 >0,xe(0;12] 


Thay ỵ 2 = 8x-3 vào phương trinh thử hai trong hệ ta có phương trình : 

7^+24 Wl2- X =6 (1). 

Phương trình (I) là phương trinh cơ bán có rất nhiều cách giải, ỡ đây chúng tôi 
trình bày ba cách giải quyết cho phương trinh này để bạn đọc tham khảo cũng 
như tích lũy thêm cho mình kiến thức để giải quyết kiểu phương trinh 

7 + f(xj + ^b + g(xj =c với a,b,c là các hằng số. 

© Cách 1 : Sử dụng dặt ẩn phụ kiều 1 . 

Đặt f = yjx + 24 . 

Ta có : X = t 3 -24 . 

Lúc đó (1) trờ thành : 


/36 — t =6-1« 


6-t >0 


36-t 3 =(6-t) 2 Ịt(t 2 + t-12) = 0 


t < 6 Ị- 

- [t = 0 x/ X + 24 = 0 r x = _24 

t = 0 J ,,-— . ' "■ 

o t _ 4 ° 1 = “ 4 <=> V X + 24 = -4 o X = -88. 

L t = 3 x/x + 24 = 3 .x=3 

Đối chiếu điều kiện ta cỏ : X = 3 => y = ±JĨĨ , 

® Cách 2 : Sử dụng ẩn phụ kiểu 2. 


a = 712 - X 
b = 7x + 24 


Đặt/ __ <=> J X = 12-a 2 => b 3 + a 2 =36. 


u=b 3 -2i 
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í a + b = 6 

Kết hợp với (1) ta có hệ phương trinh : 2 <=> í .3 u , x 2 ,, 

[b 4-a =36 |b +(6-b) =36 

, , h r a = 6 r Vlĩ^ = 6 Ị" X = -24 

a=6-b b = 0 

ịb(b- + b-12) = 0 j b = -4 

| L b = 3 L 

Đối chiếu diều kiện ta có : X = 3 => y = ±\Ĩ2 1 • 

3 • sti'r dimo nliưoiiư nháD nhân lươHíi liên hơp. 
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a + b = 6 |a-6-b 


j~a = 6 Vl2-X = 6 x = -24 

Ị a = 10 \/l2 - X = 10 <=> X = -88 

I a =1 = 3 I X = 3 


ư \ lỉ tu-u -w \ \ ir — T Ị— - Ị _ -Ị 

i 1 ! r_, L a=1 x/Ĩ2^r=3 l* = 3 

|[b = 3 L 

Đối chiếu diều kiện ta có : X = 3 => y = ±V21 . 

©Cách 3 : Sử dụng phưong pháp nhân lượng liên hợp. 

Ta có (l)<=> Ị\/x"+ 24 — 3^4 ị\Ị]2 - X -3^ = 0 

x-3 . 3-X 

o — —■ + Ị • - ~ - 0 

Ự(x + 24) 2 + 3^x 4-24 4-9 V12-X+3 

<=>(x-3)[ 'Jvĩ~-ỹ. - ỉj(x 4-24) 2 -3x/x 4- 24 -6j = 0 
X =3 

C> [VĨ2^-^ í (x + 24) 2 -3^24-6 = 0(2) 

Kết hợp (1) và (2) ta có phương trình : ựx 4-24(</x + 24 + 4) = 0 vô nghiệm 
với X 6 (0;12j 

Vậy ta có X = 3 => y = ± V 2 Ĩ . 

Qua ba cách giãi và đổi chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là 

(x,y) = ị(3;^ĩ);(3;-V5ĩ)Ị. 

Bình luận : Bài toán này hướng đi xử lí không khó. tuy nhiên mục đích của chúng 
tôi đưa ra là dể các bạn cỏ sự tiếp cận phong phủ hơn._ 


; đi xử lí không khó. tuy nhiên mục 
tiếp cận phong phú hơn. 

2x/2x 2 -y 2 = y 2 - 2x 2 + 3 . 

- ; (x.y 

X 3 -2y 3 =y-2x 


, . — y ” V Í.A 1 J ~ V 

Ví dụ 5 : Giải hệ phương trình * (x,ye«t) 

(x 3 -2y 3 =y-2x Ị 

Phân tích : Với hệ này không khó đê nhận biêt dược ngay, phương trình thứ nhát 

trong hệ là phương trinh bậc hai với biến \J2x 1 ' — y i . 

Thật vậy, ta biến đổi phương trình thử nhất trong hệ về phương trình sau : 

, . r-7 . . [^27 = 1 


2x 2 -y 2 4- 2d2x -y 2 -3 = 0<=> 


/2X 2 - y 2 - -3 
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Kểt hợp nhân từ vừa thu được và phương trinh thứ hai trong hệ ta thu được hệ 

. [2x--y 2 =l 

phương trinh sau : 

[x 3 -2y 3 =y-2x 

Chắc hăn các bạn dâ nhận ra cách giải hệ này rất quen thuộc rồi. Để giải nó 
chính là dùng kỹ thuật “thê hăng số tạo sự đồng bậc“. Như vậy xem như hệ giải 
quyết thành công. 

Lòi giải: Điều kiện : 2x 2 - V 2 > 0 . 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đổi thảnh phương trinh ; 


2x 2 - y 2 + 2yj2\ - y 2 -3=0« 


/2x 2 -y 2 = 1 


[V2x 2 -y 2 =-3(0 

Với V2x 2 - y 2 = I <=> 2x 2 - y 2 = 1. Kết hợp với phương trình thứ hai trong hệ 

Í2x 2 -y 2 =l 

ta thu được hệ phương trinh : s ' 17 

[ X 3 - 2y 3 = y - 2x ' 

Thế 1 = 2x 2 - y 2 vào phương trình thủ hai trong hệ mới ta dược phương trình : 
X 3 -2y 3 =(2x 2 -y 2 )(y-2x)«5x 3 -2x 2 y-2xy 2 -y 3 =0 (]) 

Không khó để nhận thấy (x,y) = (x,0) không thỏa hệ. 

Với y * 0 ta biển đổi phương trình (l) về phương trình : 


o X = V 


5|-| “2ÍvĨ- 2 íĩì- U0o ír- 1 ìí 5 Í7l +3(^1+! 1 = 0 

yyj \yj \y 4 V3 
J X Ý 

do 5— +3 — +1=0 vô nghiệm. 

\y) {y) 

/ ta có 2x 2 ~ y 2 = 1 o X 2 = I « X = ± 

I 1 íi 1 1 L' lon t ĩ~* A ■% r* K A I À i 


Với X = y ta cỏ 2x 2 -y 2 =1 o X 2 =1 <=>x = ±l =>y = ±L 

Đổi chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = Ị(l;l);(-];-|)|. 

!ình luận: Thông qua các ví dụ 1,2,3,4,5 chúng tôi dưa các bài để các bạn tiểp cận 
với nhưng hệ câu tạo có một phương trình tách nhân tử bằng kỹ thuật delta 
chính phương dưới dạng là phương trình bậc hai một biến mà có nghiệm lả các 
hệ số cụ thể. ơ phần này ngoài cách làm trực tiếp các bạn có thể đặt ẩn phụ để 
làm giảm đi mức độ rắc rối. 


Ịl7(x-y) = 3xy-2x 2 -y 2 
r—~ —— , .. (x,yeR) 

V X + 3 + y 10 — y = X 2 - 7ỵ + l I 


'í dụ 6: Giải hệ phương trinh : 
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Phân tích : Quan sát hệ này ta nhận thấy chi có thể xuất phát tù phương trình thứ 
nhất trong hệ. Tuy nhiên, phương trình thử nhất trong hệ lúc này ta dê dàng thây 
bậc cao nhất cùa biến X là 2 và bậc cùa biến y cũng là bậc 2. Vậy ta có thẻ 
đoán được phương trình thứ nhất là phương trinh bậc hai hai ẩn x,y . 

Ta biến đổi phương trình thứ nhắt thành: 2x 2 - 3xy + 17x-17y + y 2 =0. 

Không như các ví dụ đã xét ờ phương trinh chứng ta bắt nhân tử bằng một định 
dạng phương trinh bậc hai có nghiệm là hệ sô như các ví dụ khác có chút kho 
khăn. 

Như vậy. lúc náy ta tính đến phương án xem phương trình này là phương trình 
bậc hai theo biến X và y là tham số hoặc ngược lại với hy vọng phương trinh 

này có dclta chính phương. 

Ta tiếp tục biển đổi phương trình thứ nhất ta có: 2x -(3y -17)X + y — 17y — 0 

Ta có A = (3y-17) 2 -8(y 2 -17y) = y 2 + 34y + 289 = (y+ 17) 2 . 

Điều này đã giúp chúng ta tìm được mối liên hệ giữa hai biến X,y hay nói khác 
hơn ta đã phân tích được nhân từ. 

Việc còn lại là thế vào phương trình thứ hai để giải quyết nghiệm cùa hệ. 

. íx > -3 

Lời giải: Điêu kiện : I < ^ . 

Từ phương trình thứ nhất ta biến đổi thành phương trình : 

2x 2 - (3y -17)x + y 2 -17y = 0 0) 

Xem phương trinh (l) là phương trinh bậc hai với biến X và y là tham số. 

Ta có : A = (3y -17) 2 - s(y 2 -17y) = y 2 + 34y + 289 = (y +17) 2 

Do đó phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt: 

3y — 17 + y+ 17 

x= 4 7 > = ỵ 

3y — 17 - y — 17 y = 2x + l7 

X - —--- 

4 

Do x>-3<=>2x>-6o2x + l7>ll <=>y>11 (vô lí). Vậy y = 2x + 17 loại. 

0 Với X = y ta thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta có phương trình : 

Vx + 3 + VlO-x-x 2 -7x + ll (l). 

Lúc này ta có điều kiện cho (1) là -3 < X < 10. 

Khi đỏ phương trình (1) trở thành : 

X 2 - 7x + 11 - x/x + 3 - Vl0-~x = 0 o 5x 2 - 35x + 55-5n/x + 3-5n/10- x =0 
o s(x 2 -7x + 6) + ịx + 9-5n/x + 3)+|i6 - X • 5 ý 10 ”' x ) 7 °J 2 ) 

46 »*% !;n llr II :::&¥ II 
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Nhận xét với -3<x<10 ta có: x+9+5Vx+3 >0; 16-x +5^10-X >0 nên 

ta có (2) được biến đổi tương đương với phương trình sau : 

«-/„2 , A x 2 -7x + 6 x 2 -7x + 6 

5 X -7x + 6 +' — _ +— — -0 

v X + 9 + 5VX + 3 16-X + 5VI0-X 


o 


(x 2 -7x + 6^5 + 


ỉ 


1 


Ox -7x + 6 = 0o 


x +9 + 57x +3 16 - X + 5n/hTÕc 

X = 1 => y — 1 
X = 6 => y = 6 


= 0 


Vì với nhận xét trên ta có : 5 +- ' - + —_— —L > 0. 

x + 9 + 5Vx + 3 16 - X + 5-VĨ 0 - X 

Đổi chiểu điều kiện ta có nghiệm cùa hệ là (x,y) = |(l;l);(6;6)}. 

inh luận : Bài toán nảy có ba điểm chú ý . Chú ý thứ nhất đó là cách sử dụng 
delta chinh phưcmg để giải quyết việc nhân tử chung là một kỷ thuật rất quan 
trọng, chúng ta sẽ còn gặp nhiều ở những ví dụ sau. Chú ý thứ hai là sử dụng 
điều kiện đề loại bớt đi một nhân tử chung là một việc ít khi được các bạn học 
sinh đê ý. Chú ý thứ ba lả chú ý quan trọng trong việc giải phương trình thứ hai 
khí thay nhân tử. 

Chắc các bạn thắc mắc tại sao chúng tôi lại nhân 5 vào phương trình đề giải. 
Thật chất vấn đề này chính là một kỷ thuật liên hiệp các bạn có thể tỉm đọc và 
hiêu kỷ lưỡng trong cuôn “ Phương trình vô tỷ phương pháp suy luận và tư 
duy” của cùng tác già. 

ơ đầy chúng tôi đưa ra lí giải sơ lược như sau : 

Bước 1 : Ta đoán được phương trình có hai nghiệm X = ];x = 6. 

Bước 2 : Tìm biểu thức để liên hiệp cho hai cãn thức bằng cách thay hai nghiệm 
để tim a,b như sau 


) ax + b - n/x + 3 = 0 => 


a + b = 2 
6 a + b = 3 



I ax+ b-x/lO-x =0: 


[a + b = 3 
ì 6a + b = 2 




a = 

5 

k-ụ 

5 


Bước 3: Để tránh thực hiện việc xử lí các phân số thì chúng ta nhân 5 vào 
phương trình để giải quyết bài toán. 
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Tư duy Ịoỵịc tìm lòi tời giãi Hệ phương trinh 


Ví dụ 7: 


Giải hệ phương trinh 


(y + 1 y 2 + 2y + 7 1 

2 xy +--—-= x| 

X 3 ) X 

2-v/x - 1 + 3x^-4-y = x 2 y + 72 


= xÍ3x 2 -2) X 

v ; (x,yeR) 


Phân tích : Quan sát hộ này, ta thây câu trúc hệ khá phức tạp. ơ phương trình thú 
hai rõ ràng chúng ta không phân tích được gì? Một lưu ý đáng quan tâm đó 
trong một hệ thì ít nhất có một phương trình phải biên đôi được đê tìm nhân tù 
đổ giải quyết vấn đề, tất nhiên không loại trừ trường hợp chúng ta cán kêt hợp 
cà hai phương trình trinh trong hệ mới giải quyết được nhân tử. 

Tuy nhiên với hệ này sự kết hợp cả hai chi làm cho bài toán thêm rối ram. Do đó 
buộc chúng ta phải đầy sự quan tâm của hê lên phương trình thứ nhát trong hệ. 

Ta cần biến đổi phương trình này trước tiên, ta có : 


2ÍXÌÌ+ xy] + xllỉxil, x(3x= - 2) 

=. 2 (y + l + x*y) + x 2 (y ! + 2y + 7) = x''(3x 3 -2) 

Quan sát phương trình vừa biến đổi ta nhận tháy bậc cao nhât cùa X là bậc 6 va 
có các bậc tiếp theo là bậc 4, bậc 2 nên chúng ta có thê đặt t = X đẽ đưa ve 
phương trình bậc ba theo biến t và xem y là tham số, sau đó tiến hành đoán 


nghiệm và tách nhân từ. 

Điều này, xem chừng cũng khả thi nhưng rõ ràng việc đoán nghiệm của phương 
trinh bậc ba có tham sổ là điều không phải đơn giản. Nêu tinh ý một chút ta thây 
trong phương trình vừa biến đôi có hai đại lượng rát đáng quan tâm đo la y +1 

và đại lượng tiếp theo là y 2 + 2y + 7 = (y +1) 2 + 6. Như vậy nếu ta xem y + 1 là 
biến và X là tham số thì ta sẽ được phương trình bậc hai theo biến y +1. Việc 
nảy có thể đơn giản hơn, do đó ta tiếp tục biến đổi phương trình mới theo hướng 
sau : 

2 ( y + l + *V) + x ! (y 2 + 2y + 7) = x' 1 (3* ; -2) 

o X 2 (y + l) 2 +2^x 4 + 1 j(y + l)-3x 6 + 6x* = 0 

Ta hy vọng phương trinh này sẽ có delta là sô chính phương. 

Cụthề: A‘ = (x 4 + l) 2 + x 2 (3x 6 -6x 2 ) = (2x 4 -l) . 

Kết quả này, rõ ràng là xem như nút thắt của bài toán được gỡ và hệ đã có thê 
giải quyết được. 
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... .... , ... I X > I 

Lòi giãi : Điêu kiộn : 

[y<-4 

Phương trình thử nhất trong hệ được biến đổi thành phương trinh : 
1 + x 4 yj + X 2 (> - + 2y + 7ì = X 4 (3x 2 -2) 

«x 2 (y + l) 2 +2(x 4 +l)(y + l)-3x 6 +óx 2 -0 (l) 


Xem phương trinh (]} là phương trình bậc hai theo biến V 4 . Ị ta có ; 
A’ -- ( X 4 + l) 2 + X 2 (3x 6 - óx 2 ) = (2x 4 - ĩ) 2 . 


Do đỏ phương trinh (I) có hai nghiệm phân biệt: 
--(x 4 -i-l)r2x 4 -1 

> - ! - - s — 2 -- v = X 4 - 2 _ Ị 

V +I= ±Ì!^1 L 7-Ú-, 

X 


© Với y--3x 2 -i thay vào phương trình thử hai trong hệ ta thu được phương 
trình : 

2 -Jx~-Ĩ iởxvơx- -3 - X 2 (-3x 2 - l) + 72 

<=> 2v X - ĩ + 3x V3x 2 - 3 + 3x 4 + X 2 - 72 = 0(2) 

• Cách I: Su đụng hàm số. 

Xét hàm số f (x) = 2vX -1 + ĩx^lĩx 2 -3 + 3x 4 + X 2 - 72 . Vx > I. 

1 Ọx 2 

Ta có : f'(x) = -—== +-p=i=+ I2x 3 +2x > 0, Vx > 1. 

VX-! V3x 2 -3 

Vậy hàm sổ f(x) đồng biến trên nữa khoảng [l;+oc). Do đó phương trình 
f(x)-0 nếu có nghiệm thì nghiệm đó là duy nhất. 

Mặt khác ta co : f(2) = 0<=> x = 2 lả nghiệm của phương trình f(x) = 0. Suy 
ra y = -13. 


Cách 2 : Sừ dụng phcp nhân liên hiệp. 

Ta có (2) <=>2(v/r^ĩ-l) + 3xỊự3x 2 -3-3Ị + 3x 4 +x 2 +9x-70 = 0 


»2 


-Ị ^ ị 2 _ A 

, x ~ Ị 4 9xỊ , — +(x-2)(3x 5 + 6x 2 + 13x + 35Ì = 0 

TTì*\Ì W3?-3*3. ' 
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Tư duy Ioịịìc tim tòi lời giải Hị phương trình 


o(x-2) 


2 + 9x [ x + 2 ^ + 3x 3 + 6x 2 + 13x + 35 

Vx-1 + l V3x 2 -3+3 


= 0(3) 


Nhận xét x>l=>T>O.Dođó(3)<=>x = 2=>y = -l3. 


© Vói y = 


- 1. Do X ằ 1 ta luôn có : y > -2 . 


Thật vậy: 


_ 7 


-1 >-2 o (x 2 -1 ỊỊx 2 +2j >0 luôn đúng Vx > 1 . 

— 1 loại. 


ị , y<-4 

Do đó từ điêu kiện ta lại có: <' ( vô lí). Nên y = 

ly*-2 


x 4 -2 


Vậy nghiệm của hệ phương trình đã cho là (x:y) = (2;-13) . 

Bình luận : Qua việc phân tích nhân từ của phương trinh thứ nhất trong hệ ta rõ 
ràng nhận thây hướng phân tích ban đâu hoàn toàn chính xác, vì nêu đoán 
nghiệm X theo y thi nghiệm sẽ bìễu diễn dưới dạng căn thức rất phức tạp. Ở 
nhân tử thử hai chứng ta lại một lần nữa sử dụng điều kiện ban đẩu của hệ dể 
loại thông qua hình thức đánh giá chặt lại miền giá tri cùa y khi X > 1. Đánh 
giá này có được có thể sử dụng bằng hai cách đơn giản, cách thứ nhất ta the một 
vài giá trị cùa X trên nữa khoảng [l;+oo) hoặc cách thứ hai là xét hàm số đó 

trên nữa khoảng [l;-foo) thi ta sẽ được điều đã giải trong bài toán. 


Ví đụ 8: Giải hệ phương trình 


x(x + 2l) + y(x-33) = 2(y 2 +50) 


Vx + 2 + 2yỊy + ĨT = yj(4y-\ + 14) 3 


(x,y e R) 


Phân tích : Cũng giông như các ví dụ trước đó, ở phương trình này chúng ta cũng 
sẽ bắt đầu từ phương trình thứ nhất trong hệ. 

Phương trình thứ nhất trong hệ ta biến đổi thành : 

x 2 +(y+2l)x-2y 2 -33y-100 = 0 

Phương trình này có A =(y + 2l) 2 + 4^2y 2 +33y + 10oỊ = (3y + 29)". 

Như vậy xem như ta đà thành công trong việc tách nhân từ. 
x>-2 

Lời giải: Điều kiện : ( y > -11 

4y-x + 14>0 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đổi thành : 























r 
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Phương trình (]) có A = (y + 2l) 2 + 4^2y 2 +33y + 100 ) = (3y + 29) 2 . 

Suy ra phương trình (I) có hai nghiệm phân biệt: 

-y-21 +3y+ 29 

X = —-—— -= y + 4 

2 


y - 21 - 3y - 29 

X =—--——- 

1 2 

® Với X + 2y + 25 = 0. 


= ~2y - 25 


(x>-2 „ . 

Do < ■=> X + 2y + 25 > 1 nén x + 2ỵ + 9 = 0 [oại. 

[y>-ỉl 

B Với y = X - 4 ta có phương trình thứ hai được biến dổi trờ thành: 

\/x + 2 + 2x/x77 = Ặĩx- 2) 3 (2) 

x 2 

Điêu kiện cho (2) là X > —. 

Binh phương hai vế phương trình (1) ta được phương trình tương đương sau : 
5x + 30 + 4\/x 2 +9x + 14 “27x 3 -54x 2 + 36x~8 
« 4a/x 2 + 9x + 14 = 27X 3 -54x + 3 Ix -38 
<=> 4|Vx 2 + 9x +14 - ój = 27x 3 - 54x 2 + 3 Ix -62 


<=> 4 




(»- 4(» + n) ' 

\jx 2 +9x +14 + 6, 
4x + 44 


= (x-2)(27x 2 +3l) 


(x-2) 


V Vx 2 +9x + 14 +6 


-27x 2 -31 

, 

4x + 44 


= 0(3) 


Nhận xét với X > A ta luôn có : -<5 (*). 

3 vx 2 + 9X + 14+6 


Thật vậy ta có: 

(*)«-4x + 14<5\/x 2 +9x + 14 o9x 2 +113x + 154>0 
o (9x + 14)(x +11) > 0 ( luôn dùng ), 

Vậy ta có: 4 * + 44 ..„ -27x 2 -31 <5-12-31 =-24< 0 với x>ị. 

Vx 2 + 9X + 11+6 3 

Do đó từ (3) ta có: x-2 = 0<=>x = 2=>y = -2. 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm cùa hệ là (x;y) = (2;-2). 
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Ví dụ 9: I 

Ị i . ! (v ; + 2 x 2 )-x(y ỉ + l)-U 2 ! c(x í + x) ; 

GìàìhệphuOTgtrinhl , 3 j’ l^._l 'Ị s) I 

1 - 1 { ^ 3x - 1 1 \y ~ 4 ) I 

Phân <ích7Quan sát hệ phương trình talìhận thấy phương trình thứ hai khá công 
kềnh và các mối Hên quan đẻ tìm ra nhân tử ià rất khó. Ở phương trình thử nhát 
ta để ý lơi biến y có hai bậc quan trọng là 4 và 2 nên ta định hướng phương 
trinh thú nhất là phương trình trùng phương với biên y 
Ta có phương trình thứ nhất được biến đôi thành phương irnh 
y 4 + (2x 2 - x)y 2 - 2x’ - 2x 2 - X -1 = 0 

Phương trinh này có: A = (2x 2 - x) 2 + 4(2x 3 + 2x 2 + X +1) = (2x 2 + X + 2 ) . 

Như vậy xem lởi đây ta bắt được nhân từ: y 2 = X + I V y 2 = -2x" -1 • 

Với y 2 = X + I ta có phương trình thứ hai được viết lại : 


;ó phương trình thứ hai đu 

, _ _ ( i 1 '\_ n ... 

8x — 48x + 64 — 3j —— — / r ® ^ ) 

V >/3x — II Vx-3J 

Ta đẻ ý trong (1) ta có: 3X — 1 1 — (3x -8) - 3. 

Vậy ta hy vọng tách dược 8x 2 -48x + 64 = m(3x-8)' + nx“. 
Khai trién và dông nhât hộ sò ta sẽ co dược : m - l;n — 1. 

■ 2 3 2 _ 

Vậy lúc nảy ( 1 ) trờ thành : (3x ~8) — 7. , --- - x r 


vạy mc.u.y VI • V — '■> 7^3' 

Với dáng điệu của phương trinh mới ta biết ngay để giải chúng ta sù dụng 
phương pháp hàm sô chọn hàm đạt dicn. 

í 11 

X > — 

Lòi giãi: Oièu kiện : 3 


[ y < -2 V ỵ > 2 

Phương trình thử nhất trong hệ được biến đổi thành phương trình : 
y +w - x)y 2 - 2x 5 - 2x 2 - X - 1 = 0 (*) 

Ta có (*) có : A = Í2x 2 - x) + 4Í2x 3 + 2x 2 + X + 1) = Í2x + X + 2) 


Suy ra (*) có hai nghiệm phàn biệt 


2 _ -2x 2 +x + 2x 2 + X + 2 _ x + I 


2 _ -2x 2 + X - 2 x 2 X 2 _ _ 2x 2 _Ị 
y 1 .. 
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ĩa cỏ V 2 = -2x" — I < 0 vô lí. 

Với ỵ 2 = X +1 la có phương trình thử hai được viết lại : 


8x 2 -48X + 64-3Ỉ rJ = — —— =0 
W3x-ll n/x-3 ) 


Xét hàm sổ f(t) = t 2 —. Vt > 3. 

Vt-3 

Ta có : f'(t) = 2t T — ——— = > 0 , Vt > 3. 

Do đó hàm sổ f(t) đồng biến trên khoảng (i;+co). 

Vậy từ (2) ta có : f (3x -8) = f(x)<=>3x-8 = xc=>x = 4=>y = ±yjỉ . 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm cùa hệ phương trinh là 
(x;y) = {(4;75);(4;->/5)Ị. 

„... ... . [x 2 + 2y 2 -10xy + 3x-5y + 9 = 0 , 

1 dụ 10: Giải hệ phương trình ■ _ ■ (x,y e !R). 

Ịx 2 -2y 2 -xy + X + 7y -6 = 0 

tân tích: Khổng I hố đê nhận thày cả hai phương trình trong hệ đêu lả phương 
trinh bậc hai hai ẳíì và có định đạng cấu trúc hệ có hình thức tương tụ lẫn nhau. 
Lúc này chúng ta'sổ áp dịỉrtg chú ý trong trường hợp 2 ờ phần đầu chúng tôi đã 
nhấc đến. 

Cho X = 0 phương trình thứ nhất trờ thành : 2y 2 - 5y + 9 = 0 vô nghiệm. 

Cho X = 0 phương trình thứ hai trớ thành : 2y 2 - 7y + 6 = 0 (có nghiệm ). 

Do đó trong hai phương trình đề bài cho nếu phương trình nào tách dược nhân 
tử thì đó chính là phương trinh thứ hai trong hệ. 

Thật vậy ta có phưcmg trình thứ hai dược biến dổi thảnh phương trinh : 

X 2 -(y-l)x -2y 2 + 7y ~6 = 0 

Phương trình này cỏ A = (y-l) 2 + 4(2y 2 - 7y + ój = (3y-5) 2 . 

Tới đây mọi thử đã được rò ràng. Vậy xem như hộ đã được giải quyết. 

Vi giải: Phương trình thứ hai trong hộ biến đổi trở thành phương trình : 

x 2 -(y-l)x-2y 2 +7y-6 = 0 (l) 

Phương trình (l]Ị có A = (y - 1 )" — 1 ( 2y 2 — 7y + 6) = (3y - 5) 2 . 


53 
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Tư duy logic tim lời tời giãi Hệ plnnmg trình 


Suy ra (ỉ) có hai nghiệm phân biệt: 


_ y-l+3y-5 -2y _ 3 


y -1 - 3y + 5 _ 


© Với X = -y + 2 thay vào phương trinh thú nhất trong hệ ta có phương trình : 
(2-y) 2 +2y 2 -10(2-y)y+ 3(2-y)-5y +9 = 0 

|~y - 1 => X = 1 


<=> 13y 2 - 32y + 19 = 0 <=> 


19 7 

y — - X = — 

13 13 


© Với X = 2y — 3 thay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta có phương trình : 
(2y-3 ) 2 +2y 2 - I0(2y - 3)y - 3 (2y - 3) - 5y + 9 = 0 


ct>14y 2 - 7y - 27 = 0 o 


Vậy hê phương trình đã cho có nghiệm là : 

. . L o ( 7 19Ì f-35- VĨ56Ĩ _7->/ÌÕ65Ì/-35 + VÍ56Ĩ 7 + VĨÕ65ÌÌ 

14 X ; »"Jj 

Bình luận : Đây là bài toán dạng đặc biệt cùa hệ phương trinh bậc hai tổng quát. 
Hệ này chúng ta sẽ có một phần riêng về tổng quan phương pháp giải hệ này. 
Một phương pháp rất thú vị quanh loại hệ này với nhiều kỷ thuật hay. 

Ví dụ ui 


7-VỈ56Ĩ -35 - VĨ56Ĩ 

y =-77-X =—-—7-— 

28 14 

7 + VĨ56Ĩ -35 + VĨ56Ĩ 

y =- 7 --=> x =- - - 

28 14 


Giải hệ phương trình 


X + y + 6 = 2 ^( 2 y - x)(x + 4 ) 

, , — - 1 V I 2 ( y - x ) /——- ( x > y eR ) 

2 ( x x / 5 x-y + 3 - 5 | = — ỵ —- vỹ - 4 

v ' X+ 4 

, 1. í .. ii. . * ì I_■ I.___Alt/ 


Phân tích : Với hệ này, ta nhận thấy cà hai phương trình trong hệ đêu chứa căn 
thức. Dấu hiệu phân tích được ở phương trình thứ hai trong hệ thật sự là không 
khả quan. Do đó chóng ta chuyển trọng tâm lên phương trinh thứ nhất trong hệ. 

Phương trình thứ nhất trong hệ có dạng cơ bản : ^f(x) = g(x). 

Nên ta có thể sử dụng phép nâng lũy thừa đế làm mất căn thửc và một nhận xét 
nữa là khi lũy thừa lên ta chi có bậc cao nhất cùa biến x,y là bậc 2 nên ta sẽ hy 
vọng phân tích được nhân tử nhờ vào delta chính phương. 

Ta có phương trinh thử nhất được biến đồi thành phương trình : 

(x T y - 6} 2 -4(2y- x)(x ì 4 ) o y 2 - 2(3x +10)y + 5x 2 + 2$x t 36^. : 

' 7 ' ** * '• ỉ: ị:ị:Ị:Ị: |j|j| 

Mỉh. ......... M '. li 111:11 111 III 




Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 

_ Cty TNHH MT\ D \ 'VU Khang rt?i 


Không khó để kiểm tra được phương trình này tách được nhân tử nên ta tiến 
hành tính ; A' = (3x +10) 2 -Ịsx 2 + 28x + 3ó) = (2x + 8) 2 . 

Từ nhận xét này phương trinh thử nhất sẽ có hai nhân tử: y = X + 2 V y = 5x +18 
Tới đây hây dề ý trong phương trình thứ hai trong hệ ta có : 

5x - y + 3 > 0 o y - 5x < 3 . 

Nèn ta sẽ loại đì nhân tử y-5x = 18.Vậy chi là thế nhân từ còn lại vào phương 
trinh thứ hai để giải quyết bài toán. 

(2x - y)(x + 4)>0 
5x - y+ 3 >0 
I y £ 4 
(x * y/4 

Từ phương trinh thứ nhất trong hệ ta có : 

r—-—-- ] X •* y > -6 

X + y + 6= 2Ậ2\ ~ y)(x + 4) <=> 


Lỏi giải: Điểu kiện : 


: < 


[(x + y + 6) 2 =4(2x-y)(x + 4)(l) 

Ta có (l) được biến đổi thành : y 2 -2(3x + 10)y + 5x 2 + 28x + 36 = 0 (*). 

Từ (*) ta có: A’ = (3x + 10) 2 -(5x 2 +28x + 36) = (2x + 8) 2 . 

Do dó (*) có hai nghiệm phân biệt: ' ~ ^ + ~ . 

[y = 5x + 18 

Vi 5x-y + 3>0oy-5x<3 nên ta có : y-5x = 18 loại. 

Với y = X + 2 phtrơng trình thứ hai trong hệ được biến đổi thành phương trình : 


2x>/4x + l + n/x-2 —4^—= 10 (2). 


X J +4 

Điều kiện cho (2) là X > 2 . 


Xét hàm số f(x) = 2x\ÍÃx + ỉ + x/x -2 —, Vx > 2. 

V -L /1 


X J +4 


Tacó: f’(x) = 2 x/4x+T + -t 4==t + — r==T + ~~r~ >0, Vx>2. 

Do đó hàm so f (x) đồng biến trên nữa khoáng [2;+oo). 

Nên phương trinh f(x) = 10 nếu có nghiệm thi nghiệm đó tà duy nhất. 

Mà f (2) = 10 nên X = 2 tả nghiệm cùa phương trình (2). Với X = 2 => y = 4. 
Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (2;4). 


72x 2 


55 
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Tư duy togic tim lòi h ri giai Hệ phưmỵ trình 


Ví dụ 12: 

Giãi hệ phương trình 



<ịĩy l - 7> V Hl x^y -r 3) 4- s/y + 1 = X + 

•v'y + 1 + —^\+2y 

l , x + 1, , , , _ 


(x,y e ;*) 


ị 

ị 


Phân tích : Với hệ này. hâu như mỗi phương trình nêu tách riêng biệt đê khai thác 
tìm nhân tử là việc làm không khả thi. Tuy nhiên quan sát hệ ta thây có hai 


phương trình đều chứa hai đại lượng X + l,^y + 1 . 
Mặt khác ta lìc ý phương trình thứ nhất chứa dạng : 


Jf(x) =g(x)với g(x) = x + 1 “v/y + 1 . 

Như vậy khi sử dụng phép nâng lũy thi ta sẽ có đại lượng (X + 1 )yjy + 1 . 

Đối với phương trình thứ hai trong hệ nếu ta sừ dụng phép quy dồng mẫu thi ta 
thấy cũng dại lượng (x + 1)7y + i . 

Tất cà các nhận xét này dẫn ta đến tư tường thực hiện phép thê. 

Cụ thể ta thế (x + l)7y + l = (x -r 2y)(x +1)-3 vào phương trình thử nhất sau 
khi thực hiện phép lũy thừa ta sẽ có phương trình : 

2y 2 - 7y + 10 - x(y + 3) = X 2 + 2x + y + 2-2[(x + 2y)(x +1)- 3 ] 

Thu gọn phương trình này ta được : 2y“ -(4 -3x)y + X 2 - 3x + 2 — 0. 

Ta sẽ hy vọng phương trình này có delta chính phương bằng cách kiểm tra xem 
I 1 Ó có tách được nhân từ. Và quã thật là nó có thè tách nhân tử. 

Cụ thể ta có : A = ( 4 -3x)“-8^x 2 -3x + 2j = xV 

Như vậy việc tách nhân tử dã thành công và cũng từ dây Xem như ý tướng giải 
hệ đã dược giải quyết. 


Lòi giải : Điểu kiện : 


Ị2ỵ 2 -7y + i0-x(y+ 3)>0 

j X + I > 0 

y + I > 0 

X + 1 - Jy + I > 0 


Từ phương trình thứ hai trong hệ ta có : (x + l)7y + 1 - (x + 2y )(x + 1 ) - 3 ( 1 ) . 
Phương trình thử hai biến đối trờ thành phương trình : 
py 2 - 7y + 10 - x(y + 3) = X + 1 - 

<=>2y 2 -7ỵ + 10-x(y + 3) = x 2 +2x + 2 + y-2(x + l)7ỹTĨ ( 2 ) 

Thế ( 1 ) vào ( 2 ) ta có : 
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1 - 7y +10 -x(y + 3) = X' + 2x+ y + 2-2[(x H'2y)(x + l)-3j 
2y 2 - (4 -3x)y + X 2 -3x + 2 - 0 (3). 
ro-tig trinh (3) cỏ A =(4 -3x) 2 -sỊx 2 -3x + 2 ) -- X 2 . 


ra phương trình ( 3 ) cỏ hai nghiệm phàn biệt : 


4-3x+x 1 

y = - —- -l-2-x 

4 2 

4 -3x X , 
i y = —,— = 1 - X 


1 4 

' y = 1 - X thay vào phương trình thú hai trong hệ ta thu được phương trình : 
+ I)v2^\ = -(x 2 ~x + i) (4). 

ận thấy : (x + l)v / 2 -X >0; -(x 2 - X + 1 ) < 0. Do dó ( 4 ) vô nghiệm, 
i x = 2- 2y thay vào phương trinh thứ hai trong hệ ta thu được phương trình: 
-2y)y/y + I = 3 -4y =?> (3 -2y) 2 (y + 1 ) = ( 3 -4y) 2 

- " \y-° 

. A .2 * .3 í y = 0 ỉ 6 -y/is 


/ T \ y — I 

’ y (4y - 24y + 21Ị = 0 <4> ■ , 

[4y 2 


<0 y =- 

■ 24y + 21 = 0 2 


6 + \f\5 


'y = 0=>x = 2 

từ lại ta có nghiệm cùa phương trinh là : £ + 

y= 0 =>\ = -3 - \ỉĩì 

ối chiếu diều kiện của hệ ta có nghiệm cùa hệ phương trình là (x,y) = (2; 0 ). 

ệ phương trình có chứa rnột phương trinh mang dáng dấp của phương 
•ình đẵng cấp. 

ích xử lí : Sừ dụng cách giãi cùa các p/ìitimg trình đáng cấp hoặc nhỏm các 
yng từ. 


dụ 1: 

f 3 t.,3 _ 2 .. . -.2 

X -3y =x y + 5xy 

ii hệ phương trình , ' . ' — -- (x,yeR) 

2(V3x + yịĩy- ĩ) - 7 - 1 ly + 6ựy(x - y - ]) ' ’ 


àn tích : Từ hệ ta thây được phương trình thứ nhất trong hệ !à một phương trình 
đẳng cấp bậc ba với biến x,y . 
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Tư duy lưgk tim tòi tời giói HệpỊtương trình 


Do đó với y * 0 ta biến đổi phương trình (1) về dạng : 


5 _ * _5 * -3=0. 


Không khó để thấy phương trình này cỏ nghiệm bàng 3 . Như vậy hệ đã đượ 
giải quyết. 

X > 0 

Lời giải: Điều kiện : • y > — 

x-y> I 

Do y > -L nên phương trình thứ nhất trong hệ được biên đôi thành phương trinh 

íiì J _íìí-5Í^-3 = 0«íì-3Ĩi + lì 2 =0OK=3y 

,yj lyj \y) b' Ay 3 

Thay vào phương trinh thứ hai trong hệ ta có phương trình: 

2 ( 3 ^ + >/ 2 y - 1 ) = 1 ly - 7 + 6 x/y( 2x ” 1 ) 

o 2(3 + yjĩỹ -1 - 4 ) = 9y +6ựy(2y -1) + 2y - ] 

^ụ^Ịỹ + sỉĩỹ-i) -2(3v9 + V2pĩ)- 8 = 0 ^ 3^ + 7^ = -2 

Ta nhận thấy 3 yịỹ + yj2y —T = -2 vô lí. 

Với 3y[ỹ + yỊĩy-ĩ =4<=> 1 ]y -1 + 6- v /ỹ(2ỹ-Tj = 16 <=> 6yjy{2y-\) = 17-11) 


17 -1 ly > 0 

49y 2 -338y + 289 = 0 


y -TT 

J \ỉ 

oiĩy = l <=> y = 1 X = 3 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm cùa hệ phương trình là (x,y) (3;l). 

. , |(x + y)(9x + y) = 5(3x + y)Vxỹ , 

Ví dụ 2: Giải hệ phương trình < \ >y - ! 

[x -3y +6x + 5y-9 = 0 

?hân tích : Quan sát hệ ta nhận thẩy hệ có một phương trình dạng bậc ha ì hãThic 
x,ỳ nhưng chúng ta nháp một chút thấy ngay được phương trinh này khôr 
cho được delta chính phương. Như vậy ắt hẳn trong phương trình thứ nhất pk 
mối tương quan gi đó dẻ giải quyết phương trinh. Còn néu không tim được m 
























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


CỊy TKH H MTVDVVÍỈ Khang Việt 


liên quan nào từ phương trình thứ nhất buộc ta phải phối hợp hai phương trình 
lại. 


Để ý phương trình thứ nhất trong hệ có chứa 3x,y, 9x 2 ,y 2 và xy nên ta nghĩ 
tỏi việc gấp hằng đẳng thức. 

Cụ thể ta có : 

9x2 + 1 0x y + y 2 = 5(3x + y) yỊxy <=> 9x 2 + 6xy + y 2 - 5(3x + y)ựxỹ + 4xy = 0 . 
o(3x + y) 2 -5(3x + y)7xỹ + 4xy = 0 (l), 

Tới đây ta có nhận xét (1) là phương trình dằng cấp đối với hai biến 
3x + y,•v/xỹ dạng a" — 5ab + 4b^ = 0 do đó ta tách được nhân tử. 

Thật vậy ta có (l) (3x + y-7xỹ)(3x + y - 4^/xỹ) = 0. 

Như vậy xem như hệ đã được giải quyết. 

Lòi giải: Điều kiện : xy > 0. 

Phương trình thứ nhát trong hệ được biển đổi trở thành phương trình : 

9x 2 +10xy + y 2 = 5(3x + y)^/xỹ o 9x 2 + 6xy + y 2 - 5 (3x + y) + 4xy = 0 

o(3x + y) 2 ~5(3x + y)ựxỹ + 4xy = 0 

o (3x + y) 2 - (3x + y )yịxỹ - 4 (3x - y) Vxỹ + 4xy = 0 



3x + y = y/xỹ 
3x + y-4yfxỹ 


$ Với 3x + y = ựxy => 9y 2 + 5xy + y 2 = 0 <=> Ị^3x + = 0 (vô lí). 


đs \/x;•}„ . r — (3x + y>0 Í3x + y>0 

© Với3x + y = 4Vxy « ' , _ , 

[9x 2 -1 Oxy + y 2 = 0 [(x -y)(9x -y) = 0 

® Với X = y thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta có : 

X = 1 => y = 1 




3x + y>0 
x = y 
y = 9x 


2x -1 Ix + 9 = 0o 


_9_. 9 

x = -=>y =- 
2 2 


© Với y = 9x thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta có: 
242x 2 - 51X + 9 = 0 (vô lí). 
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Tư duy togìc tim Ịỳ i l ởi giãi ỉlệp/ìirimg trình ___________ 

f 2y - X = -v/xỹ + 2x + 4v + 8 ị 

Ví dụ 3: Giai hệ phương trình <! r -—- 7 = = { K >y 6 : *) 

{2p{y-x) + 5-J$-^ 3(10-y) 

Phan tich Tọũãiĩ sát hệ phương ta thây hai phương trình trong hệ tuy đêu có dạng 
cơ bàn y[fỤ) = g(x) nhưng dể nâng lũy thừa tim mối liên quan giữa hai biến 
x.v ở phương trình thứ hai trong hệ là thật khó. Do đỏ chung ta chuyên trọng 

tám sang phương trình thử nhất. 

Biển dổi phương trình thú nhất thành : 

2y - X - Ậs. + 4)(y + 2) <t> (X + 4) + Ặx + 4)(y + 2) - 2(y + 2) = 0 (!) 

Không khó dể nhận ra phương trinh (l) là phương trinh đẳng cấp với hai biên 


7 X + 4 , yfỹ + 2 . 

Do dó ta tiến hành biến đồi (l) vê phương trinh : 

X + 4 + 2Ậ\ + 4){y + 2) -Ậií + 4)(y+" 2 ) -2(y + 2) - 0 

o(7x + 4 -yỊy + 2)( 7x + 4 + 2sjỹ +2) = 0 <=> 77+4 = TỹTIoy = X + 2. 

Tới đây ta thực hiện phương pháp thế vào phương trình thứ hai xem như hệ đà 
được giải quyết. 

2y-x>0 

(x + 4)(y + 2)>0 x - 2y 

8 - \fĩ\ > 0 3(y- x) + 5\Í8- 75\ > 0 

Lòi giải : Điêii kiện : r -— ' 64 

3(y-x) + 5>/8-V3x >0 0£x<y 

x>0 -2 < y < 10 

y < 10 

Phương trinh thử nhất trong hệ dược biến đổi thành phương trình : 

2y - X = Ậx + 4)(y + 2 ) (x + 4 ) + Ặx + 4)(y + 2) - 2(y + 2 ) = 0 

» X + 4 + 2yj(\ + 4)(y + 2) - Ậx + 4)(y + 2 ) - 2(y + 2 ) = 0 

«(7^4-x/ỹV2)(V^T4 + 27 ^ 2)=0 o7^74 = Vỹ^ 2 <^y = x + 2 . 

Thay y = X + 2 vào phương trình thứ hai trong hệ ta có phương trình : 



Kết hợp với điều kiện đã xét ta có : 0 < X < 8 . 
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Ta Cỏ: 24 + 20x/8 - 3x =9(8-x) 2 <=> 20 ỊV 8 - Vjx- 2^ = (24-3x) 2 -8 2 
20( i 6 - 3x) 

° r ~ -7 = (16-3 x)(32-3») 

(4 + >/3x)Ịi/8->/3x -2| 


o (16-3x) 


J—=™-ỊBr-r-(32-J*)’-0(.) 

Ị 4 -r V3x )Ị \.'8 - \/jx + 2 Ị 

í 20 _5 

Nhận xét rằng 0 < X < 8 ta co : 1^4+ s/ĩx )ị \k~ V3x T 21 2 + 2' 

[8<32-3x <32 


Ỉ2 


c _ 20 

Suy ra : - - - -- 

(4 4 \/jx)Ị \fĩ-\Ỉ 3 x 4 2 Ị 


-(32-3x) < 0 nén 


(*) » 16 - 3x — 0 o X = — :=> y = — . 

3 3 

Đối chiếu điều kiện ta cỏ nghiệm của hệ là (x. y) — 

{ 3 3 j 

vĩdụlì * ~ ' “ --Ị 

, Ị vx + ì 4 Jy 4 ì = J4 - X + 5y 

Giãi hộ phương trình ( ^ ... ■ _ (x. V e R) 

Ịx : + y + 2 = ý5(2x -y 41) + \Í3x 4- 2 

hân tích : Quan sát hệ phương trinh ta nhận thây cả hai phương trình trong hệ 
đêu chửa căn thức. Tuy nhiên ờ phưong trinh thứ nhất bậc của các biến dưới 
căn thức đêu là bậc nhât nên ta có thê sử dụng phcp nàng lũy thừa cùa phương 
trình nảy đè tìm mối quan hệ giữa hai biến. 

Cụ thể ta có : X + y + 2 + 2Ặx + l)(y + l) = 4 - X + 5y . 

Chuyền vế thu gọn ta được : 

X- 2y-1 4 7(x+Õ(ỹ+Õ = 0 <=> X + I + N /(x + ỉ)(y + l) - 2(y + I) = 0 (ỉ) . 

Không khó dề nhận thấy (1) là phương trình đẳng cắp với hai biến n/xT+7, yịỹ + ỉ 
Như vậy việc tách nhân từ thành công. 

Vậy xem như hộ được giải quyết. 

Vi giải: 
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Tư duy Ịơgịc lìm tòi lới íỉìăi Hệ phương trình 


2 

x>-7 

3 

y>-l 

Điều kiện : 4 - X + 5y > 0 . 

2x-v+l>0 

X 2 + y + 2 > 0 
Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta có : 

TxTT + ^/TTT = N /4-x + 5y<=>x + y + 2 + 2Ậx + ])(y + 1) = 4 - X + 5y 

ox- 2 y-l + J(x + l)(y + 1)=0ox + ] + 1 |(x + l)(y + l)-2(y + l) = 0 

»(VxTT- x /ỹ+T)(VxTT + 2VỹTĩ) = 0<=>x/x+T = 7ỹ : KĨ<=>x = y. 

Thay X = y vào phương trình thứ hai trong hệ ta có phương trình : 

X 2 + X + 2 = \!$x + 5 + 75x + 2 

« x 2 -X — 1 + Ịx + 2- 75x +~5 ị + ^x +1 —yịĩx. + 2 i = 0 

2 x 2 -x-l . x 2 -x-l 

OX-X-1 + , ——+ ■ ' . “ 7 = 0 

75x + 5 + x + 2 v3x + 2 + X + 1 

o(x 2 - x-l)í 1 + , = --+ /■' = Q 

V ^ 75x + 5 + x + 1 n/3x + 2 + X + 2j 

1 + >/5 1 + 75 


<=>x 2 -x-l = 0<=> 


X- 


X = 


2 

1-75 


,y = 

>y = 


2 

1-75 


Vì 1 + 


i l 1 

75x+"5 + x + l 73x + 2 + X + 2 


>0, Vx>-4. 


Đối chiều điều kiện ta có nghiệm của hệ 

, , /1 + 75 l + 7s 1/1-75.1-75)1 

2 ; 2 H 2 ! 2 JỊ- 


Ví dụ 5: 

Giải hệ phương trình 


5(3 - 75x + y) = 2x - — 

1 x .... (x,y € M) 

r , - ,rr~;-T - 91 - y - 10x v ý 

72x 3 -29 + ựx 2 + 2x -9 + y =-- 

X 4' L 

I * . . 1 ' 1 1 xLâ., +«-ír\U tU/í ịnoi \f\tO T' K1 


Phân tích : Quan sát hệ phương trình ta nhận thây phượng trình thứ hai vừa chửa 
haí càn bậc lệch và phân thức nên nếu bẳt đầu tìm mối quáp hệ gỉữa hai bíêh đa 
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'1 h l ệ "â ép ỉ hế , là điều khÓ khăn - Ờ phmmg trinh thứ nhất tuy chửa cà căn 

“? , V . ả v P 'ÍỊ! số nhưng hinh tllức có g° n nh 9 hơn nên ta sẽ phân tích phương 
nh thứ nhất. ® 

1 thề ta c «ph«ợng trinh thứ nhất được biến đổi thành phương trinh: 
ix - Sx^SxTỹ = 2x 2 - 3y 

ẫ ý phương trình vừa biến đôi chứa hai hệ số 3,5 đứng trước hai biến x,y nên 
»liên quan dề n biểu thức trong căn do đó ta tiến hành biến đổi tiếp theo như 
' u: l5x ~ 5x \ỉ^+ỹ = 2x 2 - 3y <=> 3(5x + y) - 5xj5x+~ỹ - 2x 2 = 0 

nmng trinhbịển đổi cuối cho ta dáng dáp phương trinh đẳng cắp bậc hai với 
lẻn x,ự5x + y . 

o đó ta tiến hành tách nhân tử như sau : 

(5x + y)-3x^rt7-2xV5Ĩ7;-Tx ỉ =0«.(V5rt7-2x)(3^T7 + x) = 0. 

;hú ý từ đ ‘ều kiện cùa phương trình thứ hai ta có : X > ỉịỄ. 

V 2 

>0 đỏ ta Sẽ loại truímg họp : 3^7 + X = 0. Nhu vạy xem nhu hệ dà dưục 
ịiải quyết, 


5x + y >0 

giải: Điều kiện : < ỊỹẸ 

X > 3 — 

V 2 

5 hương tri nh thử nhất trong hệ được biến đổi thành phương trình ; 
ISx-Sx^Sx + y =2x 2 - 3y o 3(5x + y) - Sxy/ỈK +"y - 2x 2 =0 

° 3 ( 5x + y) - 3 x V 5x + y - 2x yịỉx+ỹ - 2x 2 = 0 
<=> ựsx + y - 2xj|3 1 /5x~Ty + xj = 0 

° + y ~ 2x = 0 « y = 4x 2 -5x vì 3^5x77 + X > 0,Vx >3® 

1 2 

Thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trinh ; 
v2.v ! -29 4-Ư5* 2 -Iv-O-" 4 * 2 ~ 5x + 9ĩ 

X + 2 


ov2x J -29 + y5x 2 -3x-9 


-4x - 5x + 91 


Xét hàm số f (xì = n/2x 3 - 19 4 - ỉRv 2 -tv rộ_ -3x + 9; 

x + 2 


.; „ ^ -/29 
với X > ?/—— 


63 


Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Tư (tuy tơgic tìm t ói Un ỊỊÌúi IJỹ Ịíhươiìíi trìitlt 


3x 2 lOx-3 

Ta có: t'(x) = 1 , — *■ Ị, ’ =?2 

v2x‘-29 3^5x 2 -3x-9Ị 


t 4£jM6xịỊỌỊ >aVx ..'29 
(x + l) 


, . , , /29 

Do đó hàm số t (x) là hàm sô đông biên vó) X > ^1” ■ 


Nên phương trình (l) nếu có nghiệm thì nghiệm đỏ là duy nhất. 

Mà f (3) - 0 C 2 > X = 3 là nghiệm duy nhất cùa phương trinh (l). Suy ra : y - 21 

Đối chiếu diều kiện ta có nghiệm cùa hệ là (x,y) -- (3; 21). 

* Hệ phương trình có một phương trinh gồm nhiều hạng tù có thể sắp xcp cá. 

hạng tử đồng bậc hoặc thêm bớt dê nh ỏm nhân t ừ.___ _ 

r Ví dụ 1: Giai hệ phương trình 

I ; X 3 + 2x 2 y -3xy 2 + x(y + l)-2y = 2y z (5y + 1) 

I 1 ^ (x.yeS) 

Ị |(x 2 +17y+12) = 4(x+ y + 7)(x 2 +3x-t 8y+ 5 ] 

Phân tích : Bài toán này do chúng tôi sảng tác và đưa lên diên đàn toán. Bài toa 
này hướng đi chúng tỏi muốn nhảm đến chinh là quan sát sự đông bậc cùa Cí 
đại lượng và săp xép chúng lại thực hicn tach nhan tư. 

Với hệ đang xét. dỗ dàng thấy rằng phương trình thử hai trong hệ có độ phức tó 
cao hon phương trình thứ nhất trong hệ. Do đó chúng ta hướng dên phươn 
trình thư nhất trong hệ. 

Cụ thể hộ dã cho được biến đổi thành phương trình : 

X 3 + 2x 2 y-3xy 2 - 10y 3 + XV -2y 2 + X-2y =0 

Quan sát phương trình vừa biến đồi ta thấy hai hạng tử co bậc 2 và hai hạng! 
có bậc nhất có chung một nhân từ X - 2y . 

Tới đây ta dề ý các hạng tử bậc 3 ta nhận thấy hai hạng tử X 1 - lOy- có lié 
quan đốn nhân tử X — 2y .3 hặt vây, ta co ; 

X 3 -1Oy 3 = X J - 8y 3 - 2y 3 = (x 3 -(2y) 3 ) - 2y 3 . 


Vậy ta còn dư dại lượng -2y 3 

Kết họp với đại lượng còn lại ta có : 2x“y - 3xy~ - 2v . 
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Nhận xét đây là một dạng bậc hai với biển — nên ta tiên 

2 x 2 y -3xy 2 -2y 3 = y(2x 2 -3xy-2y 2 ) 

= \ (2x 2 + xy - 4xy-2y 2 ) =.y(x -2ỵ)(2x + >•), 


hành tách : 
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Như vậy ta đà tìm được nhân tử chung của phương trình thứ nhất là X - 2y, 

Do đó phương trình thứ nhất được phân tích thành : 

(x - 2y}( \ ; + 4xy + 5y 2 + y +1) = 0 o- (x - 2y)Ị(x + 2y) 2 + y 2 + y + 11 = 0 

Không khó để nhận thấy ta chi có nhân tử X = 2y, thế vào phương trình thứ hai 
trong hệ, ta thu được phương trình sau : 

(4y 2 + 17y + 12) 2 = 4(3y + 7)(4y 2 + 14y + 5 ). 

Phương trình này các bạn có thể khai triển ra rồi giải quyết, Tuy nhiên các bạn 
hãy để ý điều này một chút sẽ thấy được sự thú vị của bài toán. 

Ta có : 4y 2 +17y + 12 = ^4y 2 + 14y + 5 ) + (3y + 7 ) . 

Như vậy phương trình thứ hai có dạng : 

/ \2 ỉ * \2 í<1 = 3y + 7 

(a + b) = 4ab o (a “ b) 2 = 0 với < 

(b = 4y 2 + 14y + 5 

Vả đó là hướng giải quyết của bài toán. 

Lòi giãi; Phương trình thứ nhất trong hệ được biển đổi thành phương trình: 

X 3 + 2x 2 y - 3xy 2 -1 Oy 3 + xy - 2y 2 + X - 2y = 0 
o X 3 -8y 3 + y(2x 2 -3xy-2y 3 Ị + y(x-2y) + (x-2y) = 0 

o (x - 2y)ịx 2 + 2xy + 4y 2 ) + y(x - 2y)(2x + y) + (x -2y)(y + 1 ) = 0 
<=>(x-2y)(x 2 +4xy + 5y 2 + y+ lj = 0 
o(x-2y)Ị(x + 2y) 2 +y 2 + y + lj = 0 

o X = 2y vi (x + 2y) 2 + y 2 + y +1 = (x + 2y) 2 +fy + ị +^>0,Vx,y. 

\ 2) 4 

Với X = 2y thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 
(4y 2 +l7y + 12) 2 =4(3y + 7)(4y 2 +14y+ 5 ) 

o [(3y + 7) + (4y 2 + 14y + s}] 2 =4(3y + 7)(4y 2 + 14y + 5 ) 

o ^4y 2 + ]4y+ 5)-(3y + 7)J = 0<=>4y 2 + 1 ly — 2 = 0 

-U + Ĩyỉĩĩ -n + 3x/Ỉ7 
8 =>x_ 4 

-n-3x/Ĩ7 -11-3VĨ7 

~ 4 
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Tư duy togic. tìm tời tời giãi Hệ phương trinh 


Vậy nghiệm của hê phương trình là: 

, , ff-ll + 3>/Ĩ7 -Il + 3>/Ĩ7l f-ll-3>/Ĩ7.-]l-3VĨ7Ìl 

Bình luận: Chắc các bạn thắc mắc là tại sao ngay từ đầu biểt phương trình thứ nhất 
có nhân tử mà chúng tôi tại tiến hành tách nó. Câu trả lời năm ở tính chât li 
thuyết mả chúng tôi đă nêu. Các bạn kiểm tra giúp chúng tôi nhé, cũng như giúp 

mình ôn lại kiến thức và kỹ năng. ___________ | 

y+x-6=Vx+ĩ + 2\h — X 

Ví dụ 2: Giải hệ phương trình -1 , 3 / 2^2 ,..( x »y eK ) 

|2x-y +(y +3 jx = y(2x + 3) 

Phân tích : Với hệ này chúng ta sẽ bãt đâu từ phương trình thứ hai trong hệ. Kiêm 
tra ta thấy phương trình này phân tích được nhân tử. 

Ta biến đổi phương trình thứ hai về phương trình: 

2x 3 -y 3 +x 2 y 2 +3x 2 -2xy-3y = 0 (1) 

Để ý trong (l) ta có các đại lượng sau : 2x 3 - 2xy = 2xỊx 2 - yj , 

3x 2 -3y - 3Ịx 2 -ỳ) và cuối cùng là -y 3 +x 2 y 2 = y 2 (x 2 -yj. 

Vậy là xem như chúng ta đã sắp xếp và bắt nhân từ thành công và như thế là hệ 

xem như được giải quyết. 

x + 1 >0 , ___ 

. _ _ í-1 < X < 7 

Lời giải: Điêu kiện : < 7 - X â 0 o < ■ 


1 1 niui • L/ÍVU Riyn ■ i V V- - I - 

y - X + 6 

y-x+6>0 u 

Phương trình thứ hai trong hệ được biến đổi thành phương trình: 

2x 3 - y 3 + x 2 y 2 + 3x 2 -2xy -3y = 0 <=> 2x 3 - 2xy + 3x 2 -3y + x 2 y 2 - y 3 - 0 
« 2 x(x 2 -y) + 3(x 2 -y) + y 2 (x 2 -y) = 0o(x 2 -y)(2x + 3 + y 2 ) = 0 (2) 

Do -l<x<7=>2x + 3>0=>2x + 3 + y 2 >0 nén từ (2) ta có : y = X 2 . 

Thay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta được phương trình : 

X 2 + X - 6 = Vx + ĩ + 2\/7 — X o X 2 + X — 6 — Vx +T - 2*Jl - X = 0 
ox 2 + x-I2 + (2->/xTĨ) + (4-2x/7^x) = 0 

ìz* . 4 < X ^L = 0 
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Mà T = X + 1 + 1 


_1 4 

2 + n/ÍTĨ 4 + 2V f 7^I 


, 1 + \Jx +1 2 +- 2\/7 ' - X r , 

= x + l + - * /. +■ T- >0,Vx e [-1;7| 

2 + %/x+T 2 + yỉĩ^ 1 J 

Do đó từ (3) ta cỏ: x = 3=>y = 9. 

Đối chiểu điểu kiện ta có nghiệm của hệ phương trình là (x,y) =(3;9). 

Bình luận: Bài toán này bắt nhân tử không khó, chủ yếu quan sát các hệ số cùng 
với các đại lượng đi kèm để sắp xếp được nhân tử chung. 

Ví dụ 3: 1 “ 

27x 3 -2y 3 + Ịy 2 + 3 j(3x - 2y) = 9xy(3x - y) 

Giải hệ phương trình n -- p ^- - (x,y e R) 


1 3 

“ —X + 

3 


2ỵ_2 =| 
3 9 


Phân tích : Với hệ này, chúng ta lại nhận thây sẽ băt đâu tử phương trình thứ nhât 
trong hệ vi phương trình thứ hai chứa hai căn bậc lệch mà đại lượng chứa trong 
căn cũng chẳng liên quan gì với nhau. 

Với phương trình thứ nhất có thể nhận thấy bên vế trái chứa hai bậc ba là 
27x 3 ,2y 3 và vế phải chứa đại lượng 9xy(3x-y) = 27x 2 y-9xy 2 ta nhận thấy 
ngay được mối quan hệ này có liên quan đến hằng đẳng thức. 

Cụ thể ta có :27x 3 -27x 2 y + 9xy 2 -2y 3 + (y 2 + 3](3x -2y) = 0. 


Dễ dàng nhận thấy ta chỉ cần tách đại lượng -2y 3 =-y 3 -y 3 là mọi chuyện đã 
dược sáng tỏ hơn. 

Thật vậy ta cỏ: 27x 3 -27x 2 y + 9xy 2 -y 3 -y 3 + (y 2 +3)(3x-2y) = 0 
o(3x-y) 3 -y 3 +(y 2 +3j(3x-2y) = 0 


o (3x - y -y)[(3x -y) 2 + y(3x - y) + y 2 J + Ịy 2 +3)(3x - 2y) = 0 
o(3x-2y)(9x 2 -3xy + 2y 2 +3^ = 0 o3x-2y = 0, 

Tới đây ta dã có mối quan hệ giữa hai biến x,y nên xem như hệ dã được giải 
quyết. 


Lòi giải: Điều kiện : - 


!>0oy>ị. 
9 3 


Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đổi để trờ thành: 
27x 3 - 27x 2 y + 9xy 2 - y 3 - y 3 + Ịy 2 + 3 )(3x - 2y) = 0 
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Tư duy togìc rim tòi lời giải Hệ phương trình 


<=> 


(3x-y) 3 -y 3 +(y 1 2 + 3)(3x-2y) = 0 


o (3x-y-y) (3x - y) 2 + y(3x-y) + y 2 +(y 2 + 3j(3x-2y) = 0 


<=> (3x - 2y)(9x 2 - 3xy + 2y 2 + 3 ) = 0 


<=> 3x - 2y = 0 vì 9x 2 - 3xy + y 2 + 3 = 


3x - — 


A 2 ly 2 

+ ^- + 3>0. 




Với 3x - 2y = 0 o 2y = 3x ta thay vào phương trinh thứ hai hai trong hệ ta có 


ỉ -— X 3 + Jx= 1 <=> ] - X- 3 -7 - X +X-. -0 


(l-x) 3 -‘ + x 3 X 2 -x + ^ 

«- 3 ỵ -- + —7-1=0 

(l-x) ! +0-x)^ + |i-x>) ‘4 9 

_ 9x 2 -9x + 2 _ 9x 2 -9x + 2 _ 0 

oỊ9x 2 -9x + 2^ -j=- - - .... = «T+— 7 —- 

3 (l-x) 2 +(l-x)^7 + 3ỊQ-x 3 j 9 ^ X + V X " 

1 1 
x = — => y = — 

<=>9x 2 -9x + 2-0o l 2 

X - — y = 1 

3 


= 0 


Vì: 


(i -x)M<-»^P4h) 


/ 

1 'N 



' 2 

9 


X -- 


l V 

9 


> 


> 0 , Vx>^. 

9 


Đổi chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ phương trình là : 

' , U\ 1 U 2 .w 
(x,y) 


Bình luận: Bài toán trên cũng là bài toán mà sự bất nhân tử chung cũng không khó 
chi cần chúng ta tinh tế để ý các hạng từ đồng bậc sấp xếp lại và để ý tới các 
hằng đẳng thức cơ bản để nhóm nhân từ. Tuy nhiên, thể loại hệ này có những 
bài toán mà khâ năng nhỏm hạng tử được che giấu rất ki, rắt khó đê biết hay 
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đoán được nhản tử là đại lượng nào. Câu hòi đặt ra lúc đó ta sẽ xử lí lớp bài 
toán này như thế nào? Mời các bạn xem tiếp phân tích phương pháp và cách tư 
duy đề tìm được nhản tử loại bài toán dỏ q ua ví dự tiếp theo sau đây. 

VỈ , M , ,_f(x-6y + 8)Vx-2(x + 5)y = -5-4x , 

Ví dụ 4: Giải hệ plnrong trình • _J_ íx.ve^l 


VI ttụ 4: Uiái hệ phương trình • fv 

|4yO-y)+3(2y-i)K7w + i5 (,> J 

Phân tích : Không khó đễ" "nhận ra để giải quyêt đường lối giải hộ nẩy ta cần đểti sự 
biến đổi trợ giúp cùa phương trình thứ nhat trong hệ. 

Phương trinh thứ nhất trong hệ được biến đổi trờ thành phương trình : 

XVx - 6ysíx + 8Vx - 2xy -1 Oy + 4x + 5 = 0 (]) 

Phương trình này không phái dễ để thực hiện bắt nhân từ chung nếu ta không 
tliuân thục kỉ năng băt nhàn từ và như thế cũng có nghĩa rằng chúng ta sẽ tiến 
hành mò mâm, như vậy thì không logic lắm. Do đó ta cần dựa trên một cơ sở 
logic băng một nhận định nào đó thi mới có thể ứng dụng tốt cho các bài toán 
khác. 


Nếu ta để ý kì thi (1) chính là phương trình bậc ba theo biến Vx . 

Ta sắp xếp phương trinh (1) như sau : 

(Vx) -2(y~2)x-2(3y-4)>/x -10y + 5 = 0 

Ta đà biết phương trình đa thức bậc ba nếu tách được tích thì trong tích đó phải 
có một bậc nhất. 


Do dó ta giả sử (1) được viết như sau : ị-Jx -ay-b)fỊVx,y) = 0. 

Giò ta sẽ đi xác định a, b khi ta đã kiểm tra được (I) là đa thức tách được nhân tử. 
ỳ Với y = 0 => Vx = b thế vào (1) ta có : b 3 + 4b 2 + 8b + 5 = 0 o b = -!. 

& Với b = -I ta có : Vx = ay -1. 

Khi đó ta chọn y = I thì ta thay vào {l) ta sẽ có : 

(a-l) +2(a - l) 2 + 2(a - l)-5 = 0 <=> a -1 = I <=> a = 2 . 

Thay Vx = 2y -1 vào (I) ta có phương trình : 

(2y-l) 3 -2(y-2)(2y-1) 2 -2(3y-4)(2y-1)-lOy + 5 = 0 
Trường họp nảy nhận vì luôn đúng với mọi y 

Và như vậy ta đã biết (l) ta sẽ trờ thành : ịy/ĩĩ -ly + l)f(Vx,y) = 0. 

Trên cơ sở này chúng ta sẽ tách được (1) theo cách thèm bớt như sau : 
xVx - 2xy + X + 3x - 6y>/x + 3Vx + 5Vx - ] Oy + 5 = 0 








Tư duy iogic tìm tòi lời giải Hệ phumig trinh 


-r 
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oỊTx -2y-l^x + 3'/x +5) = 0 

Tới đây chắc các bạn sẽ thấy quá trình tách thêm bót đâu có gì khó? Tuy nhiên 
để đạt được điều tưởng chừng đơn giản ấy thì không phải là một việc đơn giản, 
nếu không đủ thuần thục và tinh ý nhận ra được điều gì đã được che giấu trong 
phương trình và điều được giấu trước lại là một van đề quan trọng, một nút thãt 
mà chi cần gỡ được thì xcm như giải quyết được bài toán. 

Có thể trong lúc thực hành dùng sơ đồ Home để tách tích cũng dược. Và như 
vậy là bài toán có thể giải quyêt tôt. 

Lòi giải: Điều kiện X > 0 . 

Phương trinh thứ nhất trong hệ được biến đồi thành : 

xTx -6y7x + 8\/x -2xy- lOy + 4x + 5 = 0 

<=> xVx -2xy + X + 3x -6y7x + 3\/x + 57x -1 Oy + 5 = 0 

o x(7x-2y + l) + 37x(7x-2y + |Ị+5(7x-2y+]Ị = 0 

co ịyf\- 2y + l)(x + 3>/x +5 j = 0 


co7x = 2y — 1 co 




> — 


2 vi x + 3i/x + 5>0,Vxằ0. 

[x = 4y 2 —4y + 1 

Thay vào phương trinh thứ hai trong hệ ta thu được phương trinh : 
3(2y-l)s/x-3 =x 2 +(4y 2 -4y + lj-16co37x ■ìfx + Ã = x 2 + x-8(2) 

Nhận xét với X > 0 => 37x • %/x + 4 > 0. 

Do đó để phương trình (2) có nghiệm ta có điều kiện là : 
íx >0 


[x>0 ^ __+ 

ị 2 ^-1-733.-1 + 733 <=>xằ 7 • 

1 [ 2 2 

Ta có (2) co x-4 + 3(x-2-7x)7x + 4 + (x-2)(x+ 6-3^/x + 4 ) = 0 


OX-4 + 


.(x-4) 


X 2 + >/x (x + 6) 2 + (x + 6)\/x + 4 + ị 

í 3(x-0 | (x-2)(x + 5) ; 

!(x + 4) 2 

\ 

x-2 + Tx (x + 6) 2 +(x + 6)%/x + 4 + 2 

7 -—---V--- 

/(x + 4)\ 
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Với X > — . ta có T > 0 nên (3) cho X = 4=> y. 

2 v 7 2 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm cùa hệ là (x,y) = ^4;—j. 

•inh luận : Trong bài toán qua bước phân tích các bạn chắc sẽ có thắc mắc là khí 
b = -1 thì Vx = -1 là vô lí. Điều này tà chính xác, nhưng trên thực tế cũa bài 
toán ta đang đi tìm mối quan hệ giữa đại lượng \/x=ay + b nên việc 
(y,b) = (0;-l) đúng là không thỏa nhưng đó chưa là khẳng định chắc chắn 

rằng với b = -l thì sẽ không có một hệ thức y/x =ay + b nào làm cho \fx có 

nghĩa vả thỏa phương trình (1). Đề hiểu và thực hành tốt hon, chúng tôi sẽ phân 
tích thêm vào các ví dụ tiếp theo sau đây. 


Ví dụ 5: 

Giải hệ phương trình ■! 


2x 3 +(y-2)x 2 +(2y-3)xy = 5y 2 (y + l) 
2(x-3) % /ỹ+5-(x-5) N /x + y + 4=3y X,yeM 


*hân tích : Với hệ nảy, rồ ràng nêu có dường hưởng đi băt nhân tử chung thỉ 
chúng ta băt buộc phải đi từ phương trình thứ nhất trong hệ vì phương trình thử 
hai chứa căn thức và nêu có khai triển từ phương trình nảy cũng không giúp 
chúng ta được gì. 

Với phương trình thứ nhất chúng ta nhân hết ra ta có : 

2x 3 + x 2 y - 2x 2 + 2xy 2 -3xy-5y 3 -5y 2 =0 

Kiểm tra ta nhận thấy phương trình này có thể phân tích thảnh nhân tử. Với 
phương trinh nay neu ta co kêt hợp các hạng tử đong bậc lại với nhau cũng khó 
nhận ra nhân tử chung, như vậy ta cần phải thêm bớt các đại lượng. Nhưng ta 
không thể thêm bót một cách mơ hồ được. 

Tuy nhiên trên cơ sở của đề bài ta nhận thấy phương trình cần tách nhân tử là 
một dạng phương trình bậc ba hai ần nên nểu cỏ nhân tử chung thỉ nhàn tử 
chung đó khi rút ra phải có dạng X - ay - b = 0. Bây giờ việc còn lại là chúng ta 
cần xử lí hai số a,b . 

Theo tính chất ờ lí thuyết, giở ta cho y = 0 thì X = b. 

Thay vào phương trình ta có : 2b 3 - 2b 2 = 0 o b ~ 0 

b = l 

Với b = 0 ta có : x = ay. 

Cho y = ỉ ta có X = a ta thay vào phương trình ta có : 

2a ỉ -a 2 -a-IO = Ooa = 2 








Tư duy togic tìm tời lời giải Hệ phương trình 
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Vậy trường hợp nảy ta cỗ mối quan hệ giữa x,y là X = 2y và nếu đó là nhân tử 
chung thi ta có phải có kết quả sau luôn là luôn đúng với mọi y . 

2(2y) 3 + (2y) 2 y -2(2y) 2 + 2(2y)y 2 -3(2y)y - 5ỵ 3 - 5y 2 = 0 

Tuy nhiên điều này lại không đúng vì có kết quả là : 19y 3 - 19y 2 = 0 

Với b = 1 ta có : X = ay + 1 . Cho y = I ta có X = a + I ta thay vào phương trinh 

ta cỏ: 2(a +1) 3 + (a +1)” — 2(a +1)~ + 2(a + l) — 3(a + l) — 10 = 0oa = l 
Vậy trường hợp này la có môi quan hệ giữa x,y là X = y + 1 và nêu đỏ là nhàn 
tử chung thì ta có phải có kết quả sau luôn là luôn đúng với mọi y - 

2(y + l) 3 +(y + l) 2 y- 2(y + I) 2 + 2(y + ])y 2 -3(y + l)y - 5y 3 -5y 2 = 0. 

Và đây là kết quả đúng với mọi y . Như vậy ta sẽ có : 

2x 3 + x 2 y-2x 2 +2xy 2 -3xy-5y 3 -5y 2 = (x - y - l)f (x,y) 

Là phép tách tích nhân tử duy nhất có được cho phương trinh này. 

Như vậy tới đây ta có hai cách để tách nhản từ vào bài làm. 

© Cách I : Sử dụng thêm bớt như sau : 

2x 3 + x 2 y - 2x 2 + 2xy 2 -3xỵ -5y 3 -5y 2 = 0 
c=> 2x 3 - 2x 2 y - 2x 2 + 3x 2 y - 3xy 2 - 3xy + 5xy 2 - 5y 3 - 5y 2 = 0 
o 2 x 2 (x -y-l) + 3xy(x -y-l) + 5y 2 (x -y-1) = 0 
o(x-y-])^2x 2 + 3xy + 5y 2 ) = 0 
© Cách 2 : Chia sơ đồ Horne vỉ qua phân tích ta biết được nhân từ. 

2x 3 + x 2 y-2x 2 + 2xy 2 -3xy-5y 3 -5y 2 =0 
o 2x 3 + (y - 2)x 2 + y(2y -3)x ~5y 3 - 5y 2 = 0 
<=>(x-y-l)^2x 2 + 3xy + 5y 2 j=0 

Như vậy xem như hệ đã được giải quyết. 

" , ,.. íy + 3>0 
Lời giải: Điêu kiện : ■{ _ 

[x + y + 2 >0 

Phương trình thứ nhất được biến đổi trở thành phương trinh : 

2x 3 + x 2 y - 2x 2 + 2xy 2 - 3xy - 5y 3 - 5y 2 = 0 
o 2x 3 -2x 2 y -2x 2 +3x 2 y-3xy 2 -3xy+ 5xỵ 2 -5ỵ 3 -5y 2 -0 
o 2x 2 (x - y -1) + 3xy (x - y -1) + 5y 2 (x -y -1) = 0 
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o(x -y - ỉ)ị2x 2 + 3xy + 5y 2 ) = 0 

<=> y = X -1 vỉ 2x 2 + 3xy + 5y 2 = 2^x + -ịV j + y y 2 >0,Vx,y 

Thay vào phương trinh thử hai ta được phương trình : 
2(x-3)7x74-(x-5)727+3 =3(x-l) (l) 


r— t >0 

Đặt t = Vx + 4 <=> j 2 Thê vào phưong trình (l) ta được phương trình : 
2[V -7)t-(t 2 -9)72r -5 =3(t 2 -s) <»(t 2 -ọỊV^t 2 ^ = 2t J -3t 2 -14t+ 15 


«(t-3)((t + 3)72t 2 -5-(2t 2 +3t-5)Ị = 0 « 1 3 Ị—— 

> [(t + 3)V2t 2 -5 =2t 2 +3t-5 

È Với t = 3 <=> 77+~4 = 3 <=> X = 5 => y = 4. 


©Với (t +3}v/2t 2 -5 =2t 2 


+ 3t-5e> 


2t 2 +3t-5>0 
■ t>0 


(t + 3) 2 (2t 2 -5) = (2t 2 +3t-5) 2 



+ 35=0 


t>ỉ 




t 2 



= 5 
= 7 




t = 75 
t = T7 


7x + 4 = 75 
77+4 = 77 


<=> 


X = 1 => y = 0 

X = 3 => y = 2 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm cùa hệ phương trình là : 
(x,y) = {(l;0);(3;2);(5;4)}. 


Binh luận : Bài toán trên chúng tôi muốn đưa ra một phân tích tư duy tự nhiên dựa 
trẽn quy tắc tách tích cùa một đa thức bậc ba mà việc tách và thêm bớt nó đòi 
hòi một kĩ năng khéo léo và có chiều sâu trong luyện tập mà đa số học sinh lả 
yếu phần này. Nội dung chính là chúng ta đưa về điều kiện để X = a lả nghiệm 
của f(x) = 0 khi và chi khi f(a) = 0 và dựa trên điều kiện dể biểu thức f(x,y) = 0 
tách được nhân từ. Các phcp thử iại trong bài phân tích các em có thể dùng máy 
tính đè kiềm tra và băt buộc là hệ sò a không là số vô ti. Tuy nó chưa là tối ưu 
nhất nhưng có lẻ cũng lả con dườ ng tư duy tự nhiên. 

Vi dụ 6: Giải hệ phương trinh 

Í2x 3 +(5 + y)x 2 + y 2 (2x + 5) + 2y(5x + 2) = -y 3 -2x 
2 . ’ , _ (x,yeS) 

[x 2 + y 2 + 2x + 5y + 2 = 0 
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Phân tích : Đây là bài hệ số 1 trong đề kiểm tra nâng cao phần hệ lớp 10 ban cơ 
bàn tháng 10 cùa trung tâm luyện thí Khai Sáng. Một bài hệ chúng tôi đánh gia 
là khó. Với hệ này, ta quan sát trong hệ chứa hai phương trinh đa thức bậc ba và 
bậc hai. Theo suy nghỉ tự nhiên ta sẽ bắt đầu từ phưomg trình bậc hai. 

Kiểm tra ta thấy bậc hai tách được nhâu tứ. Tuy nhiên ta có : A' = -y 2 -5y -1 
không phải là một số chính phương nên nhân tử phương trình một tách được sẽ 
liên quan đến cán thúc. Đây chính là điều thực tế mà chúng tôi đã nhăc đên 
trong lý thuyết. 

Như vạy, rõ ràng điều kiện tách được nhân tử cùa phương trình bặc hai chỉ dân 
đển rắc rối cho bài toán. 

Bây giờ mọi sự tập trung sẽ dồn cho phương trình thứ nhât cùa hệ VÓI hy vọng 
sẽ tách được nhân từ. Nhưng với hình thức như thê nêu băt được nhân từ chung 
ta càn thêm bớt các đại lượng một cách rất khéo léo. Kiểm tra ta thấy đa thức 
này tách được nhân từ và nó là bậc ba nên luôn tách được một tích trong đo co 
một bậc nhất với hai biến x,y . 

Cụ thể ta có phương trình thứ hai được biến đổi thành phương trình : 

2x 3 + (y + 5)x 2 + 2 (y 2 + 5y + l)x + y 3 + 5y 2 + 4y = 0 (l) 


<=> (x-ay -b)f(x,y) = 0 

Bây giờ ta sẽ tiến hành đi tìm hệ số a,b sao cho X = ay + b là nghiệm của (l) 

|"b = 0 


©Với y = 0 ta có x = b nên (1) trờ thành: 


2b 3 + 5b 2 +2b = 0« 



Khi b - 0 ta có : X - ay . 

• Cho y - 1 ta có X - a . Khi đó 
(l)<»2a 3 +6a 2 +14a + 10 = 0oa = -l=>x = -y. 

Thay X - -y vào (l) ta không nhận được kết quả nghiệm đúng với mọi y. 

• Cho y = -I ta có X = -a. Khi đó (!) o 2a 3 + 6a 2 + lOa = 0 o a = 0 => X = 0 . 

Không khó đề nhận ra X = 0 ta có (1) không nghiệm đủng với mọi y . 

1 . , __ 1 

Khi b = --r ta có: x = ay-- 
2 2 


• Cho y-1 ta có X = a - Ỷ. 
Khi đỏ 
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J lV Y 1 \ 2 . ( ]\ 1 ỉ 1 

|o2 a-2- + 6 a-Y +14 a-Y + 10 = Oo a = --X = y- —. 

I 2 ) { 2 ) { 2 ) 2 2 2 

ay X = y - — vào (l) ta nhận được kết quả nghiệm đúng với mọi y. 

u vậy nhân tử bậc nhất chúng ta có dó là (2x+ y + !)f(x,y) = 0 và đây là 
: quả đuy nhất chúng ta có được. 

i đây chúng ta có hai cách trình bày như ví dụ trên. Như vậy bài toán đã được 
li quyết. 

ìải: Phương trinh thứ nhất trong hệ được biến đổi thành phương trinh : 

3 +(y+ 5)x 2 + 2^y 2 + Sy + I|x + y 3 + 5y 2 + 4y = 0 (1) 

ch I: Sừ dựng tách và thêm bớt 
Có: 

K* 2k ;ỉ + íỏ' + X 2 + 4x 2 + 2xy + 2x + 2xy 2 + y 3 + y 2 + 8xy + 4y 2 + 4y = 0 

• X 1 (2* + y +1) + 2x(2x + y +1) + y 2 (2x + y +1) + 4y(2x H- y +1) = 0 

.. / 7 ■) \ Ĩ2x + y + l =0 

•(2x + y + l)(x z + y 2 + 2x + 4y) = 0<=> , 

v ' Ị_x 2 + y 2 + 2x + 4y = 0 

ich 2 : Sử dụng sơ đồ Home. 

ICÓ: 

) o 2x 3 + x 2 y + X 2 + 4x 2 + 2xy + 2x + 2xy 2 + y 3 + y 2 + 8xy + 4y 2 + 4y = 0 

. /«,. 2 . _2 . * . \ ~ ị"2x + y +1 = 0 


> (2x + y + l)(x 2 + y 2 + 2x + 4yì = 0 o 


X 2 +y 2 +2x + 4y = 0 


rường hợp ) : 2x + y +1 = 0, kết hợp với phương trình thứ hai trong hệ ta có 

rí 2 -vtĩ 


|2x + y + ỉ=0 |y = -2x-l 

X 2 +y 2 +2x + 5y + 2 = 0 [5x 2 -4x-2 = 0 


-9 + 2VỈ4 
5 

2 + SỈĨÃ 


-9-2>/Ĩ4 


Truờng hợp 2 : x 2 + y 2 + 2x + 4y = 0, kết hợp với phương trình thứ nhất trong 
hệ ta có hệ : 


75 
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Bình luận : Các bạn clní ý, khi chọn y = 0 và tìm b xong. Qua các vĩ dụ trước đó 
các bạn chú ý quy trinh tim a có một mẹo nhô là các số chọn tiếp theo cho y 

thường là các số là ước số của hệ số đứng trước X . 0 trong bài toán ta có hệ sô 
đứng trước X 3 là số 2 và các ước sổ của nó là ±1,±2 , trong bài toán có ba giá 
trị của b ứng với mỗi giá trị ta sẽ thử với một cặp ước số đã nói, ta sẽ tìm được 
mối quan hệ giữa x,y . Mặt khác nếu ta tính không ra giá trị b không nguyên 
thi khả năng phân tích là không khả thi vi sẽ rác rối về nhân từ và lúc đó có thê 
bài toán yèư cầu kết hợp cà hai phương trình để có nhân tử chung. Theo một 
quy tắc nào đó cho người giái ncn người chế đề thông thường họ ít làm khó học 

sinh ở hệ số X 3 lớn hơn 4. Còn nếu lớn hơn thì hoặc là trong bài toán phải có 
hướng đi bẳt nhân từ rõ ràng như ví dụ 2 hoặc là một cách khác để bắt nhân từ. 
Còn nếu vẫn sử dụng định hướng này chắc là người chế đề quá khó chăng? 
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Hệ phương trình có chứa một phương trình hoặc cả hai phương trình có 
thể sử dụng hằng đẳng thức trực tiếp hoặc gián tiếp bằng phép nâng lũy 
thừa để có nhân tử chung. 

Đặc điếm nhận dạng thường gặp của hệ này là khi chúng ta biến đối một hoặc 
cả hai phương trình chúng ta sẽ gặp một hằng đăng thức quen thuộc. 



(x-y) 2 +2(x-y) + l = 0 
[^5x 2 +11 =3y-5 + ự5y 2 -10x-l 


(x,yeũ) 


Phân tích : Với hệ này, ta nhận thấy phương trình thứ nhất có hình thức nhẹ nhàng 
nên ta sẽ bắt đầu từ phương trình này vì cấu trúc phương trình hai không cho 
nghỉ đến phép biến đối nào bắt đầu từ đó đe tìm mối liên quan giữa hai biến. 

Cụ thế ta có phương trình thứ nhất được biến đối thành : 

X 2 + y 2 - 2xy + 2x - 2y +1 = 0 (l) 

Không khó để nhận ra (l) là hằng đẳng thức của (X - y +1) 2 . 

Do đó từ (l) ta có : (x - y +1) 2 = 0 <=> X - y +1 = 0 <=> y = X +1. 

Như vậy xem như bài toán được giải quyết. 

Lòi giải: Điều kiện : 5y 2 - lOx -1 > 0. 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 

X 2 + y 2 -2xy + 2x-2y + l = 0 <^>(x-y + l) 2 =0<^>x-y + l = 0<^>y = x + l. 
Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 


ự5x 2 + ll=3(x + l)-5 + ^5(x + l) 2 
<=> Vsx 2 +11 - yỊsx 2 + 4 = 3x - 2 (2) 
Từ (2) ta có : ^5x 2 +11 > ^5x 2 +4 = 


-10x-9 


•3x-2>0<=>x>^. 

3 


Xét hàm số f(x) = ^5x 2 +11 -\Ị5x 2 +4 - 3x + 2, Vx> —. 
Ta có : 

f'(x) = ———- . = -3 = 5x 


7 


5x z +ll \fịx z +4 


3Í 


5x z +ll ^x z +4 


-3<0,Vx> 


■ J 


3 


Do đó ta có hàm số f(x) luôn đồng biến với x>— nên f(x) = 0 nếu có 

nghiệm thì nghiệm đó là duy nhất. 

Mà f( 1) = 0 nên (2) có nghiệm duy nhất X = 1 => y = 2 . 

Đối chiếu điều kiện ta có hộ có nghiệm (x,y) = (l;2). 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Bình luận: Bài toán trên là một bài toán cơ bản nếu thuần thục hằng đắng thức về 
cách nhìn và nhận biết thì sẽ không có khó khăn trong lúc giải. 


Ví dụ 2 : Giải hệ phương trình 

64 3 3 


(xy-2) +6y = 3 

1 


V X x"7 


\ 

3 + - 


y(y-12x) + -Z_ 


f3 3 

5 


( 1 ,ì 

+ 87 

= 15 

u ) 

! J 


lx 2 ) 


1 y( x >y eD ) 


Phân tích : 

Với hệ đang xét, không cần phải suy tính điều gì mà bắt đầu ngay với phương 
trình thứ nhất trong hệ. 

Phương trinh thứ nhất trong hệ được biến đối trở thành phưong trình : 

(xy-2) 2 +6y- — + -^- = 0<=>(xy-2) 2 + 2(xy-2)- — + ị — =0 

XX- X ^x; 

í „ 3 


, 3r 3 

<=> xy - 2 + — = 0<íí>xy-2 + — = 0« 

X) X 


xy = 2 - - 

X 

2 3 

y=77 --T 

X X 


Ớ đây chúng ta suy nghỉ rút như vậy là vì trong phương trình thứ hai trong hệ 
chứa cả y, xy. 

Và như vậy ta xem như nút thắt của bài toán đã được giải quyết. Giờ ta vào giải 
bài toán trực tiếp. 

Lòi giải: 

Điều kiện X ^ 0. 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 

= 0 


(xy-2) 2 +6y- — + -^- = 0<=>(xy-2) 2 +2(xy-2)- —+ — 


x; 


í 


<=> 


3 


3 


xy - 2 + — =0<=>xy-2 + — = 0<=> 

\ x) X 


xy = 2 - 


3 


y=--~ĩ 

X x~ 


Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 


r n 

7 2 3 ' 

2 3^Ị 

3h— 

ọ 

-12 2-- 

l xj 

7 X X 2 ) 

V xj 


, 12 , 20 
+ —T H—2 + 63 

X X 



( 1 

= 15 

) 

lx 2 ) 
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( 


<=> 


1 


3 + 

V xy 

1 


í 


4 2 

V X X 


12 3 


( 1 

+ — + 21 

1 = 5 

-2+1 

X ) 


lx 2 ) 


(*) 


Đặt t = —, ta có (*) trở thành phương trinh : 


( 3 + t )( 


3t 4 + 8t 2 + 12t + 21l = 


) = 5(t 2 +l) 3 (l). 


\ 2 o / \ 3 

Ta biến đổi (l) thành phương trình : (3 + t) 3^t 2 + lj~ +2(3 + t) 2 = 5^t 2 +lj . 


<=> 


<=> 


3 + t 
vt 2 +1 


3 + t 
vt 2 +1 


3 + 2 


3 + t 


V 2 ' 


-1 


vt 2 + ly 


■ 3 + t 
t 2 +l 


= 5^2 


3 + t 

.771 


+ 3 


3 +1 

u 2 +u 


-5 = 0 


+ 2 


3 + t 

vt 2 +1 


+ 5 


= 0 


3 + t 

<^>^—= 1 vì 2 

t 2 +i 


3 +1 

771 . 


+ 2 


3 + t 

u 2 +u 


+ 5>0,Vteũ 


<^>t -t-2 = 0<í4> 



"I =-1 r 

"t = -l 

X 


<=> 

t = 2 

1 „ 


- = 2 


_x 


x = -l=>y = -5 

X = ị- => y = -8 
2 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ phương trình là 


(x,y) = j(-l;-5)0;-8jj. 

Bình luận : Ớ cách giải ở phương trinh thứ hai nếu ta cứ mặc nhiên khai triến thì 
sẽ gặp phương trình bậc 6 với nghiệm đẹp ta hoàn toàn có thế giải được. Tuy 
nhiên, nếu gặp nghiệm “không đẹp” thì chắc cũng khó khăn. Cách giải trên dựa 

trên tính tinh tế của các đại lượng mà ta chú ý trong bài đó là 3 + t,t 2 +1 và 
bằng hệ số bất định ta cần tách : 

3x 4 +8x 2 +12x + 21 = m(3 + t) 2 + nỊ7 + lj 


Cân bằng hệ số hai vế phương trình này ta sẽ tìm được m = 2,n = 3 và có lời 
giải như trcn. 


Ví dụ 3: Giải hệ phương trình < 

4x 2 - y 2 +9 = 2(y-2x)(3 - y) 

x(y-x) 2x(x 2 +y-2) + 2 1 (x,yeũ) 


X 2 + 2 1 y 2 -2x 2 — 9x-7 ! ■' 


79 




















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Phân tích : Với hệ này, do cấu trúc quá phức tạp của phưong trình thứ hai nên 
chúng ta chuyến qua phương trình thứ nhất trong hệ có cấu trúc đơn giản hơn. 
Phương trình thứ nhất trong hệ được biên đối thành phương trình : 

4x 2 -y 2 + 9 = 2^3y-y 2 - 6 x + 2xyj <=>4x 2 + y 2 +9-4xy + 12x-6y = 0 

Và chúng ta nhận thấy đắng thức cuối cùng mang dáng dấp của hằng đắng thức. 
Thật vậy, ta có : 

4x 2 + y 2 + 9 - 4xy + 12x - 6 y 

= (2x ) 2 + y 2 + 3 2 - 2 • 2x • y + 2 • 2x • 3 - 2 • y • 3 = (2x - y + 3 ) 2 

Và như vậy ta sẽ có : (2x -y+ 3 ) 2 = 0<^>2x-y + 3 = 0<»y = 2x + 3. 

Bài toán đã được giải quyết. 

Lòi giải: Điều kiện : y 2 - 2x 2 - 9x - 7 5* 0 . 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 

4x 2 -y 2 + 9 = 2^3y-y 2 - 6 x + 2xyj <=>4x 2 + y 2 +9-4xy + 12x-6y = 0 


<^> (2x -y + 3) 2 =0<^>2x-y + 3 = 0<^>y = 2x + 3 
Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta có phương trình : 


[(x + 3) 2 x 1 X + 2 x + lj + 2 x(x + 3) 2 x 3 + 4 x 2 + 2 x + 2 

v ' 1 v ' - = 1 + X o V- - +-— -= 1 + X 




- 1 ---—- 

+ 2 (2x + 3) -2 x 2 -9x-7 

(x + 3) 2x 3 +4x 2 +2x + 2 


X 2 +2 


2x +3x + 2 




X 2 +2 
2x 2 +3x + 2 
X 2 +2 


- X = 2 


2x +3x + 2 

. = 2 ( 2 ) 


X 2 +2 


2x / +3x + 2 


Đặt t = 


2x-+3x + 2 Ị 


X 2 +2 


X 2 +2 


2x 2 +3x + 2 
X 2 +2 


t 2x +3x + 2 
2 _ 


-,t > 0 vì 


2 X + : 


X 2 +2 


> 0 . 


Lúc đó ta có: (2)<=>t + - = 2<=>t 2 -2t + l = 0<=>t = l<=> +3x + 2 _ 1 

' t X 2 + 2 


x“ + 3x = 0 <^> 


X = 0=> y = 3 
X = -3 => y = -3 
Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ phương trình là 
(x.ỵ) = J(0.3);(-3 ; -3«. s 
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Bình luận : Ớ cách giải phương trình ( 2 ) các bạn có thế thực hiện phép quy đồng 
và nhân phân phối ra hết thì cũng có kết quả như vậy. 


Ví dụ 4: Giải hệ phương trình < 

f24(x-y)_ , 

ị x + y^ 

l x y ) 

32 n 

= 2— + 9xy 

v x y (x,yeũ). 


sỊx + ^y-3 =. 

ự(x + l)(y-2) 


Phân tích : Với hệ này ta thấy phương trình thứ nhất có cấu trúc khá phức tạp, 
phương trình thứ hai chứa căn thức khá nhiều nhưng lại là phương trình căn 
thức cơ bản nên trước tiên ta sẽ nâng lũy thừa ở phương trình thứ hai đế làm 
giảm căn thức của phương trình thứ hai cộng với việc khử bớt đại lượng y có ở 
vế sau và tạo được thêm đại lượng 3x có trong căn thức sau khi nâng lũy thừa 
ở vế trái. 

Cụ thế ta có phương trình thứ hai được biến đối thành phương trình : 

X + y- 3 + 2^x(y-3) = xy - 2x + y - 2 <=> X (y - 3 ) -2^x(y-3) +1 = 0 


Phép biến đổi cuối cho ta được một hằng đẳng thức ị^<Jxỹ^3x -lỴ = 0 . 

Tới đây ta sẽ có mối quan hệ giữa hai biến X, y là xy = 3x +1. Neu đế vậy thế 
vào phương trình thứ nhất trong hệ ta vẫn giải được nhưng khá phức tạp và khó 
khăn trong việc khai triến tính toán. 

Do đó ta chọn lựa phương án biến đối tiếp phương trình thứ nhất trong hệ đế 
được hình thức gọn gàng hơn. 

Ta có phương trình thứ nhất được viết lại là : 


24(^ + ựỹ)-16 


ỉ 

yj 


32 

yl*ỹ 


+ 9xy 


Với phương trình này ta không khó nhận ra cái đại lượng sau đây sắp xếp lại sẽ 
được một hằng đẳng thức, đó là : 

32 1 2 n ,/ 1 1 >2 


16 


1 

yj 


y/xỹ 


= -16 




Do đó ta biến đối tiếp phương trình thứ nhất về phương trình : 


-s/x+^/ỹỴ / Ị— 

«16 -24(Vx4 

V v x y 


— 9xy = 0 


(ựĩ + ựỹ) + 9xy = 0 


Và tới đây, không khó đế nhận ra phương trình cuối cùng được biến đối của 
;pỊ]ự ; ợng tgỊiịih ỊịỊiịỊr nỊỊ^t:ịỊỊ;ongị:ỊỊệ tỊỊỊợngịđưppg vớigiỊ 
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4 -3^Jxỹ =0 <=>4^n/x+ ựỹj = 3xy<^>16Ịx + y + ^/xỹj = 9x 2 y 2 

V V v x y )) 

Lúc này kết hợp với kết quả thu được ở phương trình thứ hai ta thực hiện phép 
thế sẽ đơn giản hơn. 


. i X > u 

Lòi giải: Điêu kiện : \ 

[y>3 

Phương trình thứ hai trong hệ được biến đối thành phương trình : 

X + y-3 + 2yJx(y-3) = xy - 2x + y - 2 <=>x(y-3)~2yjx(y-3) +1=0 

^ xy = 3x +1 

++ Ụxy-3x -1 j = 0 <^> ựxy -3x-l = 0<=>xy-3x-l = 0<=>> 1 (l) 

y — h 3 

l X 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 
24(ựx+ựỹ)-16Í- + -ì = ^L + 9xy 

v ’ u yj x/xỹ 

f ì , A 2 

«24(^ + ^)-16 -^ + 4= -9xy = 0 

W x V yj 


« 1 6Ỉ ĩ - 24( T + T) 9xy = 0 » [ÁỈTcẤL ì - ìTỹ) = 0 

Ty ) {{Ty ) J 

•»4^n/x+ ựỹỊ = 3xyc^l6Íx + y + ^/xỹ) = 9x 2 y 2 ( 2 ) 

Thế ( 1 ) vào (2) ta có phương trình : 

16^x + —+ 3 + %/3x + l j = 9(3x + l) 2 <=>81x 3 +38x 2 -39x-16-32x-v/3x + l =0 
<»81x 3 +6x 2 -71x-16 + 32x(x + l-ự3x + l) = 0 

<>(x 1)(81X“ - 87.X 16) • 32x •— x( -0 

’ X -1 - v3x -1 

( 32x 2 ì 

< >(x -I) 81x 2 +87X + 16 +- , -()(*) 


X +1 + 3x + 


Nhận xét với X > 0 ta có : 81x 2 +87x + 16h- '——ị - > 0. 

X +1 + V3x +1 


Dọ đó từ (*) ta có X -1=0 +=> x = 1 =>4 
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Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x, y) = (l;4). 

Bình luận : Bài toán là sự phối hợp cả hai phuơng trình đều được về hằng đắng 
thức. Nói cách khác thì kỉ thuật nhân tử chung bằng hằng đắng thức là một bài 

toán mà ở đó chúng ta hay bắt gặp nhân tử chung có được ở dạng f ■ 2 (x, y) = 0 
hoặc f 2 (x,y) + g 2 (x,y) = 0 hoặc là f 2 (x,y)-g 2 (x,y) = 0 . 


Ví dụ 5: Giải hệ phưong trình 
2^y + 3(2x + l) - sỊỹ = 3^2x + l 

(y - X - 2) Ịl 5 - 2x 2 j + 6 = (%/x + 2 - .ựy - X - 3) 


(x,yeũ) 


Phân tích: Không quá khó đê nhận ra hệ này chúng ta không khai thác được gì từ 
phưong trình thứ hai. Phưong trình thứ nhất buộc lòng cần quan tâm. Trước tiên 
ta sẽ chuyển vế và dùng phép nâng lũy thừa để giảm bớt căn thức rồi sau đó sẽ 
tiến hành tiếp các phép biến đối cần thiết và nhận định về phép biến đối cuối 


cùng ta có được. 

Cụ the ta có phưong trình thứ nhất được biến đối thành : 

2^y + 3 (2x +1) = 3n/2x +ĩ + yịỹ <=>4(y + 6 x + 3) = 9(2x + l) + óựy (2x +1) + y 

<=>24x + 4y + 12 = 18x + y + 9 + 6ựy(2x + l)<=>2x + l-2ựy(2x + l)+y = 0 


2 

< > ( V 2x -1 ựy) = 0 <=> y/2x +1 = sỊỹ <=> y = 2x +1 


Như vậy xem như đã có gõ được nút thắt quan trọng của bài toán. Vậy xem như 
bài toán được giải quyết. 

(y + 3(2x + l)>0 


Lòi giải : Điều kiện : 


y > 0 

1 

x>-ị 

2 


y-x-3>0 


(*) 


Từ phưong trình thứ nhất trong hệ ta có phưong trình sau : 

2yjy + 3(2x +1) = 3-v/2x +1 + yfỹ 4( y + 6x + 3) = 9(2x +1) + 6^y (2x +1) + y 

^24x + 4y + 12 = 18x + y + 9 + 6ựy(2x + l)<»2x + l-2ựy(2x + l) + y = 0 

<=>(\/2x + l -\ỊỹỴ - 0 < > \/2x • i = yjỹ y = 2x + l 
Thay vào phưong trình thứ hai trong hệ ta được phưong trình : 

(x-l)^15-2x 2 j + 6 = Ị^x + 2 -^x-2^ ( điều kiện x>2 ) 
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<=>-2x 3 + 2x 2 + 15x-9 = -16 + 8x|x--\/x 2 - 4 Ị 
<=>2x 3 -2x 2 -1 lx- 7 + 4xỊ2x- l-2-\/x 2 -4 j = 0 

«(x + l)( 


2x" -4x-7Ì + 4x 


2x -4x-7 


2X-1 + 2 


■\/x 2 ~ 


= 0 


/ 0 \ 

4x 

2x-4x-7 

x + ^ + r~T — 

V / 

i, 2 x-1 + 2a/x 2 -4 ) 


Với điều kiện X > 2 ta luôn có : X +1 + 


Do đó từ ( 1 ) ta có : 2x 2 - 4x - 7 = 0 <=> 


= ° (!) 

4x 


2x-1-2a/x 2 -4 
2 + 3^2 

X = —— 

2 

2 - 3*72 

X =- ; — 


> 0 . 


Vì X > 2 nên X = 


2 + 3 ^ 


= 3(l + >/2). 


Đối chiếu điều kiện (*) ta có nghiệm của hệ phưong trình là 


(*,y) = 


r 2 + 3^2 A 


-;3 + 3n/2 


V 7 

Bình luận: Thông qua bài toán này, chúng tôi muốn lưu ý các bạn nếu trong hệ 
chứa một phương trình gây quá nhiều khó khăn đế tìm mối quan hệ mà trong hệ 
lại có một phương trình có hình thức nhẹ nhàng hơn và chứa dạng phương trình 
cơ bản thì cứ thử tư duy logic việc nâng lũy thừa đe làm giảm căn thức và tìm 
hiểu sâu vào các phép biến đổi tiếp theo có giúp gì cho chúng ta. Đó là việc tư 
duy cho bài toán, tuy nhiên tùy vào bài toán mà ta sẽ có cách chọn lựa phương 
pháp thích họp. 

Ví dụ 6 : Giải hệ phương trình : 

6x(x + l)-4xy + l = 2(x + l)-^x 2 + y - (y-1) 2 
x 2 y + 4^x 2 - 4 ) 


^2x 3 +x 2 -16 


7x 2 y+ 3x 2 -112 


(x,yeũ) 


Phân tích : về cấu trúc bài hệ thì từ phương trình thứ hai trong hệ có biến đối thì 
cũng không thu được kết quả nào khả quan. 

Do đó chúng ta sẽ chuyến trọng tâm sang phương trình thứ nhất. Ta biến đối 
phương trình thứ nhất trở thành phương trình : 
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6x 2 + 6x - 4xy +1 - 2(x +1) \Ịx 2 + y + y 2 - 2y + l = 0 . 

ở phương trinh này chúng ta nhận thấy có đại lượng 2(x + l)rix 2 + y làm ta 
liên tưởng tới hằng đẳng thức (a - b) 2 

Mặt khác nhận thấy rằng nếu cho y = 2x +1 => ^x 2 + y = Vx 2 + 2x + I = x +1. 
Và với y = 2x +1 thì ta thấy phương trinh này nghiệm đúng 

Như vậy có khả năng đại lượng -2(x + lWx 2 +y có được xuất phát từ hằng 

đẳng thức này chăng ? Đó là : Ịa^x 2 + y - (x +1)j = 0. Và như thế ta thử tách 

phương trình thứ nhất theo chiều hướng này xem sao ? 

Cụ thể ta có : 

X 2 +y-2(x + l)^x 2 + y+ (x + l) 2 +4x 2 +4x-4xy + y 2 -2y + l = 0 


Tới đây ta để ý thấy được : 4x 2 +y 2 + l-4xy+ 2y+ 4x = (2x - y+ l) ? 

Và như vậy phương trinh thứ nhất được biến đối gọn lại thảnh phương trình : 

I o / , ,\\ 2 , 1 \ 2 ^ [jx 2 + y = x + 1 [x + l>0 

v v ; Ịy = 2x +1 ừ = 2x + l 

Như vậy xem như nút thắt của bài toán đã được giải quyết. 

' 2 


Lòi giải : Điều kiện : 


X +y>0 

2x 3 + X 2 - 16 > 0 (*) 

y^i 


Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình 
X 2 + y-2(x + l)^x 2 + y + (x +1) 2 +4x 2 +4x -4xy + y 2 — 2y + 1 =0 

«( N P^-(x + l)) 2 + (2x-y + l) 2 =0«|^ỹ = ’‘ + 1 «|^-‘ +i . 

Thay vào phương trinh thứ hai trong hệ ta được phương trình : 

X 2 (2x +1) + 4x 2 -16 _ 7x 2 (2x +1) + 3x 2 -112 
\/2x 3 + X 2 -16 2x 


2x 3 +5x 2 -16 _ 14x 3 +10x 2 -112 
a/2x 3 +x 2 -16 _ 2x 

Đặt ạ = 72x 3 + X 2 - 16, a > Ọ . 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Ta có nhận xét: 


2x 3 + 5x 2 -16 = a + 4x 2 


14x 3 +10x 2 -112 = 7Í2x 3 +x 2 -16j + 3x 2 =7a 2 +3x 2 
Do đó ta có (l) trở thành phưcmg trình : 
ạ+4x^ = 7ạ^h3x^ ^2x(a + 4x 2 ) = a(7a 2 + 3x 2 ) 

<»8x 3 -3ax 2 +2ax-7a 3 = 0<»(x-a)Ị8x 2 + 5ax + 7a 2 Ị = 0 


7a 2 +3x 2 


<»8x 3 -3ax 2 +2ax-7a 3 = 0<»(x-a)Ị8x 2 + 5ax + 7a 2 =0 


<=>x = a vì 8x 2 +5ax + 7a 2 >0 


<=> v2x 3 + X 2 — 1 6 = X <=> 


2x 3 + x 2 -16 = x 2 


<=>x = 2=>y = 5 


(x,yeũ) 


Đối chiếu điều kiện (*) ta có nghiệm của hệ phương trình là (x,y) = (2;5) . 

Bình luận : Trong lời giải phân tích các bạn sẽ có thắc mắc là căn cứ vào điều gì 
mà chúng tôi lại cho y = 2x +1. Câu trả lời đó chính là sự dự đoán của chúng ta 
về hằng đắng thức. Nếu hằng đắng thức này đúng thì nghiệm xảy ra tại dấu 
bằng phải thỏa phương trình. Và điều đó đã đúng nên hướng tiếp cận tiếp theo 
là biến đồi để thu được một đại lượng hằng đẳng thức tiếp theo dựa vào biểu 
thức còn lại có các đại lượng cho phép có thể biến đổi theo ý tưởng đó. Một ý 
tưởng có thế khơi được sự thành công, nhưng không ý tưởng nào sẽ chắc chắn 
sẽ dẫn tới một thất bại. 

Ví dụ 7: 

y-5^3x 2 - lj-12x = 2(x -2)ựy + 2 

Giải hệ phương trình < _ __ (X, y e □ ) 

5x 2 (^y + 2+2) = 2(l-4x + Vl0x-3) 

Phân tích: Với hệ này, ta rõ ràng nhận thấy mối liên quan giữa hai phương trình 
với đại lượng yỊy + 2 nhưng sẽ rất khó biến đồi từ phương trình thứ hai. 

ơ phương trình thứ nhât ta có thê ân phụ hóa căn thức đê đưa vê phương trình 
bậc hai theo y nhưng nếu ta tinh ý ta sẽ có biến đối sau : 

y + 2-2(x-2)ựy + 2 + x 2 -4x + 4-16x 2 -8x-l = 0 

<=>y + 2-2(x-2).ựy + 2 +(x-2) 2 =(4x + l) 2 <=>Ị^y + 2 -x + 2^~ =(4x + l) 2 

,/y + 2- x + 2 = 4x + l Jy + 2 = 5x -1 ,-- — -- 

yjỹ+2 - X + 2 = -4x -1 yỹ +2 - -3x - 3 
Ta biến đổi được như vậy là do điều kiện của hệ. 


■tjy+2 = ' 
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Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


Như vậy xem như ta đã tìm được mối quan hệ đế thực hiện phép thế. Vậy xem 
như hệ được giải quyết. 

y>-2 


Lòi giải : Điều kiện : 


3 • 
x>^- 

10 


Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối trở thành phương trình : 
y + 2-2(x-2)yjy + 2 + x 2 - 4x + 4-16x 2 -8x-l = 0 

<»y + 2-2(x-2)^y + 2 + (x-2) 2 =(4x+l) 2 <=>Ụy + 2 - X + 2Ì =(4x + l) 2 

Jy + 2 - X + 2 = 4x +1 |~Jy + 2 =5x-l ,-- rr - 

ựy + 2-x + 2 = -4x-l lsjy + 2 =-3x-3 

3 1 

Tacó (l) vì x>-^-=>5x-l>-^-, -3 x-3<0. 

W 10 2 

Thay \jy + 2 — \j5x -1 vào phương trình thứ hai trong hệ ta có phương trình : 
5x 2 (ựỡx I + 2 ) = 2(1 - 4x + ựl0x-3) 

<^>5x 2 'j5x-ỉ +10x 2 +8x-2- 2\40x 3 =0 
<=> 5x 2 ự5x -1 + 2x(5x -1) + lOx - 2 - 2 V 1 OX - 3 = 0 


«x>/5x-l 5x + 2V5x-l +10x-3-2Vl0x-3+l = 0 


oxõx 1 (NX — 1 ~2v3x 1 • lỊ~(\IO.\ 3 - 1 ) = 0 

<=> x^5x -1 ỊV5x -1 + lj •• (vlOx 3 -lì =0 

j ựỡx I -1 = 0 Í5x-l = l 2 .1 -— 

oị ^ ,1 '_ ì ^ x = ị^s[ỹ+ĩ = l ^y = - 1 - 

\. IOx 3 1-0 [I0x-3 = 1 5 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ phương trình (x,y) = Ị^;-l j. 

Bình luận : Bài toán này chỉ cần tinh ý biến đối phương trình thứ nhất về dạng 

A 2 - B 2 = 0 đây cũng là một điều đáng quan tâm và chú ý. Phương trình thứ 
hai được giải quyết theo phương pháp đưa về tổng hai số không âm 

A 2 + B 2 = 0 . Cả hai phương trình trong hệ đều có thể sử dụng hằng đẳng thức 
và các tính chất đặc biệt đe giải quyết. Tuy nhiên ở phương trình thứ hai các 
bạn có thế chọn lựa giải quyết cách khác như liên hiệp... 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Ví dụ 8: Giải hệ phương trình 

.2 f 


2x + 4y 


xy 


+ 1 = 4 (x + y) 


' 2 _ 3 _' 

vỹ V 


Jx 2 + 5x + 2y + xy + 6 - 2x^x(y + 3)" = -v/x + ựy + 3 


(x,yeũ) 


Phân tích : 

Hệ phương trình có cấu trúc khá đồ sộ ở cả hai phương trình trong hệ. Tuy 
nhiên ta quan sát thấy phương trình thứ hai trong hệ bên vế trái trong căn có 
chứa một biếu thức chứa biến khá đồ sộ và đặc biệt có sự xuất hiện của đại 

lượng 2xựx(y + 3) nên ta có thể liên tưởng tới hằng đẳng thức. 

Nếu ta xem a = x,b = ^x(y + 3) thì ta có : a 2 +b 2 = X 2 + xy+ 3x . 

Mặt khác ta nhận thấy biểu thức trong căn chứa hai đại lượng X 2 , xy do đó ta 
tiến hành tách biếu thức trong căn vế trái như sau : 

X 2 + 5x + 2y + xy + 6-2x^|x(y + 3) = x 2 -2xJx(y+ 3) + xy+ 3x+ 2(x+ y+ 3) 
= (x-ựx(y + 3)Ị 2 +2(x + y + 3) 

Như vậy sau khi biến đối ta vẫn chưa có thế phá căn thức dù đã tách được hằng 
đẳng thức. 

Tuy nhiên, quan sát vế phải ta có tổng yỊx + ^Jy + 3 , đại lượng này sau khi nâng 
lũy thừa sẽ xuất hiện X + y + 3 và ựx(y + 3) . Do đó ta tiến hành nâng lũy thừa 
phương trình thứ hai trong hệ đế giản ước bớt đại lưcmg X + y + 3 và làm giảm 
độ phức tạp về hình thức cho phương trình thứ hai. 

Cụ thế, nâng lũy thừa hai vế phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương 
trình : Ịx-ựx(y + 3)j +2(x + y + 3) = x + y + 3 + 2^x(y + 3) 

<=>|x- 


(x-ựx(y + 3)Ị +x + y + 3-2ựx(y + 3) = 
(x-ựx(y + 3)) +(v/^-ựỹ+3) 2 =0 (1) 


<=>^x- 

Và như thế với phương trình thứ hai sau phép nâng lũy thừa không những làm 
gọn phương trình mà còn dẫn đến một kết quả đẹp cho một tính chất vừa được 
sử dụng ở ví dụ trước đó . 

,, íx = Jx(y + 3) 

Thật vậy ta có : (l) <=> ^ v _ _ <=> X = y + 3 . 

|y* =v y+3 
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Tới đây ta có thế sử dụng phép thế vào phương trình thứ nhất trong hệ thì xem 
như hệ đã được giải quyết. 

Tuy nhiên nếu ta tinh ý sẽ thấy phương trình thứ nhất là phương trình đắng cấp 
với hai biến X, y . 

Mặt khác từ phương trình thứ hai được viết lại: 

2x 2 + xy + 4y 2 _ 
xy 

Ta suy ra được xy > 0 => y > 0 . 

Do đó ta biến đối phương trình thứ hai trong hệ về phương trình sau : 





Và tới đây, thông qua các phép biến đổi về hằng đẳng thức ta đưa hệ ban đầu về 

x = y + 3 

một hệ không thê nào cơ bản hơn được nữa đó là hệ : < X 

ỹ 

Và như vậy xem như hệ được giải quyết hoàn toàn. 

, fx > 0 

Lòi giải : Điêu kiện : < 

[-2<y*0 

Phương trình thứ hai trong hệ được biến đối thành phương trình : 
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^(x-ựx(ỹ+3)Ị 2 +2(x + y + 3) = N/x + ựy + 3 
<=>Ịx- ựx(y + 3)Ị +2(x + y + 3) = x + y + 3 + 2ựx(y + 3) 
<^>Ịx-^x(y + 3)j + x + y + 3-2^x(y + 3) =0 
«(x-ựx(y + 3)Ị +(%/x-ựy + 3) 2 =0 


Jx = ựx(y + 3)^ 

[ựx=ựỹT3 

© Cách 1 : Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 

2(y + 3) 2 +4y 2 / (2y + 3)(6-y) 7y 2 +15y + 18 | -2y 2 +9y + 18 

y(y+3) V y(y +3 ) y(y+3) V y(y +3 ) 

y(y + 3)>0 

^ 7y 2 +15y + 18 = 4^y(y + 3)(-2y 2 +9y + 18) 
y(y + 3)>0 

16y(y + 3)(-2y 2 +9y + 18) = (7y 2 +15y + 18) 2 

íy(y + 3)>0 fy(y+3)>0 

[8l(y-l) 2 (y + 2) 2 =0 |['ĩ_ 2 

© Cách 2 : Phương trình thứ hai trong hệ được viết lại thành phương trình : 


2x 2 + xy + 4y 2 


- 4 MH) w 


, , _/■ VỸ 31 7 

„ , 2x +xy + 4y =2 x + 4 +^y >0 

Từ (*)=>xy>0=>y>0 do < ^ 4 ) 8 


Do đó ta nhân hai vế của (*) cho — > 0 ta có phương trình : 


^2x 2 +xy+ 4y 2 ^ 

. x - 4 

ỉĩ 

^x + y^ 

X 

r 2x-3y^ 

[ xy 1 

y \ 

y 

l y J 

y 

l y J 
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<=> — = 4 <=> X = 4y (3). 


, . , , n X = y+ 3 

Từ (2) và (3) ta có hệ phương trình j 4 <=> 

Đối chiếu điều kiện của bài toán ta có nghiệm của hệ phương trinh là 
(x,y) = (4;l). 

Bình luận : về cấu trúc thì bài hệ có hình thức khá cồng kềnh nhưng cho lời giải 
hết sức thú vị. Bằng những nhận định phù họp thì với một hệ được giải bằng 
hằng đắng thức cho một lời đẹp và rất thú vị. Bài toán trên nếu chúng ta mạnh 
về đánh giá bất đắng thức ta có thế đánh giá trực tiếp phương trình thứ hai trong 
hệ cũng thu được kết quả. Tuy nhiên, ở đây chúng tôi muốn nhấn mạnh về việc 
hằng đắng thức cũng là một phương pháp giải hệ bắt nhân tử chung loại “ duy 
nhất” khá chuấn. Sau đây, chúng ta sẽ tiếp đến một ví dụ điến hình thế loại này 
mà ngoài phương pháp sử dụng hằng đẳng thức ta còn có thể sử dụng các 
phương pháp khác như sủ dụng bất đẳng thức cơ bản để đánh giá hay liên hiệp 
kết họp với bình phương hệ quả (ngụ ý là bình phương chưa rõ về dấu) đó chính 
là đề thi khối A, AI năm 2014. 



Phân tích : Đây là một bài hệ hình thức ngăn gọn nhưng có thê công phá nó ở 
nhiều kỉ thuật khác nhau. Ớ đây chúng tôi muốn nhắm đến kỉ thuật sử dụng 
hằng đẳng thức. 


Quan sát phương trình thứ hai chúng ta biết chắc với những gì đề bài cho chang 
.t.Ịịỏ cộpg.pỊi.á gì. dượ.c; phượpgtrÌỊỊ.h nàỵ r ... ... .......... ......... ............ 


íx = 4 

|y = l' 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Với phương trình thứ nhất ta nhận thấy nó ở dạng phương trình chứa căn cơ bản 
và nếu chuyến vế thì khi nâng lũy thừa sẽ giảm bớt căn thức và khử được đại 
lượng x 2 y kết họp cùng các hệ số cho đặc biệt như đề bài. 

Do đó ta bắt đầu từ phương trình thứ nhất như sau : 

12 - xựl2 - y = yỊỹdĩ- X 2 ) => 12x 2 - x 2 y - 24xựl2~ + 144 = 12y - x 2 y 

^12x 2 -24xựl2-y-12y + 144 = 0«>x 2 -2xựl2-y +12-y = 0 

Tới phương trình này ta đã đạt được hai mục đích khử bớt căn thức và đại lượng 
giống nhau, giờ tiếp theo ta sẽ chăm chú vào nó đế biến đối tiếp vì ta chỉ còn 
mỗi con đường là phải công phá cho được phương trình này tìm nút thắt “nhân 
tử duy nhất” của bài toán. 

Quan sát một chút ta nhận ra ngay phương trình cuối chính là (x -Ựl2-y r = 0. 
Và tới đây nút thắt đã được mở và bài toán được giải quyết. 

_ Í2 < y < 12 

Lòi giải: Điêu kiện : ị ' . 

\-2yỉĩ<x<2 y/3 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành: 

12 - Xyjl2 -y — Jỹị 12 - X 2 Ị => 12x 2 -x 2 y-24x^2^ỹ + 144 = 12y-x 2 y 

<=>x 2 - 2x*JĨ2 -y + 12-y = 0<=>(x- yjl2 - y' =0 


<=> X 


— >/12 — y <=>ị 


X > 0 

y = 12-x 2 


Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 


X 3 -8x-l = 2-\/l0-x 2 <=>x 3 -8x-3 + 2 


(l • vio X ' Ị 


= 0 


<=>(x-3)(x 2 + 3x + lj + : 


<=> (x -3) 


í „ - h 
x-3 


1 + 


'ỊĨÕ- 


X 2 ; 


= 0 


( 


X + 3x +1 + - 


V 


1 + 


\í(> 


X 2 / 


= 0(*) 


2v3 <X < 2 n/3 

Từ điều kiện < X > 0 0 < X < \JĨÕ => T > 0 . 

10-x 2 >0 

Do đó (*) có x-3 = 0«x = 3=>y = 3. 

Đậị:|Chị|ụ đ|ị|ụ k:ị|p tạ^ỊqpghịậỊn cỊỉịặ h| ; |ặ^y: y) =ị:£ỊỊ; 3|)y 
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Bình luận : Bài toán này, đáp án chính thức của bộ là sử dụng bất đắng thức 

2 ^2 

AM-GM và đánh giá cơ bản ab < -———,Va,beũ để có được y = 12-x 2 . 

,2 , 1 — -- x 2 +12-y I 77 7? v + 12-x 2 

Cụ thê ta có: xựl2-y<-— —;^jyịl2-x 2 J <-—- 

Từ đó ta có: xựl2-y + JỹỊl2--x 2 J <12. 

, . w , Íx = ựl2-y 

Dâu đăng thức xảy ra <=> < - - 

|p/ỹ = V12-X 2 

Ngoài ra ta có thể công phá phương trình thứ nhất để thu được y = 12 - X 2 bằng 
ba cách sau : 

© Cách 1 : Sử dụng bất đẳng thức BCS ta có : 

144 = ^xựl2-y + ^y(l2-x 2 )j <(x 2 +12-x 2 )(l2-y + y) = 144 . 

X \ỊỸĨ - X 2 íx>0 

Dấu đăng thức xảy ra khi và chỉ khi , = —T-=— <=> < 

ẶTĨ s Iy=i2-X 2 

© Cách 2 : Sử dụng bất đẳng thức véc tơ. 

Xét hai véc tơ ũ = Ịx,a/i2-x 2 j, V = ^12 - y,x/ỹ) • 


Ta luôn có : u • V < u • v nên ta có: 

xựl2-y+ A |y(l2-x 2 )<^(x 2 +12-x 2 )(l2-y + y) = 12. 


Dâu đăng thức xảy ra khi và chỉ khi u = k-v,(k>0)<=> 


X _ \Jl2-x 2 
Ựl2-y ” yfỹ 


© Cách 3 : Sử dụng liên hợp và bình phương hệ quả. 


= x -y 


Kết họp với phương trình thứ nhất trong hệ ta có phương trình : 

2x^12-y =12 + x 2 -y<=>(x-,ựl2-yj =0. 

Ớ trong lời giải này, chúng ta mạnh dạn liên hiệp là do một nhận xét nếu không 
xét về dấu thì hai đại lượng trong hai căn thức có chung đại lượng x 2 y nhưng 
chúng lại cùng dấu. về mức độ tương đối nào đó thì cách giải dựa trôn nhận xót 
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này, vẫn có thể áp dụng được cho các bài toán nếu sử dụng phép nâng lũy thừa 
thu được nhân tử có thể biễu diễn X theo y (hoặc ngược lại) và cũng có thể biễu 
diễn f(x; y) = g(x ; y) rồi sử dụng cách thế. Các bài toán thuộc thể loại này, 
chúng ta sẽ tiến hành nghiên cứu trong phần hệ phương trình bắt nhân tử chung 
bằng phương pháp liên hiệp ở phần tiếp theo sau đây. 

Có một điều rất chú ỷ thường những bài toán hệ mà trong đó có một phương 
trình phải sử dụng đánh giá riêng biệt không phải kết họp cả hai phương trình 
trong hệ mà được đánh giá bằng bất đăng thức cơ bản mà cấu trúc phương 
trình cho “nhẹ nhàng” thì việc sử dụng phương pháp hằng đăng thức lại khá 
hiệu quả và cho lời giải dê hiếu hơn. 

* Hệ phương trình có nhân tử chung bằng kỉ thuật nhân liên hiệp trong một 
phương trình trong hệ hoặc có đôi lúc là phối hợp cả hai. 

Đây là thế loại nâng cao của kỉ thuật dùng hằng đắng thức. Đe giải được thế 
loại này chúng ta cần có các bước định tỉnh trước như sau : 

+ Trong hệ có các đại lượng có thế khử cho nhau băng phép liên hợp. 

+ Đoán được giá trị làm cho hai vế phương trình băng nhau. 

+ Kết hợp các đánh giá có được từ bài toán đế chỉ ra vế còn lại vô nghiệm. 

+ Sử dụng thuần thục các kỉ thuật biến đoi liên hiệp. 

Đây là một sự phát triển rất tự nhiên của phép trục căn thức và nhân tử chung 
từ phương trình 


Ví dụ 1: Giải hệ phương trình 


[ựx + y + 3x(x + y) = ự2ỹ + 6y 2 
1 X 2 + 2xy + y 2 - 5x - 3y + 2 = 0 


(x,yeũ ) 


Phân tích : cấu tạo của hệ gồm một phương trình bậc hai hai ấn và một phương 
trình chứa căn thức cũng với hai ấn. Theo suy nghỉ tự nhiên, rõ ràng chúng ta 
luôn muốn bắt đầu từ phương trình thứ hai. 

Kiếm tra ta nhận thấy phương trình này tách được nhân tử. Bây giờ ta sẽ tiến 
hành tính delta đê hy vọng có delta là sô chính phương. 


Cụ thể ta có A = (2y-5) 2 -4(y 2 -3y + 2) = -8y + 17. 

Rõ ràng nhận ra được ngay phương trình thứ hai không thế đem phân tích được 
vì khi đó nhân tử sẽ liên quan tới căn thức. Điều phức tạp này, chúng ta không 
chờ đợi. Do đó mọi chuyện phải đố dồn về phương trình thứ nhất. 

Nhận xét cách sắp sếp của phương trình thứ nhất không cho phép ta nghỉ đến 
việc nâng lũy thừa vì căn thức tuy có giảm bớt nhưng đa thức sẽ có số mũ cao 
lên. Và ta cũng chẳng thể làm gì từ nó để có được nhân tử qua các phương pháp 
ta đã xét trên. 

Lúc này, ta sẽ nghỉ đến việc khử liên hiệp bắt nhân tử chung. Nhưng để có được 
điều này chúng ta cần làm các bước như lí thuyết về phần này mà chúng tôi đề 
cập.tới.... ... ... .... ... .. ....... 
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_ , , ị <Jx+ỹ = yỊĩỹ 

® Bước 1: Ta nhận thây nêux = y=>< , do đó ta nhận định có 

[3x(x + y) = 6y 2 

nhân tử X = y 

© Bước 2: Tiến hành nhóm liên hiệp. Từ nhận định ở bước 1 ta có cách nhóm liên 
hiệp như sau : 

JxTỹ-j2ỹ+3(x + y)x + 6y 2 ^ ■—ìr^ = + 3(x 2 + xy + 2y 2 ) = 0 

ựx + y + ự2y v ’ 

x-v ( 1 ^ 

T==T7 , +3(x-y)(x + 2y) = 0<»(x-y) , +x+y+y =0 

ựx + y + ự2y w x + y + v 2 y J 


© Bước 3 : Tiến hành đánh giá phần trong ngoặc, không khó đế nhận thấy từ điều 
kiện của bài là X + y > 0; y > 0 và nghiệm (x; y) = (0; 0) không thỏa hệ nên ta 
luôn có phần trong ngoặc dương. 

Vậy xem như hệ đã được giải quyết bằng phương pháp liên họp. 

. , íx + y > 0 

Lòi giải: Điêu kiện : < 

ly - 0 

Nhận xét rằng với (x; y) = (0; 0) không thỏa hệ nên một trong hai đại lượng 
X + y, y có ít nhất là một số dương. 

Phương trình thứ nhất được biển đối thành phương trình : 

ựx + y-^/2y + 3(x + y)x + 6x 2 ■— *- y —Ị== + 3ịx 2 +xy + 2y 2 ) = 0 

yx + y + \l 2y 

x-v ( 1 ^ 

^ ]==^- Z 7 r= + 3(x-y)(x + 2y)^(x-y) - +x + y + y =0(1) 

ựx + y+ự2y wx + y + y2y J 

Từ điều kiện và nhận xét ở trên ta có : , —== + X + 2y > 0 

ựx + y + ự2y 

Do đó (l) cho ta x-y = 0<=>x = y. Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta 

2 — y/ĩ . 2-^2 

x = ——^=>y = —— 

2 2 2 

được phương trình : 2x“ - 4x +1 = 0 <=> 

2 + -v/2 2 + ‘\/2* 

y = ——^=>y =—©— 

L 2 2 

Đối chiều kiện ta có nghiệm của hệ là 

, V \(l-JĨ 2 -sỊ2^\ (2 + ^2 2 + ^]} 

( x >y)= —r-ỉ^TT- ; —, , ■ 
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Bình luận : Với bài toán này, nếu ta không đưa ra nhận xét thì nếu với điều kiện 
của bài ta kết luận phần trong ngoặc của (1) luôn dương là không chuấn xác. 

. ,_ í2Jx 2 + 5x-y + 2 -2 = Jy 2 + 8x + X , V 

Ví dụ 2: Giải hệ phương trình < ' ■ (x,yeO) 

(2y - Vx + 3 = X +11 

Phân tích : Với hệ này ta nhận thấy, phương trình thứ hai trong hệ rất đơn giản, 
nhưng chính vì sự đơn giản bình dị quá của nó mà từ nó chúng ta chang thế nào 
tìm được mối quan hệ giữa hai biến X, y dù ta sử dụng phép lũy thừa để làm mất 
căn thức. 

Thật vậy, sử dụng phép lũy thừa ta sẽ biến đối phương trình thứ hai trong hệ 
thành : 

x + 3 = x 2 +4y 2 +121 + 4xy+ 22x <=> X 2 +(4y+ 2l)x + 4y 2 +4y+ 118 = 0. 

Đây là một phương trình bậc hai hai ấn, kiếm tra thấy không phân tích được 
nhân tử. 

Do đó mọi sự đổ dồn lúc này giải quyết hệ là ta cần công phá được phương trình 
thứ nhất trong hệ đe tìm mối liên hệ giữa hai biến X, y. 

Ta sắp xếp lại phương trình thứ nhất trong hệ ta có : 

2\jx 2 +5x-y + 2 = \Jy 2 + 8x + X + 2 (l) 

Ớ (1) không cho phép ta nghỉ đến việc nâng lũy thừa vì khi nâng lũy thừa đế 
khử bớt căn thức ta sẽ làm cho các biến tăng lên số mũ và phương trình sẽ càng 
phức tạp nên ta sẽ lựa chọn phương pháp “ép nhân tử” bằng liên họp. 

Nhận xét (1) có hai căn bậc hai nên ta nghỉ đến việc thoát căn bằng một số chính 
phương. 

© Bước 1: Nếu ta thay y = X - 2 ta có : 

2-^x 2 + 5x-y + 2 = 2\Ịx 2 +4x + 4 = 2(x + 2) 

< __ _ 

\Ịỹ +8x + X + 2 — \fx + 4x + 4 + X + 2 = 2(x + 2) 

Từ đây ta có nhận định nhân tử cần tìm sẽ là X - y - 2 . 

© Bước 2 : Sử dụng nhóm liên hiệp. 

<Jx 2 + 5x-y + 2 -(x + 2) + yx 2 +5x-y + 2- -^y 2 +8x=0 

x-y-2 X 2 - y 2 -3x-y + 2 

<=> = -1— — — 0 

^x 2 +5x-y + 2 + x + 2 ^x 2 +5x-y + 2 +\Jy 2 +8x 

x-y-2 (x-y-2)(x + y-l) 

< ^ > — 1 - — 1 = =- 1 — — u 

yx 2 +5x-y + 2+ X + 2 \jx 2 +5x-y + 2 +sjy 2 +8x 
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«(x-y-2) 


( 

1 

x + y-1 

A^x 2 +5x-y + 2 + x + 2 

■ịy} + 5x - y + 2 + <^y 2 + 8x 


= 0 


© Bước 3 : Đánh giá biếu thức liên hiệp. 

Không khó nhận ra phần trong ngoặc cái khó đó là đánh giá đại lượng X + y - 1 

khi mà điều kiện của bài toán chỉ là X > -3, X 2 + 5x - y + 2 > 0, y 2 + 8x > 0 
không giúp ta đánh giá được đại lượng X + y -1. 

Tuy nhiên, từ phương trình thứ hai trong hệ với điều kiện X > -3 ta có đánh giá 
sau : 

2y = ^x + 3 + x + ll>8=>y>4=>x + y>l 

Với đánh giá này thì phần trong ngoặc đã rõ ràng đế kết luận. Vậy bài toán đã 
được giải quyết. 

Lòi giải: 

X > -3 

Điều kiện : <x 2 +5x-y + 2>0 
y 2 + 8x > 0 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 

•ựx 2 + 5x-y + 2 -(x + 2) + -^x 2 + 5x-y + 2 -yỹ 2 +8x =0 

x ~y~ 2 _, x 2 -y 2 -3x-y + 2 =0 

sịx 2 +5x-y + 2 + x + 2 -^x 2 + 5x - y + 2 + ^y 2 + 8x 

(x-y-2)(x + y-l) 


<=> 


<=> 


x-y-2 (x-y-2)(x + y-l) 

A^x 2 ^-5x"-yH-2' + X + 2 A^x 2 + 5x - y + 2 + ^Jy 2 + 8x 

( 


= 0 


<=>(x-y-2) 


( 

1 

4 - 

\ 

x + y-l 

+ 5x — y + 2 + X + 2 * 

y/x 2 + 5x - y + 2 + -ựy 2 + 8x y 


= 0 ( 1 ) 


Từ phương trình thứ hai trong hệ với điều kiện X > -3 ta có đánh giá sau : 
2y = ựx + 3 + x + ll>8=>y>4=>x + y>l. 

Với đánh giá này ta có T > 0 nên từ (l) ta có x-y-2 = 0<=>y = x- 2 
Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 

2(x — 2^ — yỊx + 3 = X + 11 <=> %/x + 3 =x —15 


X -15 > 0 

(x + 3 = (x-15) z (x 2 -31x +222 = 0 


<=> ■ 


<=> 


1X >15 
.2 
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<=>1 


X > 15 


X = 


31-V73 


2 3l+^/7J 11+4ĨĨ 

<=> X = —-— => y = —- : — 


31 + ^ 


(x,yeũ ) 


^31 -1 - '\Ị’~Ị 3 * 27 _j_ ‘\Ị’~Ị'^ị 

Đối chiểu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x, y) = - Y —;-—— 

Ví dụ 3: Giải hệ phương trinh 
1 + yj2x + y +1 = 4(2x + y) 2 + -ựóx + 3y 

(9x + 4y)(ựl9x + 8y-^/l4-x-2y) 2 =5 + 4x + 2y 

Phân tích : Với hệ này chúng ta quan sát thấy cả hai phương trinh đều khó nắm 
bắt được điều gì nhanh chóng. Với phương trình thứ hai, ta thấy độ phức tạp của 
nó khá nhằn vì đã chứa bình phương lại có chứa tích nên việc khai triển nó là 
điều không nên làm. 

Do đó trọng tâm của chúng ta phải xoay chuyến qua phương trình thứ nhất đế 
công phá. Vì ở hệ này ta sẽ loại trừ việc kết hợp cả hai phương trình đe có được 
điều gì đó. 

Phương trình một có hình thức khá giống với phương trình thứ hai như là chứa 
căn thức và bình phương của một biếu thức hai biến. Tuy nhiên nếu quan sát kỉ, 
chúng ta để ý tới hai đại lượng trong căn có dấu hiệu đặc biệt và trong phương 

trình có chứa một hằng thức dạng a 2 -b 2 
Cụ thể, ta có: (6x + 3y)-(2x + y + l) = 4x + 2y-l (*) 

Mặt khác : 4(2x + y) 2 -l = (4x + 2y) 2 -l = (4x + 2y + l)(4x + 2y-l) 

Và như vậy, ở phương trình thứ nhất trong ta sẽ liên hiệp vì như thế chúng ta 
mới có được (*). 

Ta biến đối phương trình thứ nhất như sau : 

^6x + 3y - ^2x + y + l + (4x + 2y) 2 -1 = 0 
4x + 2y-l 


<=> 


^6x + 3y + y/ĩx + y +1 


+ (4x + 2y + l)(4x + 2y-l) = 0 


<=>(4x + 2y-l) 


ựóx + 3y+ ^2x + y + l 


+ 2(2x + y) +1 


= 0 


Với điều kiện 2x + y>0 ta có được biểu thức trong ngoặc dương. Do đó : 
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Tới đây ta có thể giải quyết được hệ đang xét. 

2x+y>0 , 

, , . A ' ' _ ío< 2x + y< 14 

Lòi giải: Điêu kiện :< 14 - X - 2y > 0 <=> < 

, ■ Ị19x + 8y> 0 

19x + 8y > 0 1 3 

Phương trình thứ nhất được biến đối thành phương trình : 
^6x + 3y - ^2x + y + l + (4x + 2y) 2 -1 = 0 

« ẽ- ** + 2y ir\ - , . + (4x + 2y + l)(4x + 2y-l) = 0 


3x + 3y + J2x + y + J 


<tí>(4x + 2y-l) 


3x + 3y + J2x + y + l 


+ 2(2x + y) + l =0 (1) 


Do 2x + y>0 ta có : 


3x + 3y + J 2x + V + ] 


: + 2(2x + y) + l>0 


Nên từ (l) ta có : 4x + 2y -1 = 0 <=> 4x + 2y = 1 (2). 

Phương trình thứ hai trong hệ được biến đối thành phương trình : 

(x + 2(4x + 2y))Ị^3x + 4(4x + 2y) - \ 14-X + 4x -1 ì =5 + (4x + 2y) 
«(x + 2)(ự3x + 4-ự3x + 13) 2 =6«27(x + 2) = 2(ự3x + 4 + ự3x + 13) 2 


27x + 54 = 2 6x + 17 + 2v9x 2 +51x + 52kí>4V9x^ +51x + 52 =15x + 20 


4 

x>-^ 

3 

3x 2 -8x-16 = 0 


15x + 20 > 0 


16 (9x 2 + 5 lx + 52 ) = 225x 2 + 600x + 400' 


4 

x>-- 


x = 4 » 
4 

X = —— 

3 


3 X = 4 => y = 

. 2 


4 19 

X = => y = — 

3 6 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = í4;-^ j . 

Bình luận : Bài toán này chúng ta không sử dụng đoán nghiệm đế liên hiệp mà 
nghiệm của nó hay còn gọi là nhân tử chung của nó có được từ các đại lượng có 
sẵn trong phương trình mà ta muốn liên hiệp. Đây cũng là một điếm chú ý đáng 
quan tâm trong kỉ thuật liên hiệp. 
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Ví dụ 4: Giải hệ phương trình 

3^2y-x-l(Vx + 3 -4\ + dx~-lUy + l +4) = -2(y + 35) 
t J_ __ v ' (x,yeũ) 

(x-y + 3)\/x + 3 =yjy + l 

Phân tích : Hệ phương trình đã cho đầu tiên ta đánh giá là phương trình có hai đại 
lượng lặp lại trong cả hai phương trình trong hệ đó là yfx + ĩ,Jỹ +7 trên 

phương diện nhìn nhận ta có thế ấn phụ hóa rồi giải phương trình. Tuy nhiên về 
định tính ta có thế làm như vậy, nhưng cấu trúc phương trình thứ nhất trong hệ 
khả nhằn nên câu hỏi đặt ra liệu ấn phụ có phải con đường giải quyết tốt chăng ? 
Tuy nhiên, chúng ta dễ thấy rằng phương trình thứ hai trong hệ có hình thức gọn 
nhẹ, nên thử nghỉ rằng ta nên bắt đầu từ phương trình này đế xem có thế rút 
được mối quan hệ nào giữa X, y đế bắt nhân tử chung rồi thực hiện phép thế lên 
phương trình thứ hai đế con đường đi nó đơn giản hơn không? 

Quan sát ta thấy rằng (y + l)-(x + 3) = y- x- 2 = -(x-y + 2). 

Đại lượng thu được sau quan sát khá giống với với đại lượng bên vế trái phương 
trình và vì ta cần có cái quan sát nên chúng ta phải tách và liên hiệp phương 
trình thứ hai thành : 

(x-y + 3)%/x + 3 =yjy + l «(x-y + 2)Vx + 3 =^/y + l -%/x + 3 


<=> 


(x-y + 2)^x + 3 = 


y-x-2 


<=>(x-y + 2) 


■ựy +1 + "\/x + 3 

■\/x + 3 H — 1 - . 

\ sỊy +1 + vx + 3 


= 0 


Rõ ràng với điều kiện đang xét phương trình cuối cung chỉ thu được 
x-y + 2 = 0,và như vậy xem như ta đã có nhân tử chung và thực hiện phép thế 
đế giải phương trình thứ nhất nữa là xem như bài toán được giải quyết. 
fx + 3>0 
y +1 > 0 


Lòi giải: Điều kiện: 




X>1 

y>-l 

2y-x -1 > 0 


X-1>0 
Ị2y-X-1>0 

Phương trình thứ hai trong hệ được biến đối thành phương trình : 
(x-y + 3)Vx + 3 =-y/y + l<=>(x-y + 2)Vx + 3=ựy + l--y/x + 3 

y-x-2 


<=> 


(x-y + 2)^x + 3 = 


7 y +1 + sịx + 3 
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( 

<=>(x-y + 2) y/x + 3 - 

V 


v J T 

Với điều kiện X > 1, y > -1 ta có : t/x + 3 + 7 — 7 > 0 . 

ựỹ+ĩ + ựx + 3 

Nên từ (l) ta có: x-y + 2 = 0<=>y = x + 2. 

Thay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta được phương trình : 

3vx -3(vx-3 4Ị - VX l(\\--3 -4) • 2x • 10-0 ( 2 ) 

<»5x + 19-12a/x + 3 +^(x-l)(x + 3) +4yịx^ĩ = 0 

6(x + 3) + 3ự(x-l)(x + 3) -12%/x + 3 -2-ự(x-l)(x + 3) -(x-1) + 4t/x- 1 =0 
<»3vx ~ 3(2\/x • 3 + -v/x —ĩ — 4 Ị — -v/x — 1 {2yjx + 3 + \jx + 1 — 4j = 0 
< >(3\/x • 3 VX I )(2ýx • 3 “VX • I 4) — () 

3vx • 3 yỊx 1-0 |~9(x + 3) = x-l 

2vx • 3 - ựx-l - 4 5 x + 11 + 4a/x 2 +2x-3 =16 


13 

X = —- 

«. 4 

Wx 2 +2x-3 = 5 - 5x 


16x 2 + 32x - 48 = 25x 2 - 50x + 25 


13 

X = —- 

4 


9x“-82x + 73 = 0 


I 3 

X = —- 

4 

ÍX<1 

o ' 13 

X = 1 .. x = -— 

< <=> 4 

v _73 X=1 

X = —- _ x -1 

L 9 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (1;3). 

Ngoài lời giải phân tích phương trình đó cho thành tích, ta có the giải phương 
trình này băng phương pháp ân phụ hóa như sau : 

_ ía,b>0 , 

a = \/x + 3 9 „ 2x = a 2 +b 2 -2 

Đặt: < <^> ị X = a 2 — 3 => < 

Ịb = \Ịx -1 2 |a 2 -b 2 =4 

L [x = b 2 +1 L 

Kh i đó phương trình ( 2 ) trở thành phương trình : 
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3a(a-4) + b(a + 4) + a 2 +b 2 +8 = 0«4a 2 -12a + ab + b 2 +4b + 8 = 0 


<=> 4a 2 -12a + ab + b 2 + 4b + 2(a 2 - b 2 ) = 0 
<=> 6a 2 + 3ab - 12a - 2ab - b 2 + 4b = 0 

«3a(2a + b-4)-b(2a + b-4) = 0«(3a-b)(2a + b-4) = 0. 

Tới đây ta giải như lời giải trên. 

Bình luận : Bài toán này có kỉ thuật bắt nhân tử như ví dụ 3. 



Phân tích: Với bài hệ này, việc đâu tiên chúng ta nhận định tuy phương trình hai 
có nhiều yếu tố liên quan và hình thức dễ nhìn nên dễ nghỉ đến việc ấn phụ hóa. 
Nhưng tỉ lệ thành công đế bắt nhân tử là rất rất ít. 


Phương trình thứ nhất có hai căn bậc lệch và các biếu thức trong căn chang liên 
quan gì đến nhau nên nếu muốn bắt nhân tử chung và công phá phương trình 
này chúng ta sẽ ưu tiên cho phương pháp khử liên hiệp là yếu tố then chốt. 

Quan sát ta nhận thấy phương trình thứ nhất chứa hai căn bậc lệch là bậc ba và 
bậc 2. Do đó ta cần chọn mối quan hệ giữa x,y sao cho biếu thức trong căn bậc 
ba là lập phương của một hoặc một hiệu, còn trong căn bậc 2 là một bình 
phương một tống hoặc một hiệu. Trong cả hai căn ta đều có tính đến có thế biếu 
thức là hệ số. 

Thực tế bài toán không cho phép chúng ta nghỉ đến mối quan hệ nào giữa X, y 
làm cho biếu thức trong căn bậc ba là một số. Do đó ta chuyến sang yêu cầu sau: 
Giả sử y = ax + b. Ta cần tìm a, b sao cho điều sau đồng thời được thỏa : 

© ^4x + 2x(ax + b) 2 +1 = ^2ax 2 +(4 + b)x + 1 phải là một số chính phương. 

© ^4 + a 2 jx 3 +|2ab + 3a 2 jx 2 +|3a + 6ab + b 2 jx + 3b 2 +3b + l phải là lập phương 
của một biểu thức 

Nhận thấy với căn bậc hai nếu ta có a = 2,b = 0 ta được -\/4x 2 + 4x +1 = 2x +1. 
Mặt khác nếu ta đem a = 2,b = 0 vào căn bậc ba ta được 

^8x 3 +12x 2 +6x + l = ?/(2x + l) 3 =2x + l. 


(ax + b +1) 

Lại có : v . =L= - 2x +1 khi a = 2,b = 0 

1 ị|ị||j i: _ :jjjị .:=!ij : Hig: 
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Do đó ta thấy mối quan hệ giữa hai biến X, y là y = 2x. Tới đây về cơ bản thì 
chúng ta đã có thế liên hiệp được vì dấu của 2x + 1 đã xác định rõ ràng là dương. 
Tuy nhiên, nếu liên hiệp như thế này: 

^4x 3 +(x + 3)y 2 +3y + l -(2x + l)= - M== --(2x + l) 

v v ' v ' ự4x + 2xy + l v ' 

4x 2 +(x + 3)y 2 +3y + l-(8x 3 +12x 2 +6x + l) (y + l) 4 _(2x + l) 2 (4x + 2xy + l) 

o-----=----- 

A B 

Tới đây nếu phân tích chúng ta vẫn có được nhân tử chung y - 2x , tuy nhiên rõ 

ràng là không lợi về mặt triến khai, trong khi đó bài toán vẫn có liên hiệp theo 

cách khác lợi thế hơn nhiều. 

Như các nhận xét trên ta thấy đại lượng y +1 = 2x +1 với y = 2x và điều kiện 
bài toán cũng cho phép xác định được y + 1 > 0, cộng với vế phải của phương 
trình thứ nhất của phương trình thứ nhất lại chứa (y + 1 ) 2 nên ta sẽ tiến hành liên 
hiệp phương trình thứ nhất như sau : 

4x 3 + xy 2 + 3y 2 + 3y +1 -y 3 -3y 2 -3y-1 _ / / y 2 +2y + l-4x-2xy~r 

~ c =(y+ \ D J 

(2x-y)(2x 2 +xy + y 2 ) ,(2x-y)(y + 2) 

«-^— -- = -(y+i)"---• 

Và tới đây đã rõ ràng mọi thứ vì C,D luôn dương. Vậy xem như hệ đã được 
giải quyết. 

4x + 2xy + 1 > 0 
Lòi giải: Điều kiện : ^y>0 
X>1 

Phương trình thứ nhất được biến đối thành phương trình : 

^4x 3 +(x + 3)y 2 +3y + l -(y + l) = -J== = -(y + l) 

ự4x + 2xy +1 

Q ^77ÕTi)773^T-( y+ i)q y+1 )Í ^V^B Ì 

^ yj4x + 2xy +1 ) 
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0 4x 3 +xỵ 2 +3y 2 +3y + l-y 3 -3y 2 -3ỵ + l _^ | ^ 


v+2y + l-4x-2xy-l^ 


V 


D 


<=> 


(2x-y)(2x 2 +xy + y 2 ) _ ^(2x-y)(y + 2) 


«(2x-y) 


c 


—(y+1 )- 


D 


2x 2 +xy + y 2 (y + l)(y + 2) 


V 


c 


D 


= 0 ( 1 ) 


Nhận xét với điều kiện của bài ta có: 


2x 2 + xy + y 2 (y + l)(y + 2) 


c 


D 


> 0 . 


Trong đó: D = y +1 + ^4x + 2xy + l > 0 

c = ^4x 3 + xy 2 +3y 2 +3y + lj~ +(y + l)^4x 3 +xy 2 +3y 2 +3y + l +(y + l) 2 >0. 

Do đó từ (1) ta có 2x - y = 0 <£=> y = 2x. Thay vào phương trình thứ hai trong hệ 
ta có : 

X 2 +5 + 4(x -2)Vx = 2x-2^x(x-l) 

<=> X 2 + 4 + 4(x-2)\/x = x-2^x(x-l) +X-1 

«x 2 -4x + 4 + 4(x-2)-v/x+4x = (^--7x^T) 2 

<>(x 2~2vx") -(\:x yx I) 




. - 2 + 2\Ịx = %/x - \/x -1 
-2 + 2 -v/x = v\ I - ^ 


.<=> 


\Ịx + \Jx-l+x-2 = 0 
3-v/x - vx ĩ + x-2 = 0 


© Với 3x/x--v/x-1 -X 2 — 0 < > ( n/7T vx 1 ) • 2 ( v>r 1) - 0 (*) 

í x/^" x/x 1 >0 / / /-—\ / Ị: \ 

Nhận xét với X > 1 ta có : 1 *_ => V x - \Ịx -1+2 y x -1 > 0 

K/I-1>0 v ’ v ’ 

Do đó ta có (*) vô nghiệm. 

©Với V X - V X I • X - 2 - 0 < > (V X I) - V X ] ( \/x I - IỊ - 0 


<=> ■ 


%/x-1 = 0 


<=>x = l=>y = 2. 


[x/x-1 = 0 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (l;2). 

Bình luận : Đây là bài toán đòi hỏi sự khéo léo và tinh tế trong cách nhìn nhận và 
đáp.Ị| gi ị .saọ.yh 0 ; .Ị)ậi tọá.ỊỊ. đượỵ gi ảị.£Ó ỊgyỊtc nhất .ợ.ca Ịjại pỊt.u'Ợ.ỊỊg.,t!;ịnỊ^,., 
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Ví dụ 6: Giải hệ phương trình 

tỊx 2 -2xy + 5y 2 +yÍ3-^4x 2 +5y 2 -l] = x(9x + l) 

'__ ; '_ 1 (x,yeO) 

(x + 3)ự3y-5 + 3^x 3 -l)-4\4.x 3 -13x(y-5) + 2x 


Phân tích: Quan sát hệ, ta thấy hệ này muốn công phá ta cần phải biến đối phương 
trình thứ nhất trong hệ và đe công phá phương trình thứ nhất trong hệ ta cần sử 
dụng tới phương pháp khử liên hiệp. 

Như phân tích của các ví dụ trước đó, đối với phương trình thứ nhất ta cần dự 
đoán mối quan hệ giữa hai biến X, y sao cho các biếu thức trong căn bậc hai 
phải là một số chính phương đế thoát căn. 

\Ịx 2 -2xy+ 5y 2 = 2x 
^4x 2 +5y 2 = 3x 

Với điều kiện của bài toán ta có 2x > 0,3x > 0 nên ta có thế tiến hành liên hiệp 
như sau : 

\Ịx 2 -2xy + 5y 2 2x • 3\ Ị \ 4.X ' +5y 2 -3xj + x-y + 9x(y-x) = 0 

(y-x)(5y + 3x) , 13y(y 2 -* 2 ) t(y x)(9x 1) = 0(1) 

^X 2 -2xy+ 5y 2 +2x ^4x 2 +5y 2 +3x 

5y+ 3x >0 

I 

Tới đây ta chú ý với điều kiện ta luôn có: 


Không khó khăn đế nhận thấy khi X = y ta có: 


<=> ■ 


y + X > 0 do đó phép liên hiệp 
9x -1 > 0 


thành công. 
Thật vậy , ta có 


(l)^(y-x) 


5y + 3x 15y(y + x) 

\Jx 2 - 2xy + 5y 2 + 2x ^4x 2 +5y 2 +3x 

- _ìí _ 1-- J_ _„1_ 


5 


+ 9x-l 


= 0 


1 ^ J 1 1 ^ J 1 J 

Ta có biểu thức trong ngoặc luôn dương. Vậy xem như hệ đã được giải quyết. 

Lòi giải: 


Điều kiện : 


X>Ị 

4 

y>! 

3 


Khi đó phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối trở thành phương trình : 
sjx 2 - 2xy + 5y 2 -2y + 3yỊ N /4x 2 + 5y 2 -3xj +X - y + 9x (y - x) = 0 
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(y-x)(5y + 3x) 15y(y 2 -x 2 ) 


/x -2xy + 5y 2 +2x J 4x“ + 5y 2 +3x 


+ (y-x)(9x-l) = 0 


^(y-x) 


5y+ 3x 


I5y(y + x) 
I„2 , 772 ,. 


^-y/x -2xy + 5y +2x 44x +5y +3x 
5y + 3x >0 

ta có : < y + X > 0 nên 
9x-l>0 


■ + 9x-l = 0 (*) 


5y + 3x 


„ , . 15y(y + x) 

=-+ - — + 9x-l > 0 

yx 2 -2xy+ 5y 2 +2x y4x 2 +5y 2 +3x 

Do đó từ (*) ta có : y - X = 0 <=> X = y . Thay vào phương trình thứ hai trong hệ 
ta được : 

(x • 3)\.3x 5 + 3^x 3 -]) -4\4.\ 3 -13x(x-5) + 2x 

«• (x + 3)ự3x -5 -4V4x -3 +3x 3 + 13x 2 -67x +3 = 0 (2). 

© Cách 1: Sử dụng liên hiệp. 

Ta có : (2)^(x + 3)(ự3x-5-2) + 4(3-ự4x-3) + 3x 3 +13x 2 -65x-3 = 0 

« * + 3 +4 -7==—, +(x-3) 3x 2 +22x + 1 =0 

^ V3x -5+2 J V V 4x -3 + 3 J v ' 


o(x-3) 


3(x-3) 


?x - 5 + 2 3 + v4x -; 


r + 3x 2 +22x + l =0 (3) 


Với X > — ta có: 
4 


16 ? >-+ 

3 + * 48 , 16 115 >0 

3x 2 + 22x + 1> ^2 3 + ^ 6 

[ 16 


Do đó ta có . , - . -I- j; 

ự3x 5-2 3 - V 4x 3 

Nên từ (3) ta có x-3 = 0«x = 3=>y = 3. 

© Cách 2 : Sử dụng ẩn phụ. 

Ị ã = (x + 3W3x-5 . , . 


A . 3(x + 3) 

ó : i 


2 3 

+ 3x 2 + 22x +1 > 0, X > 4 


(a, b > 0). Ta có : a 2 - b 2 = 3x 3 +13x 2 - 67x + 3. 


b = 4V4x-: 
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Do đó ( 2 ) trở thành: a-b + a 2 - b 2 = 0<^>(a-b)(a + b + l) = 0<»a = b 
Từ đó ta có : (x + 3)^3x-5 =4\/4x-3 <»3x 3 +13x 2 -67x + 3 = 0 


«(x-3)(3x 2 +22x-l) = 0« 


x-3 = 0 
3x 2 + 22x-l = 0 


<tí> 


X = 3 


X = - 


-II + 2V3T 

2 

- 11 - 2^1 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm là X = 3 => y = 3 


Vậy qua hai cách ta có nghiệm của hệ là (x ; y) = (3 ; 3). 

Ví dụ 7: Giải hệ phưong trình 

(4x-l)ÍJx 2 +y -x]-2x-y + 2 = 2(2x-y-l)>/x 

(x,yeũ) 

X 2 (x -2) -5x + y = Xyj4\Ỉ4x^ĩ + 2x-ỹ 

Phân tích : Với hệ này, ta rõ ràng bỏ qua việc nghỉ đến biến đối phưong trình thứ 
hai trong hệ. Với cấu trúc của phương trình thứ nhất trong hệ, ta hoàn toàn chỉ 
nghỉ đến một điều nếu có sự ràng buộc nào giữa x,y thì chúng ta phải công phá 
phương trình thứ nhất trong hệ bằng phép liên hiệp. 

Trước tiên ta đế ý cả hai phương trình đều chứa 4x -1 nên theo cảm giác làm 
toán ta thử ngay giá trị đặc biệt X = -^ có thỏa hệ không? 


Tuy nhiên vái phép thứ ta thấy X = ị thóa phuong trinh thứ nhất vói mọi y, 

còn thay vào phương trình thứ hai ta phải giải phương trình mới tìm được y . 

Do đó trước tiên ta nhận định một điều chắc chắn là phương trình thứ nhất có 

nghiệm X = ^ nên ta tiến hành tách nhân tử 4x -1. 

Cụ thể ta có : 


(4x-l)ựv + y - X (4x - 1) - 2x - y + 2 = (2x - y +1) (2 yỊx -1 ) + 2x - y + 1 
(4x-l)r/? + y- x(4x-l)-(4x-l) = (2x-y + l)(2>/x- 1 ) 
«(4x-l)(ự777-(x + l)) + (y-2x-l) ĩ ^L = 0 

«(4x-')(tp+ỹ -(* + !) + (y - 2x - ì = 0 (t) 
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ở (1) ta để ý thấy được A/x 2 +y-(x + l) = 
hành tách (l) tiếp theo như sau : 


X 2 + y-x 2 - 2x-l 
Jx 2 + y + X +1 


do đó ta tiến 


(l)o(4x-l) 


( \ 
y-2x-l , 1 

I 2 - + (y-2x-l) 1 — 

y \jx 2 + y + x + 1 2vx+lJ 


<=>(4x-l)(y-2x-l) 


/x 2 + y + X +1 


2\/x +1 


Và tới đây xem như hệ đã cơ bản được giải quyết. 
Bây giờ ta đi vào lời giải chi tiết. 


Lòi giải: Điều kiện : < 4x -1 > 0 <=> < 4 (i) 

4ự4x-l+2x-y>0 [4ự4x-1 + 2x-y> 0 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối trở thành phương trinh : 
(4x-1)V7 + y - x(4x -1) -2x -y+ 2 = (2x -y + l)^2^T-lj + 2x -y + 1 

(4x-l)ự? + y- x(4x-l)-(4x-l) = (2x-y + l)(2>/x- l) 
^(4x-l)Ịựx 2 +y-(x + l)j + (y-2x-l) 2 ^ 1 ^ 0 

<=>(4x-l) yx 2 +y-(x + l) + (y-2x-l)—— =0 
V 2sỊx+ỈJ 


(4^-1) 


y- 2x-l , . \ 1 

7 2 7 + (. v 2.X 1) r- 

x 2 +y+x + 1 2yx+l 


<=>(4x-l)(y-2x-l) 


X 2 + y + X +1 


2%/x +1 


, ... , , .._1 1 I 

Với điêu kiện X > — => . - 1—-=— > 0. 

4 / x 2 +y + x + 1 2^ + 1 


Do đó từ (*) ta có : 


4x -1 = 0 
y-2x-l=0 


<s> 4 


y = 2x4-1 


© Với X = jj- ta thay vào phương trình thứ hai ta được phương trình : ^ 
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í .87 
n- y>4r 

87 _ J_ l_ 1 64 

y 64 _ 4 V 2 y ^|_ 2 87 7569 l(l ì 

y -4-y + -44- = — -~y 

\ 32 4096 16^2 J 

K 87 

y> — 

<=> ị _ _ . .. (hệ vô nghiệm). 

2 85 , 7441 n 

y -TT-y + TTTT^O 
l 32 4096 

© Với y = 2x +1 ta thay vào phương trình thứ hai ta được phưong trình : 

X 3 -2x 2 -3x +1 = X\4\4x -ĩ I <=> X 2 -3x 2 -3x +1 = Xí \/4\4x ĩ I - X 


.(x + l)(x 2 4x + l) = x^^i^- 

' ' i A Ề 7 1 . _ 


ịx-l-l+x 


•(*+')( 


X -4x + l +x 


X 2 +1- 


ịx-1 -1 + x 


(x + l)( 


X -4x + l +x 


X 4 +2x 2 -16x + 17 


x-l-l+x x z +l + 4V4x-l 


>(x + l)(x 2 -4x + lj- 


-»(x 2 - 4x + lj X + 1 + - 


(x 2 -4x + l)(x 2 +4x + 17) 
J4x-l -1 + xj^x 2 + 1 + 4%/4x - 4 


X X 2 +4X + 17 


x-l-l+x x z +l + 4V4x-l 


= 0 (*') 


_ 1 1 

x>4 x>4 

J , , , . 4 4 17 

Điêu kiện lúc này của phương trình (2) là : 1 <=> < <=>x> —. 

n - 7 1 17 16 

l 16 l 16 

... . 17 _ , , , x(x 2 + 4x + n) . 

VỚI điêu kiện X > —- ta có : X + 1+ ---- > 0 . 

16 (\4sj4x I-I ~.x)(x 2 -I • 4 X 4.X l ) 


Do đó từ (*') ta có : X 2 -4x + 1 = 0 <=> 


: = 2 - \ỊĨ => y = 5 - 2^ 
. — 2 + -s/3 => y = 5 + 2\/3 
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Đối chiếu điều kiện (i) ta có nghiệm của hệ : 

(x, y) = ị(2 - ^;5 - 2^);(2 + #;5 + 2#)Ị. 

.Bình luận: Bài toán này, độ khó chính yếu là dấu hiệu nhận ra X=Ị nghiệm 

đúng với mọi y ở phuơng trình thứ nhất và cách giải của phuơng trình thứ hai 
sau khi thay thế, đòi hỏi sự khéo léo về biến đối . 


Ví dụ 8: Giải hệ phuơng trình 


xyx +y + y = yx +x +x 

' !-[,!—t' r—— 9 (x.yen) 

x + ựy + Vx-l+Jy(x-l)=^ 


Phân tích: Với hệ này chúng ta nếu chỉ đơn thuần nhìn vào phuơng trình thứ hai 
trong hệ nhận thấy có sự xuất hiện của hai đại luợng yjỹ + \/x — 1,^y(x-l) mà 

nghỉ ngay đến việc sẽ công phá phuơng trình thứ hai trong hệ là một điều sai 
lầm, vì chúng ta còn có một đại lượng lẻ loi chang liên quan gì đến sự nhận xét 
ban đầu của chúng ta, đó là đại lưcmg X. 

Do đó chúng ta chuyên trọng tâm sang công phá phương trình thứ nhât trong hệ. 
Với cấu trúc như thế này thì việc nghỉ đến liên hiệp là điều đầu tiên và nham 

được khi X = y thì ta có: xJx 2 + y + y = xa/x 2 + X + X = ^x 4 + X 3 + X . 

Vậy ta tiến hành liên hiệp phương trình thứ nhất trong hệ như sau : 


x(Jx 2 + y- yx 2 +x| + y-x = 0<=>x 


X + y + V X + X 


+ y-x = 0 


o(y-x) 


X + y + V X + X 


+ 1 = 0 <=> 


X 2 + y + yx 2 + X + X = 0 


Không khó nhận ra với X > 1 ta có \Ịx 2 + y + vx 2 + X + X = 0 vô nghiệm. 

Và như thế nút thắt của bài toán đã được gỡ và hệ cơ bản xem như đã được giải 
quyết. 

, fx > 1 

Lòi giải: Điêu kiện : <Ị 


+ y-x = 0 


Phương trình thứ nhất được biến đối thành phương trình : 


X Jx 2 +y - vx 2 +x +y-x = 0<=>x 


X + y + V X + X 


o(y-x) 


ịỷ-ầ-.ỵ + &: 


+ 1 =0o 


■xịd * 2 + $:f w ằ? ■■■■■■■■■■■■ 
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Nhận xét với X > 1 ta có ^Ịx 2 + y + \Ịx 2 +x + X = 0 vô nghiệm 
Thay X = y vào phưong trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 


x + \/x + \Jx-l + ựx(x-l) 

• Cách 1 : Sử dụng ẩn phụ. 
Đặt t = ^/x + yịx — l, t > 1 . 


( 1 ) 


Ta CÓ : t 2 = X + X - 1 + 2 JxỊx — ĩj <=> X + Jx(x-l) 
Do đó (l) trở thành phương trình : t + 


t 2 +l 


t 2 +l 


9 .2 


= — <=>t+2t-8 = 0<=> 
2 2 


t = 2 
t = -4 


Đối chiếu điều kiện ta có t = 2 <=> Vx + v .\ I =2<=> 2^x(x- l) = 5 - 2x 
Í5 -2x > 0 




4x 2 - 4x = 25 - 20x + 4x 2 




x -ỉ 25 

« X = -— 

25 16 

X = — 

16 


, _ 25 25 

ĐÔI chiêu điêu kiện ta có X = — => y = —- . 

16 16 


© Cách 2 : Sử dụng phép nhân lưcmg liên hiệp. 

Ta có (l) <=> X - + ^/x - 4 + -v/x -T—4 + "v/x 2 -7 - = 0 

\ / 1/2 A A 1/2 


<=> 


25 

X —-—- 

V 16 


16 4 4 

' 1 1 | 16x- 

+ ^ Vx -1 +1 ỹịxlx 2 - 
ì~ 


16 

16x + 9 ^ 

l5> 


1 + 


16 


= 0 




«x-^ = 0cí>x = ^ vì T > 0, Vx > 1. 

16 26 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm X = — => y = — . 

16 16 


Vậy qua hai cách ta có nghiệm của hệ là (x, y) = 


25.25 
16 ’ 16 


Bình luận: Bài toán này khá cơ bản, mục đích của chúng ta nhấm nghiệm đế hai 
vế phương trình bằng nhau chứ không phải là thoát căn. về phương trình thứ hai 
khi thay quan hệ giữa hai biến vào thì yếu tố giải nó bằng ấn phụ là hướng đi ưu 
tiên hàng đầu vì đó là loại phương trình vô tỉ đặt ấn phụ cơ bản, còn cách 2 chỉ 
mang tính chất tham khảo và rèn luyện kỉ năng tốt hơn thôi chứ không phải áp 
^nạ gbo.Ị^ pỊiận p|i ; Vfgpg Ị^ìph ££ daiỊg.pay. 
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Ví dụ 9: 

Giải hệ phương trình 


Ịx 2 + yj7 x - y + 6 = 2x 2 - X + 3y-2 


■x(10 - y) -12 +1 - 


(x,yeũ) 


Phân tích: Với cấu trúc hệ này, chúng ta nhận thấy, rõ ràng phương trình thứ hai 
không giúp chúng ta được mối liên kết nào có thế tìm được. Do đó ta sẽ bắt đầu 
từ phương trình thứ nhất trong hệ. 

Phương trình thứ nhất trong hệ chỉ chứa một căn thức, theo nguyên tắc thì 
thường chúng ta sẽ ấn phụ hóa, nhưng trong trường hợp này việc ấn phụ hóa đế 
mất căn cũng chang giúp chúng ta được sự gắn kết nào giữa ấn phụ mới với các 
ấn ban đầu, nên nếu phương trình này giúp chúng ta bắt nhân tử và thực hiện 
được phép thế thì rõ ràng phép nhân liên hiệp là hữu ích nhất. 

Việc đại lượng trong căn thức chứa hai biến X, y có số mũ là 1 thì việc suy nghỉ 
thoát căn sẽ giúp chúng ta biến đại lượng X - y + 6 là hằng số chính phương là 
ưu tiên hàng đầu. Với định hướng này, chúng ta cần phải làm mất đi đại lượng 
X trong căn. Do đó ta có mối quan hệ giữa hai biến x,y lúc này được giả tạm 
là y = X + b . 

Khi đó ta có : 7 X - y + 6 = 7 x “( x + b) + 6 = \ịo> b . 

Với b = 2 => s/G — b =2 => y = X + 2 . Lúc này với quan hệ y = X + 2 ta nhận 
thấy hai vế phương trình thứ nhất bằng nhau. 

Do đó ta tiến hành tách phương trình thứ nhất trong hệ trở thành : 

(x 2 +y^7x-y+6 -2) + x-y + 2 = 0 

r \ 


«Ịx 2 +y 


x-y + 2 
ựx-y+6+2 


+ (x - y + 2) = 0 


«(x-y + 2)L=4a— 

l^x-y+6+2 


+ 1 


= 0 . 


Với điều kiện của bài toán là y>4=>x 2 + y>0. Do đó biểu thức trong ngoặc 
đã rõ ràng về dấu nên hệ cơ bản đã được giải quyết. 
x-y+6>0 
y > 4 

X < 6 <=> \ 

8x(3-y)-12>0 
y - x > 0 


Lòi giải : Điều kiện : 


0< y-x< 6 
y > 4 

X < 6 

8x(3-y)-12>0 
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Phương trình thứ nhất trong hê được biến đối thảnh phương trình : 
(x 2 +y)ựx-y + 6=2(x 2 +y)-(x-y + 2) 

■»(x 2 +yjỊyx-y + 6-2) + x-y + 2 = 0 


■ (x 2 + yjí *-y\ 2 

v \yỊx-y + 6 + 2; 


+x-y+2=0 


<=>(x-y + 2) 


2 

X +y 


x-y + 6 +2 


+ 1 =0 


Nhận xét với điều kiện của bài toán ta luôn có : 


2 

X +y 

/x - y + 6 + 2 


- + 1 > 0 . 


Do đó từ (l) ta có : x-y + 2 = 0<=>y = x + 2. 

Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 


:(10-x-2)-12+l = - 


/x + 2-4 + -v/ó-x 


< > V-x 2 • 8x 12-1- ■= = (2) 

\/x 2 • vỏ X 


t 2 -4 


Đặt t = Vx — 2 í vỏ x.t > 0. Khi đó ta có : ——— = 2\J-X 2 +8x -12 . 

2 

t 2 - 4 2 3 

Thay vào (2) ta được phương trình : —+ 1 = — <=>t-2t-4 = 0 
<=> (t — 2)^t 2 + 2t + 2 ) = 0 <=> t — 2 = 0 <=> t = 2 


vì t 2 + 2t + 2 = (t +1) +1 > 0, Vt > 0. 

Với t = 2 yjx - 2 + -v/6 - X = 2 <=> 4 + 2x/-x 2 + 8x -12 = 4 


<=> y-x 2 + 8x - 12 = 0 <=> -X 2 + 8x -12 = 0 <=> 


x = 2^>y = 4 
x = 6=í>y = 8 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ phương trình là (x,y) = 1(2;4); (6;8)1. 

Bình luận : về cơ bản nếu bài toán có chứa một căn thức, thì ưu tiên hàng đầu là 
ấn phụ. Nhưng trong trường hợp bài toán không tìm được mối liên quan giữa ấn 
phụ và các ấn ban đầu thì chúng ta có thế nghỉ đến phép liên hiệp trong điều 
kiện cho phép các đánh giá sau cùng được thuận lợi, đó cũng là một điếm mạnh 
của phương pháp nhân tử hóa bằng phép liên hiệp. 
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Phân tích : Với hệ này, phương trình thứ nhât chứa các căn bậc lệch và các biêu 
thức dưới căn không liên quan gì tới nhau và cũng không nhận được tín hiệu có 
thể kết nối để dùng phương án gì để công phá. Do đó chúng ta chuyển sang 
trọng tâm công phá ở phương trình thứ hai. 

Ớ Phương trình thứ hai ta nhận thấy có đại lượng xuất hiện hai lần đó là 
y - 3x 2 , cấu trúc phương trình cho ta nghỉ đến phép liên hiệp. 


Như các ví dụ trên đã phân tích, ta nhẩm thấy nếu y = 4x 2 thì hai biểu thức 
trong căn thoát căn được và hai vế phương trình bằng nhau. 


2 2Jy-3x 2 = 2x , 

Tuy nhiên, các bạn chú ý là khi y = 4x => < _ _ là không chuân vì 

^4y + 9x 2 =5x 

chúng ta chưa biết dấu của X 

Do đó, ta cần phải xác định rõ dấu của X trước khi chúng ta tiến hành liên hiệp. 
Điều này, có được là qua nhận định sau ở phương trình thứ hai : 

4(y-3x 2 )-(4y + 9x 2 ) = -21x 2 . 


Nên từ hai ta có : 
xỊ2 N /y-3x 2 v 4y • 9x 2 


2Jy-3x 2 - \ 4y • 9x 


: = 3(3x 2 -y). 


Mà ta lại có : y-3x 2 > 0 <^>3(3x 2 - y) < 0 nên ta có: X > 0 . 
Do đó ta tiến hành liên hiệp như sau. 


Cụ thể khi y = 4x 2 


2-ựy-3x 2 =2x 
\/4y + 9x 2 =5x 


Lúc này ta có phương trình thứ hai trong hệ được biến đối thành : 
2xỊ^y-3x 2 - xj + 5x 2 -x^4y + 9x 2 +3^y-4x 2 Ị = 0 

„ 2x M x2 ) 4* 2 (y-4x 2 ) „ 


2x V- 


y - 3x 2 + X 5x 2 + X J4y + 9x 2 


+ 3(y-4x 2 ) = 0 


<tí>(y-4x 2 j 


3x 2 :| ~x : .ẶX 2 : ; :|: x yịậỵ.^ỹx 


+ 3 =0 


114 


























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


<=>(y-4x 2 j 


llx 2 +3xJ'4y + 9x 2 


/y-3x 2 +x 5x 2 + Xa 


Tuy nhiên nếu đến đây chúng ta vội kết luận thì e rằng chung ta đã có một sai 
lầm nghiêm trọng. Khi liên hiệp thì biếu thức dưới mẫu phải khác 0. Nhưng với 
cách liên hiệp của chúng ta thì khi (x,y) = (0;0) thì toàn bộ mẫu thức của 
chúng ta đều bằng 0. Do đó kế hoạch liên hiệp đã phá sản hoàn toàn. Đe khắc 
phục điều này chúng ta cần kiểm ưa trước nghiệm (X, y) = (0; o) đối với hệ. 

Và như vậy xem như nút thắt của bài toán đã gỡ và hệ cơ bản đã được giải quyết. 

íy-3x 2 >0 
Lòi giải : Điêu kiện : < 

1 y-x + l>0 


Với (x,y) = (0;0) hệ phương trình được thỏa. 

Xét với x^tky^O.Từ phương trình thứ hai ta có : 


x|2^y-3x 2 - v 4y "9x 2 j- 


2Vy-3x 2 +- 


: = 3(3x 2 -y) 


Mà : y-3x 2 >0<»3^3x 2 - yj < 0 => X > 0 => y > 3x 2 >1 
Mặt khác từ phương trình thứ hai ương hệ ta có : 
2xỊ^/ỹ--3x 2 ~-xj + 5x 2 -x-x/4y-i-9x 2 ' + 3^y-4x 2 Ị = 0 


(y-4x 2 ) = < 


2x(y-4x 2 ) 4x 2 (y-4x 2 ) 


Ịy-3x 2 +x 5x 2 +Xa 


: + 3(y-4x 2 ) = ( 


<tí>(y-4x 2 j 


y-3x 2 +x 5x 2 +Xa 


+ 3 =0 


<tí>(y-4x 2 j 


1 lx 2 + 3x\4y + 9x 2 


y-3x 2 +x 5x 2 +Xa 


Từ điều nhận xét ưên ta có: 


1 lx +3x\/4y + 9x 


y-3x 2 +x 5x 2 +x a 


Nên từ (l) ta có y - 4x 2 = 0 y = 4x 2 . 

Thay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta có : 

2\l 4x 2 -X +1 + 2x = \j2x 2 - X 3 + yỊỹx 2 -4x + 4 (2). 
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Chia hai vế phương trình (2) cho X > 0 ta có : 

( 2 ^~ầ + ị +2 -^F i+ ^-x + ỉ (3) 

Đặt t = — > 0 ta có ( 3 )<=>v? -t + 4 + 2 = 3^/2t-l + V4t 2 -4t + 9 (4) 


di +\ 

Đặt a = y 2t I <=> t = —-— . Lúc đó phương trình (4) trở thành phương trình : 

x/a 6 +8 + 3a = 2 + \Jã 6 +15 y/a 6 +8-y/a 6 + 15 +3a-2 = 0 (5) 

Nhận xét nếu a<^ thì Va 6 + 8 - \/a 6 + 15 + 3a - 2 < 0 nên (5) vô nghiệm. 

Mặt khác : y/a 6 +8 -*\/a 6 +15 <0=>2-3a<0<=>a>Ẹ 

3 

Xét a > . Xét hàm số f (a) = x/a 6 + 8 - x/a 6 +15 + 3a - 2, a > ^ 




\ 


Ta có /’(a) = 3 + 3a 5 


y/q 6 + 15 - \Ja 6 + 8 

^(a 6 +8)(a 6 +15) 


>0, a>^. 
3 


Do đó hàm số f(a) đồng biến với a>^. Do đó f(a) = 0 nếu có nghiệm thì 
nghiệm đó là duy nhất. 

Mà f(l) = 0<=>a = l là nghiệm duy nhất của (5). 


Với a = 1 <=> y/2t-1 = l<^t = lc^> — = l«x = l=>y = 4. 

X 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = Ị(0;0);(l;4)Ị. 


Bình luận : Ớ bài toán này, chỗ xử lí điều kiện X > 0 là điếm đáng chú ý và tinh tế 
nhất của bài toán này. 

Đối với phương trình thứ hai ngoài cách liên hiệp như trong phân tích và lời giải 
thì ta còn có cách khác liên hiệp như sau : 


2xỊ^ỹ-3x^"-xj + 3y-7x 2 -Xs]4y + 9x 2 =0 

2x(y-4x 2 ) (y-4x 2 )(9y-10x 2 ) 

^y-3x 2 + X 3y - 7x 2 + x^4y + 9x 2 


f ^ A r 2 2 A , ^ 

Với chú ý từ điêu kiện ta có :3y-7x >0,9y-10x >0 và ta cũng thu được 


kết 
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Ớ lời giải cho phương trình thứ (5) trong lời giải. Chúng ta chú ý rằng nếu 

chúng ta xuất phát từ ý tưởng : 4 a 6 + 8 - 4 a 6 +15 + 3a - 2 = 0 

Nhận xét: a < 0 vô nghiệm và a > 0 thì xét hàm số như trong lời giải thì chưa 

chuân lăm. 

Ví dụ 11 : Giải hệ phương trình 
41ÌX 2 -(2x-y)(x + y)+2ựxỹ = 5x 


(x,yeũ ) 


^y 2 + 6x + 13 ^ 44^4 + y 2 - 1 = (5y + 16)x 2 + 8x + 11 

Phân tích: Với phương trình thứ hai trong hệ, tuy chỉ chứa một căn thức nhưng 
chúng ta chang có thế làm gì với nó, vì nếu có ấn phụ hóa đi chăng nữa cũng 
không thu được gì liên quan tới nhan. 

Phương trình thứ nhất tuy chứa nhiều căn thức nhưng bên phải của phương trình 
lại chang chứa gì căn, với cấu trúc của phương trình thứ nhất giúp chúng ta nghỉ 
đến việc liên hiệp. 

Và như các ví dụ trước đã phân tích nên với với phương trình này mục đích 
hàng đầu của chúng ta là nham nghiệm đế thoát căn. 

Ẫ , Jllx 2 -(2x-y)(x + y) =3x , 

Nhận thây y = x ta có: 1 ’ _ . Và điêu này lại đúng 

2,Jxỹ = 2x 

với phương trình thứ nhất. 

Tuy nhiên, như ví dụ trước ta nhận thấy nếu không biết rõ về dấu của x ta đưa 
như nhận xét trên là không chuấn. Do đó ta cần biện luận dấu cho x. 

Điều này không khó vì từ phương trình thứ nhất ta có : 

^/ĩĩx 2 -(2x-y)(x + y) + 2 4^ỹ - 5x => X > 0 . 

Với X = 0 => y = 0 , thay vào hệ ta có (x;y) = (0;0) không thỏa hệ. 

Do đó ta chỉ cần xét X > 0, y > 0. Với nhận xét này ta tiến hành liên hiệp phương 
trình thứ nhất trong hệ như sau : 

4 llx 2 -(2x-y)(x + y) -3x + 2^4*ỹ-x) = 0 


lbr -(2x-y)(x + y)-9x 2 + f ỵy-x 2 4 
41 lx 2 -(2x-y)(x + y) + 3x y^Ịxỹ + x^ 
y(y~ x ) f 2(y-x)x =0 

sị\ lx 2 -(2x-y)(x + y) +3x 4*ỹ + x 


<=>(y-x) 


'_y_ | 2x N 

! 'hl ? 2 “ỹỵĩÕ^Ị^.+ dx \/ x ỹ ; + x 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Và như vậy mọi thứ đã có thế giải quyết. 

llx 2 -(2x-y)(x + y)>0 
xy>0 


Lòi giải: Điều kiện : 


4x 2 + y 2 -1>0 


Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta suy ra X > 0. Kết hợp với điều kiện X > 0 
thì từ điều kiện xy > 0 => y > 0. 

Nếu (x,y) = (0;0) thì ^4x 2 + y 2 -1 không xác định. Do đó hệ vô nghiệm. 

Vậy x > 0,y > 0. Với điều kiện này phương trình thứ nhất trong hệ được biến 
đổi thành : 

^llx 2 -(2x-y)(x + y) -3x + 2^^/xỹ-xỊ = 0 


llx ĩ -(2x-y)(x + y)-9x f2 


2 ( . 2 2 

xy - X 


<=> 


^1 lx 2 -(2x-y)(x + y) + 3x V'v/xỹ + x 

_ y(y-x) _ | 2(y-x)x 

^llx 2 -(2x-y)(x + y) +3x ^/xỹ + x 


= 0 


= 0 


^(y-x) 


<=>y-x = 0<=>y = x vì 


y 2x 

yjĩ lx 2 -(2x-y)(x + y) + 3x ^/xỹ + , 

y 2x 

^1 lx 2 -(2x-y)(x + y) +3x -\/xỹ +: 

'.-1- X1' 1 • -1__ 1_ . 


> 0 . 


Thay y = X vào phương trình thứ hai ta có phương trình : 

(x 2 + 6x +13j ^5x 2 -1 = 5x 3 + 16x 2 + 8x +11 

<=>(x + 3)^5x 2 -l)-(x 2 +6x + 13j\/5x 2 -1 +x 2 +9x + 14 = 0 (l). 


, íx>0 Ẩị 

Điêu kiện : \ - <=> X > AẠ- . 

px 2 -1 > 0 5 

Đặt t = \l5x 2 - I.t > 0 . Lúc đó phương trình (1) được biến đổi thành phương 
trình: 

(x + 3)t 2 -Ịx 2 +6x + 13jt + x 2 +9x + 14 = 0 (2). 

Xem phương trình (2) là phương trình bậc hai theo biến t. Phương trình này có : 
A = Ịx 2 +6x +13^ -4(x + 3)Ịx 2 + 9x + 14j = Ịx 2 -+ 4x — 1) 
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Suy ra phương trình (2) có hai nghiệm phân biệt: 

X 2 + 6x +13 + X 2 + 4x -1 

t =- ' ; . -= X + 2 

2(x + 3) 

X 2 +ÓX + 13-X 2 -4x + l x + 7 
2(x + 3) x + 3 


© Với t = X + 2 <=> \j5x 2 -1 = X + 2 <=> 4x 2 


- 4x - 5 = 0 <=> 


X = 


1 - sỏ 
2 

1 + ^6 

2 


Đối chiếu điều kiện ta có: 


1 + yỊẽ 

X =-—— 

2 


= y • 


©Với t = ^-^-«W5x 2 -1 = ^ị<^>(x + 3)yl5x 2 -1 = x + 7 
X + 3 X + 3 v ’ 

^(x + 3) 2 (5x 2 -l) = (x + 7) 2 <=> 5x 4 + 30x 3 + 43x 2 - 20x -58 = 0 
<=> (x -l)^5x 3 + 35x 2 + 78x + 58j = 0 <=> X = 1 = y vô lí vì T > 0, Vx > -j- . 

T 


l + yỊẽl + ^Ịẽ' 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x, y) = ị (l; l); 

i V - - J\ 

Bình luận: Lại một lần nữa ta thấy sự thú vị của bài toán liên hiệp nằm ở việc 
đánh giá dấu của biếu thức cần liên hiệp là một điều đòi hỏi sự tính tế và sự tinh 
tế này không khó nếu chúng ta tư duy và thuần thục các kỉ năng nhìn tống quát 
toàn bộ hệ. Ví dụ sau đây sẽ làm rõ hơn về điều đó. 

Ví dụ 12: 

Giải hệ phương trình 


(x,yeũ) 


X" +(y-6) = y + 13x + 27 
^9x 2 +(2x-3)(x-y)+4ựxỹ = 7y 
Phân tích : Hệ này có cấu trúc rất gọn nhẹ, nhưng đế công phá nó chúng ta cũng 


phải có một chút sức lực và độ khéo léo, nếu không nó cũng sẵn sàng trở thành 
một bài toán không hề đơn giản. 

Nhận định ban đầu, phương trình thứ nhất trong hệ có hình thức quá quen thuộc, 
đó là phương trình bậc hai hai ấn. Với loại này chúng ta đã biết khi nhìn và 
muốn chạm vào thì cần kiếm tra và hy vọng. 

Kiếm tra thấy phương trình thứ nhất có thế phân tích được thành nhân tử. 

Tính delta thì chúng ta lại không được delta chính phương. 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 

Do đó việc công phá phương trình thứ nhất tạm thời dừng lại tại bước này. 
Chúng ta đành dành sự quan tâm vào công phá phương trình thứ hai. Hình thức 
phương trình thứ giống với hình thức phương trình thứ nhất ở ví dụ 9. 
về mặt tư tưởng chúng ta cũng sẽ sử dụng liên hiệp để công phá. Và ta tìm được 
mối quan hệ giữa hai biến là X = y nên ta tiến hành liên hiệp như sau : 

ự9x 2 + (2x - 3)(x - y) -3y + 4,/xỹ- 4y = 0 

0 9x 2 +(2x-3)(x-y)-9y 2 | 4 xy-y 2 _ 0 

a^9x 2 +(2x-3)(x-y) +3y 

f \ 

. , .X 1 lx + 9y-3 4y 

<»(x-y) -+ “i=— = 0 

v ự9x 2 +(2x-3)(x-y)+3y V x y + Y y 

về đánh giá dấu của y tương tự như ví dụ 9. vấn đề nãy sinh bây giờ đó là với 
điều kiện mà ta có X > 0, y > 0 thì dấu của 1 lx + 9y - 3 ta không hề xác định 
được dấu nên chưa thể có kết luận gì biểu thức trong ngoặc. Điều đó cũng có 
nghĩa là chúng ta vẫn chưa gỡ được nút thắt của bài toán. 

Vấn đề bây giờ ở phương trình thứ hai chúng ta đã cố gắng khai thác hết tất cả 
những yếu tố có được có lợi cho chúng ta trong việc giải quyết hệ này, nhưng 
vẫn còn bị “kẹt” ở đại lượng 1 lx + 9y - 3 nên ta buộc lòng quay về lại phương 
trình thứ nhất xem như thế nào ? 

Khai triến phương trình thứ nhất ta được phương trình : 

x 2 +y 2 -13x-13y + 9 = 0(l) 

Chúng ta lưu ý mọi trọng tâm của chúng ta chính là xét dấu cho đại lượng 
1 lx + 9y -3 nên ta sẽ tách trong (1) chứa đại lượng này rồi ta sẽ tính tiếp. 

Do đó 

(l)<=>x 2 +y 2 - 2x-4y-llx-9y + 9 = 0<=>(x-l) 2 +(y-2) 2 =llx + 9y-4 
Không khó đê nhận thây 

(x-l) 2 + (y-2) 2 >0=>llx + 9y-4>0=>llx + 9y-3>0. 

Và tới đây mọi chuyện đã rõ ràng. Do đó ta đi vào giải quyết hệ. 

ị Í9x 2 +(2x-3)(x-y)>0 

Lòi giải: Điêu kiện : < v ' v ' . 

[xy > 0 

Từ phương trình thứ hai trong hệ ta suy ra y > 0. Ket họp điều này với điều 
kiện xy > 0 ta có X > 0 . 

Mặt khác (x; y) = (0; 0) không thỏa hệ nên ta chỉ xét X > 0, y > 0. 
PhtTịlỊfng:trìrtỊỊ;:thự:ịphat.ịtỊi(ạj]g hệ; ; d,ưỌ;tị;hi ; ị<p : dqị, thành; ; plui;^ng; ; tỉ'ình;ỉrr:: ; : 
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x 2 +y 2 -13x-13y + 9 = 0<=>(x-l) +(y-2) =llx + 9y-4. 

Vì (x-1) 2 + (y - 2) 2 > 0 => 1 lx + 9y - 4 > 0 => 1 lx + 9y - 3 > 0. 
Phương trình thứ hai được biến đối thảnh phương trình : 
^9x 2 +(2x-3)(x-y)-3y + 4ựxỹ-4y = 0 
0 9x 2 +(2x-3)(x-y)-9y 2 | ( xy-y 2 ) 0 
^9x 2 +(2x-3)(x-y) +3y + y J 

llx + 9y-3 4y 

o(x-y) , - + ~r= - = 0«y = 

v ựllx 2 +(2x-3)(x-y)+3y v x y + y y 


= 0 « y = X vì T>0. 


> 1 r ' 2 

Thay y = X vào phương trình thứ nhât ta có: 2x - 26x + 9 = 0 <=> 


13 + n/Ĩ5Ĩ 
2 

13 yĩTĨ 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = 13 + -%/l51 _ 13 + %/l5 j^ 

V 2 2 V 


Bình luận : Rõ ràng bài toán này mạnh hơn bài toán ở ví dụ 9 và chính vì thế 
nó có độ khó hơn và tinh tế hơn. Sự kết hợp này cũng là một trường họp hay 
gặp đối với giải hệ bằng phương pháp liên hiệp. 



Phân tích : Với hệ này, ta nhận thây nêu khai triến phương trình thứ hai Rong hệ ta 
sẽ có được phương trình bậc hai theo hai biến X, y. Bằng cách kiếm tra, chúng ta 
nhận thấy phương trình này không phân tích được nhân tử. Do đó muốn giải 
được hệ này, chúng ta buộc lòng phải công phá phương trình thứ nhất trong hệ. 
Do cấu trúc của phương trình thứ nhất chúng ta không thế mạo hiếm với việc 
chuyển vế sử dụng phép lũy thừa để khử căn được và các đại lượng trong căn 
thức và ngoài ngoài căn thức không giúp chúng ta nghỉ được một phương án nào 
khác. Nên đế giải hệ này ta cần công phá phương trình thứ nhất trong hệ bằng 
phép liên hiệp. 

Bây giờ việc quan trọng của chúng ta là cần tìm ra mối quan hệ giữa X, y đế biếu 
thức trong căn thoát được căn thức và hai vế phương trình bằng nhau, với cấu 
trúc của các đại lượng trong căn nên ta nhận thấy rằng đe thoát căn thì mối quan 
ỊỊệ ; giựạ.hạ ; i ; Ị?iệp ; ; x,y : ..pỊtải ẹ.q.dạng y = + b. 
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Mặt khác ta nhận thấy trong hai căn hệ số đứng trước X 2 là hai số lẻ 5,3 và liên 
kết với đại lượng y bằng dấu " và hệ số đều là số chẵn nên ta sẽ ưu tiên cho 
a=l. 

J5x 2 -4x(x + b) + 6x + l = Vx 2 -4xb + 6x + l 
Khi đó ta có : i *___ 

yịĩx 2 -2(x + b) 2 +1ƠX + 11 = sjx 2 - 4xb + 10x + ll-2b 2 

Lúc này tinh ý một chút nếu ta cho b = 1 ta sẽ có : 

r- n/x 2 -4xb + 6x + l = yịx 2 + 2x +1 = X + 1 


4xb + lOx +11 - 2b 2 = yjx 2 +ÓX + 9 = X + 3 


Và với a = l,b = l=>y = x + l khi đó ta có hai biếu thức trong căn được thoát căn 
và lúc đó ta lại có hai vế phương trình bằng nhau. Như vậy, ta có thế kết luận 
được biếu thức y = X +1 chính là đại lượng cần tìm. 

Vậy ta biến đối phương trình thứ nhất trong hệ đe liên hiệp như sau : 

^5x 2 -4xy + 6x + l -(x + l) + -^3x 2 -2y 2 +1ƠX + 11 -(y + 2) = 0 (l). 

Nhưng bây giờ ở phương trình (1) lại phát sinh một vấn đề nghiêm trọng và là 
mấu chốt của bài toán đó là đế liên hiệp thành công ta cần phải xác định dấu cho 
hai đại lượng x +1, y + 2 vì chúng ta khi liên hiệp chưa biết được hai đại lượng 
sau đã khác 0 ? 

5x 2 -4xy + 6x + l + X +1; sỊĩx^-ĩỹ^ị-ĨÕx + ĨÃ + y + 2 . 

Mặt khác khi liên hiệp ta sẽ có được phương trình : 

4x(x-y + l) 3x 2 -3y 2 +10x + 7-4y _ 0 

a^5x 2 - 4xy + 6x +1 + X +1 -^3x 2 -2y 2 +1ƠX + 11 + y + 2 

4x(x-y + l) (x-y + l)(3x + 3y + 7) 

-y^5x 2 - 4xy + 6x +1 + X +1 ^3x 2 - 2y 2 +10x + ll+y + 2 


= 0 


<íí>(x-y + l) 


4x 3x + 3y + 7 

^5x 2 — 4xy + 6x +1 + X +1 \jĩx 2 — 2y 2 +10x +TT+ y+ 2 

' AL xi_1 • - X__sr - 


= 0 


Và tới đây đế có gì đó thuận lợi cho biếu thức trong ngoặc ta cần khắng định 
được dấu của toàn bộ các đại lượng 4x,3x + 3y+ 7,x + l,y + 2. Điều này cũng 
có nghĩa ta cần đánh giá dấu cho hai biến X, y thông qua phương trình thứ hai 
trong hệ vì từ cấu trúc của hệ chỉ cho ta được ba điều kiện : 

5x 2 - 4xy + 6x +1 > 0 

3x 2 — 2y 2 +1ŨX + 11 > 0 không giúp chúng ta được gì về dấu của các đại lượng 
X + y+ 3 > 0 

cầnjỊỈ|ư^Ị5ỊitâiỊtj:^cnị^ạu Ịpậ:|ta đỊịịỊPịÓi lỊịiịị 
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Mặt khác VÌ mối liên quan chặt chẽ của bản chất một bài hệ phương trình nên đế 
đánh giá dấu của các đại lượng cần quan tâm đó ta buộc phải xoay chuyển xuống 
phương trình thứ hai trong hệ. 

Ta có phương trình thứ hai trong hệ được biến đối thành phương trình : 

X 2 + y 2 -2xy +x-2y+2=0 ( 2 ). 

Dựa vào hình thức của phương trình (2) ta có hai chiều hướng biến đối : 

© Biến đổi hướng 1. 

Ta có : (2)<^>(x-y) 2 +2(x-y) + l + l-x = 0<^>(x-y-l) 2 =x-l 

Từ đây ta suy ra: X-1>0<=>X>1. 

© Biến đổi hướng 2. 

2 

Ta có :( 2 )<=>(x-y) 2 + (x-y) + ^--y + 2-^j- = 0<=>^x-y + -^-j =y ~4 

7 7 

Từ đây ta suy ra: y - — > 0 <=> y > —. 

X > 1 x + 1 > 0 

Như vậy từ ( 2 ) ta có : < 7 => < y + 2 > 0 

y 4 [3x + 3y + 7>0 

Điều đó ta giúp chúng ta khẳng định được toàn bộ dấu trong ngoặc cũng như cách 
ghép liên hiệp đã thành công. Vậy hệ đã được giải quyết. 

5x 2 -4xy + 6x + l>0 

Lời giải: Điều kiện : < 3x 2 - 2y 2 +1 Ox +11 > 0 
x+y+3>0 

Phương trình thứ hai trong hệ được biến đối trở thành phương trình : 

X 2 + y 2 - 2xy + X - 2y + 2 = 0 (*) 

Từ (*) ta có : 

(x - y) 2 + 2(x-y) + l + l-x = 0<»(x-y-l) 2 =x-l =>X-1>0<=>X>1. 

Mặt khác từ (*) ta lại có : 

, \2 , , X ,1 „ , - 1 f „ , lf_„ 7 

(x-y +(x-y) + 4-y + 2-4 = 0<=> x-y + ^- =y --7 

v ’ v ’ 4 4 { 2J 4 

7 _ 7 

Suy ra:y-->0<»y>-. 

4 4 


Như vậy ta có : x > l,y > — . Với điều kiện này ta biến đổi phương trình thứ nhất 


tỊìpng;hộ tliặnli;|Ịjpưo:pg;;ỊrìnlịỊ;:ị: 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


^5x 2 -4xy + 6x + l -(x + l) + ^3x 2 -2y 2 +1ƠX + 11 -(y + 2) = 0 








^5x 2 - 4xy + 6x +1 + X + 1 

ự3x 2 -2y 2 +10x + ll + y + 2 

4x(x-y + l) 

3x 2 -3y 2 +10x + 7-4y 

-^5x 2 -4xy + 6x + l +X + 1 y 

/3x 2 -2y 2 +10x + ll + y + 2 

4x(x-y + l) 

(x-y + l)(3x + 3y + 7) 


= 0 


<=>(x-y + l) 


( 

4x 

3x + 3y + 7 

a^5x 2 - 4xy + ÓX + 1+ X + 1 

^3x 2 -2y 2 +10x + ll+y + 2 y 


:0(3) 


Với điều kiện 
X>1 

y>T 

4 


4x 3x + 3y + 7 

-ựix 2 - 4xy + 6x + 1 + X + 1 a^3x 2 -2y 2 +1ƠX + 11 + y + 2 


> 0 . 


Do đó từ (3) <=> X — y +1 = 0 <=> y = X +1. Thay vào phương trinh thứ hai trong hệ 
ta được : 

X 2 +(x + l) 2 -2x(x + l) + x-2(x + l) + 2 = 0<=>-x + l = 0<=>x = l=>y = 2 . 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x; y) = (1; 2). 

Bình luận : Bài toán này có cách xử lí gần giống như ví dụ trên nhưng nó có độ 
khó hơn và cũng là một trong những trường họp thường gặp của bài toán giải 
hệ bằng phép liên hiệp. Và điều đó làm nên sự thú vị cho loại hệ giải bằng 
phương pháp này, sau đây chúng ta sẽ nghiên cứu một vài ví dụ nữa để thấy 
được cách nhìn tống quan hơn về bài toán hệ được giải bằng phương pháp 
nhân liên hiệp. 


Ví dụ 14: Giải hệ phương trình < 

N /4x 2 +5(y-x)=2Íự3x 2 +y 2 -y] 

v 7 (x,yeũ ). 


2y + x-6 = A /2y-^2(x + y-2) 


Phân tích : Với hệ này, ta nhận thấy cả phương trình đều gọn nhẹ, nên tư tưởng 
chúng ta đều có thể xuất phát từ phương trình nào cũng được. Tuy nhiên ở 
phương trình thứ nhất chúng ta nhận thấy cấu trúc có sự nhẹ nhàng hơn và khi 
cho X = y thì hai vế phương trình bằng nhau. Do đó ta ưu tiên biến đối phương 
trinh thứ nhất trước. 

Cụ thể ta có: ^4x 2 + 5(y - x) - A^3x 2 + y 2 +2y-i^3x 2 + y 2 =0 
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Cty TNHHMTVDWHKhang Việt 


4x 2 +5(y-x)-3x 2 -y 2 + 4y 2 -3x 2 -y 2 _ 0 

^4x 2 + 5(y - x) + ^3x 2 + y 2 2y + ^x 2 Ty 2= 

0 (x-y)(x + y-5) 3(x-y)(x + y) _ 0 

^4x 2 +5(y-x) + ^3x 2 +y 2 2y + ^3x 2 + y 2 

^( x -y) Ị 2 o 7 =2 ~ =r =0 (*) 

l v ự4x 2 +5(y-x) + N /3x 2 +y 2 2y + - N /3x 2 +y 2 J 


Từ các dữ kiện của bài toán đã cho mà ta có là : y > 0, X + y > 2 thì từ phưong 
trình biến đối cuối cùng cái chúng ta quan tâm chính là dấu của biếu thức 
x + y-5. Và kết cấu của biếu thức trong ngoặc ta cần có đại lượng 
X + y - 5 < 0 là một đánh giá quyết định để đánh giá trong ngoặc được giải 
quyết nhẹ nhàng nhất. 

Và câu hỏi được đặt ra là chúng ta cần có đánh giá này từ đâu ? Câu trả lời 
chính là ở phưong trình thứ hai trong hệ. 

Quan sát đại lượng vế trái của phưong trình thứ hai và hai biếu thức chứa trong 
căn thức có sự liên quan tói nhau. Nên ta tiến hành tìm mối liên quan này (nếu 
có) như sau : 

2y + X - 6 = m(2y) + n(2x + 2y - 4) <£=> 2y + X - 6 = (2m + 2n)y + 2nx - 4n 

2m + 2n = 2 m = 0 

Đồng nhất hai vế phưong trình ta có : ị 2n = 2 <=> ị n = 1 (vô nghiệm). 

-4n=-6 3 

^ n = — 

l 2 

Điều này khắng định được đại lưong 2y + X - 6 không phân tích được “trọn 
vẹn” theo hai lưcmg là 2y,2x + 2y-4 . Tuy nhiên ta vẫn thấy chúng có mối 
liên quan đến nhau, nên chúng ta không tách được “trọn vẹn” thì chúng ta sẽ 
tách “tạm“ theo hướng nhận định sau : Tống hệ số của y ở hai căn thức 4 và 
tống hệ số của X ở hai căn thức là 2 nên ta sẽ nhân hai vế của phưong trình thứ 
hai ta có : 

4y + 2x-12 = 2^2y-2^2(x + y-2) 
o2y-l^Ịĩỹ + 2(x + y- 2) + 2^2(x + y-2) -8 = 0 
^2y-2ự2ỹ + l + 2(x + y-2) + 2ự2(x + y-2)-9 = 0 
«(ự2ỹ-l f =-[2(x + y-2) + 2ự2(x + y-2)-9' 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Từ đây ta suy ra : 

2(x + y-2) + 2ự2(x + y-2)-9<0^0<ự2(x + y-2)<-l + ^ 


<=> 0< X + y-2 < 


11 - 




15- 


<5. 


Lời giải : Điều kiện : • 


2 2 
Với nhận xét này, xem như mọi chuyện trong ngoặc ở (*) đã rõ ràng. Và như 
thế ta có X = y . 

Như thế hệ đã được giải quyết. 

fy>0 
[x + y > 2 ' 

Nhận xét ( X, y) = (0; 0) không thỏa hệ. Do đó với x^0,y>0.Tabiếnđổi 
phương trình thứ nhất trong hê trở thành : 

^4x 2 +5(y-x) --^3x 2 + y 2 + 2y-^3x 2 + y 2 =0 
4x 2 +5(y-x)-3x 2 -y 2 4y 2 -3x 2 -y 2 _ A 

<=> — - - —-1. - ■ - — 1--H — -— 0 

^4x 2 +5(y-x)+ự3x 2 +y 2 2y + -ự3x 2 + y 2 
0 (x-y)(x + y-5) 3(x-y)(x + y) 

^4x 2 +5(y-x) +^3x 2 +y 2 2y + ^3x 2 + y 2 


^(x-y) 



x + y-5 

3(x + y) ì 

vV 

'4x 2 +5(y-x) + 

'3x 2 + y 2 2y + ^ 

■3x 2 + y 2 J 


= 0 ( 1 ) 


4y + 2x-12 = 2^2y-2^2(x + y-2) 

^2y-2ự2y + 2(x + y-2) + 2ự2(x + y-2)-8 = 0 
<^>2y-2-yỊĩỹ + l + 2(x + y- 2) + 2^2(x + y-2) - 9-0 
«(ự2ỹ-l f =-[2(x + y-2) + 2 > /2(x + y-2)-9" 

Từ đây ta suy ra : 

2(x + y-2) + 2ự2(x + y-2)-9<0^0<ự2(x + y-2)<-l + ^ 
<=> 0< X + y-2 <- p—<=> 2 < X + y < ————<5 . 


2 ' 2 

Vậy: * + y--' _ 3 Ọ + y) 

^4x 2 +5(y-x) +ự3x 2 +y 2 2y + ự3x 2 + y 

Dq^1ójư ( Ị;^:Ịa ẹýỵ. ỵp;^Ị. TịỊỊậỵ vập pỊỊịÈKurỊg trìnhiỊịỊỊứ Ịị^ì |ạ|CÓ:|)jhưiiíng;t^^h:;: 


< 0 . 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


3x-6 = \/2x -2\/x--ĩ<=>3(x-2)= 

2\/2x • 2v.x 1 


«(x-2) 


í 


1 


'N 


3 H— J — -- 

V ự2x + 2-s/x^l 


= 0^x = 2. 


Vì với X > 1 ta có : 3 + —==— , >O.VỚi X = 2 => y = 2. 

■n/2x+2-v/x^Ĩ 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (2; 2). 

Bình luận : Bài toán này một lần nữa cho thấy sự kết hợp và có cái nhìn tống quát 
từ hệ cho chúng ta một lời giải khá thú vị. Đây là một điều thú vị khi sử dụng 
phương pháp liên hiệp đế giải hệ khi mà có kèm theo điều kiện đế đánh giá. 
Sau đây, chúng ta sẽ tiếp tục nghiên cứu một ví dụ nữa để thấy điều thú vị nữa 
qua lớp bài toán giải bằng phương pháp này qua ví dụ sau đây. 


Ví dụ 15: Giải hệ phương trình 


ự4xy + i 
(2x + l) 

(3^/xỹ-7)(x-y)+2^/xỹ = 4y 

/ (x,y eũ ) 

ịỉ2y-l + ^xị9 s fỹ-x*Jx-^Ỵj = 27(x + l) 


Phân tích : cấu trúc của phương trinh thứ nhất trong hệ giờ đã khá quen thuộc qua 
các ví dụ trước nên chúng tôi sẽ đi vào vấn đề ngay.Với hệ này, chúng ta muốn 
công phá hệ thì ta cần công phá phương trình thứ nhất trong hệ. 

Tiến hành biến đối phương trình thứ nhất trong hệ trở thành : 

^4xy + (3ựxỹ- l)(x - y) + 2ựxỹ = 4y 

«^4xy + (3ựxỹ-7)(x-y)-2y + 2(ựxỹ-y) = 0 


<=> 


<=> 


4xy + ( 


x-y)-4y 2 

^4xy + 

(3ựxỹ-l) 

|(x-y)+2y 


(x-y)(4y + 3ựxy-7) 
^4xy + (3ựxỹ-l)(x-y)+2y 


+ 2 


í -.2 3 
x-y^y 

v >/xỹ + y y 


= 0 


+ ^L 0 

ựxy + y 


<=>(x-y) 


_ 4y + 3ựxỹ-7 _ | 2y 

^4xy + (3^-l)(x-y)+2y <Jĩỹ + y 

.. i.' 1. 1. _ ' _ _ đ-£ 


= 0 


Như đã phân tích ở các ví dụ trước đó. Bây giờ chúng ta đã biết để giải quyết 
được trong ngoặc ta cần phải xử lí dấu của biểu đại lượng 4y + 3 yỊxỹ - 7. 
;;^iậỵ:dó:;Ị]qộẹ;;Ị!ọng:ẹ'ỊpỊịtng :t^;p.hịịịj:qvỊ^ụ;tậỊĩỊi đốn ;pỊ|UỌịpg Ị^nhịỊỊỊỊÚ!:hai;:tr^p|g:;hệ. 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 

Phương trinh thứ hai trong hệ được biển đối thảnh phương trình : 

(2x + l)Ịl2y + 9 N /xỹ-x 2 -X - lj = 27(x +1) 

1/, „ /—\ 3(x + l) x 2 +x + l 

<^>H4y + 3Jxy)= y / +—-4— 

3 V V ) 2x + l 9 

Ớ phương trinh cuối cùng biến đối của phương trình thứ hai trong hệ ta thu 
được vế phải là một biếu thức toàn theo biến X nên đế đánh giá dấu của đại 
lượng 4y + 3^/xỹ - 7 chúng ta sẽ tiến hành khảo sát hàm sau trên vùng điều 
kiện X > 0. 

.2 , x 3(x + l) x 2 +x + l w - 

Cụ thể ta có : f (x) = _ y H-44—, Vx > 0. 

v ' 2x + 1 9 

(2x + l) 3 -27 

Tacó: f X =4- L -—; 

9(2x + l) 2 

f'(x) = 0«(2x + l) 3 = 27«2x + l = 3«x = l. 

Và ta nhận thấy f '(x) > 0 <=> X > 1, f'(x)<0<^>0<x<l và f(l) = 4 

7 

Do đó Vx > 0 ta có f (x) > 4 . 

Từ đây ta suy ra ^4y + 3^/xỹỊ > J <=> 4y + 3-ựxỹ - 7 > 0. 

Và như vậy là biếu thức trong ngoặc đã được giải quyết hoàn toán. Như thế đe 
giải hệ ta còn thực hiện thế và giải phương trình rất cơ bản. 

4xy + (3^/xỹ-7)(x-y)>0 

Lòi giải: Điều kiện : < X > 0 
y > 0 

Nhận xét (X, y) = (0; 0) không thỏa hệ nên ta chỉ cần xét 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 

^4xy + (3ýxỹ - l)(x - y) + 2ựxỹ = 4y 

«^4xy + (3ựxỹ-7)(x-y)-2y + 2(ựxỹ-y) = 0 
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4xy + (3ựxỹ-l)(x-y)-4y 2 ( xy-y 2 ^_ 0 

+ ỊỊ;3\/^ - ljỊỊx - yỊ + 2 ỵ^ ^ ^ 


Jx > 0 
|y>0' 
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(x-y)(4y + 3ựxỹ-7) 2y(x-y) 


V^ÍA_Ỉ_LT_2 | 2 n x ~yJ -0 

! 4xy + (3^-l)(x-y) + 2y ^ + y 

L-y)í, —+ 2y_ì=0(i). 

ự4xy + (3^-l)(x-y)+2y v x y + y 


o(x-y) 


Mặt khác từ phương trinh thứ hai trong hệ ta có : 


(2x + l)Ịl2y + 9^/xỹ 


-x z -x-l = 


) = 27(x + l) 


«i(4y + 3^) = %ril + ĩỉ±£±l 

3^ v ' 2x +1 9 

, ị n/ \ 3(x + l) x 2 +x + l w 

Xét hàm số f(x) = ——-H -—-, Vx>0. 

w 2x +1 9 

, « (2x +1) 3 -27 

Ta có : f '(x) = -——; 

v ' 9(2x + l) 2 

f'(x) = 0<^(2x + l) 3 = 27«2x + l = 3cí>x = l. 

7 

Và ta nhận thấy f '(x) > 0 <=> X > 1, f '(x) < 0 <=> 0 < X < 1 và f(l) = -j. 

^ 7 

Do đó Vx > 0 ta có f (x) > ^ . 

Từ đây ta suy ra ^(4y + 3%/xỹ) > « 4y + 3-ựxỹ - 7 > 0. 

, , , 4y + 3jxỹ-7 2y 

VỚI nhận xét này ta có : --- 1 ---^ n 


4y + 3x/xy-7 _ | 2y 

l4xy + (3ựxỹ-l)(x-y)+2y ^ + y 


Nên từ (1) ta có: X = y. Thế vào phương trinh thứ hai ta thu được phương trinh: 


(2x + l)( 


-x z +20x-l = 


) = 27(x + l) 


^2x 3 +3x 2 -33x + 28 = 0 


«(x-1)(2x 2 +5x 2 -28Ì = 


Ị=ũo 


2x 2 +5x 2 -28 = 0 


<=> X = 


-5-n/249 

4 

-5 + ^/249 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là 

^_\„,,J-5 + T249 ~5 + 4Ĩ49)\ 

(x,y)= (1;1); yp ; 4 V ■ 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Bình luận: Đây là bài toán khó và đòi hỏi có sự tinh tế nhất định đế có thế đánh giá 
được biểu thức trong ngoặc vô nghiệm. Do đó chúng ta lưu ý rằng để giải hệ 
bằng phưong pháp nhân lượng liên hiệp bắt nhân tử chung tuy là một phưong 
pháp cho lời giải gọn và đẹp nhưng chứa trong đó rất nhiều thú vị và đôi lúc 
cũng làm khó người giải. 


Trong lời giải bài toán chỗ đánh giá 4y + 3 yjxỹ - 7 > 0 ngoài lời giải bằng hàm 
số, ta có thể đánh giá trực tiếp như sau : 


Ta có : ^(4y + 3ựxỹ) = 


3x + 3 x 2 +x + l 3 3 2x 2 +2x + 5 1 


2x + 1 


2 4x + 2 


18 


3 3 

>4 + ——— 

2 4x + 2 


2x + 1 1 4 3 

6 6 3 4x + 2 


>ị + 2 

3 


Ị 3 

2x4-1 

V4x + 2 

6 


7 

3 


2x + l 
6 


Vậy 4y 4-3.Jxỹ-7 > 0. Tuy nhiên, sự đánh giá trực tiếp có sự khó khăn riêng 

khi ta cần chọn điếm roi phù hợp một kỉ thuật không phải dễ đối với số đông học 
sinh. Còn lời giải hàm số trong bài toán giúp cho việc đánh giá dễ hiếu hon và 
học sinh dễ tiếp 
Ví dụ 16: Giải hệ phưong trình 

Rv + 3y - K 2 )= y 2 (* 2 + ■V + 8) (x> y E D} 

X 4- \Jl2-2x - 2y 2 - 2yỊỹ - 4 

Phân tích: Trước tiên, chúng ta cần nhìn nhận đây là một hệ khó và hay. Và tác giả 
của nó chính là chúng tôi. Hệ này khi đem ra thảo luận và giải thì hầu hết 
chúng tôi nhận được lời giải đi đúng hướng đó là đánh giá phưong trình thứ 
nhất đế tìm mối quan hệ giữa hai biến X, y rồi thay vào giải phưong trình thứ 
hai trong hệ. Tuy nhiên, chúng tôi muốn cùng các bạn tư duy và tìm hướng đi 
cho bài toán này bằng phép liên hiệp. 

Rõ ràng đế công phá thành công hệ này, chúng ta không thế bắt đầu được với 
sự gọn gàng và rất nhẹ nhưng lại rất khó chịu của phưong trình thứ hai. 

Cấu trúc ở phưong trình thứ nhất nếu có thế bắt được nhân tử chung đế tìm mối 
quan hệ cho hai biến thì chúng ta chỉ có thế nghỉ đến việc “ép nghiệm” bằng 
liên hiệp hoặc đánh giá bằng các đánh giá bất đắng thức co bản. 

Đe giải quyết hệ này bằng phép liên hiệp thì việc đầu tiên chúng ta cần làm đó 
là thoát căn. Nhìn nhận sự việc như thế ta tiến hành tập trung đoán mối quan hệ 

giữa x,y sao cho J5y 2 - X 2 thoát căn. 
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Nhận thấy đại lượng trong căn là 5y 2 - X 2 nên nếu muốn thoát căn thì ta có 
hai định dạng cho mối quan hệ X, y và đồng thời phải làm cho hai vế phương 
trình bằng nhau. 

Xét mối quan hệ thứ nhất có dạng X = ay. 

Do hệ số đứng trước y 2 là 5 nên để thoát căn ta có thể nghỉ đến hai số 
a = l,a = 2 . 

Với a = 1 thì ta thoát được căn thức nhưng hai vế phương trình lại không bằng 
nhau nên ta loại. 

Với a = 2 thì ta thoát được căn và hai phương trình bằng nhau nên ta dự đoán 
mối quan hệ giữa X, y là X = 2y. 

Và lúc này ta tạm thời bỏ qua định dạng X = ay + b và tập trung liên hiệp với 
x = 2y. 

Khi đó ta biến đối phương trình thứ nhất trở thành: 

4xy 3 + 3xy + x^5y 2 -X 2 - x 2 y 2 - 4y 4 - 8y 2 = 0 

<=> 2xy 2 (2y-x) + y 2 (x 2 -4y 2 ) + 4y(x -2y) + xỊ^5y 2 -X 2 -yj = 0 


(x - 2y)(-2xy 2 + y 2 (x + 2y) + 4y) - 

í o.„2 


(x-2y)(x + 2y) 


5y 2 -X 2 + y 


= 0 


«(x-2y) 


2 . _ 3 . 2xy + x 

-xy + 2y + 4y - 


^5y 2 -x 2 +y 


= 0 


Tới đây, chúng ta sẽ tìm cách đánh giá cho trong ngoặc vô nghiệm. Tuy nhiên, 
ở bài toán này thì có một sự thú vị đã xảy ra. 

Các bạn hãy chú ý tới 

-xy 2 + 2y 3 = -y 2 ( X - 2y); 2xy + X 2 = 8y 2 ( X = 2y); ^5y 2 -X 2 + y = 2y. 

Và nhu vậy khi X = 2y thì -xy 2 + 2y 3 + 4y — 2xy + X -_ Q Tức là trong 

-y5x 2 - y 2 + y 

ngoặc chúng ta lại có thêm nhân tử X = 2y. Do đó chúng ta tiến hành liên hiệp 
tiếp cho biểu thức trong ngoặc. Neu để vậy liên hiệp chúng ta sẽ rắc rối, dựa 
trên nhận xét đã có chúng ta quy đồng mẫu rồi sau đó liên hiệp sẽ cho lời giải 
gọn hơn. 

Cụ thể ta có : (x -2y) -xy 2 + 2y 3 +4y-- 

l \py 2 -X 2 + y 

<=> (X - 2y)(-y 2 ( X - 2y)Ị ^Ịsy 2 -X 2 + yỊ + 4y > /5y 2 - X 2 - 


= 0 


— X 2 — 2xy + 4y 2 — X 2 =0 
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o(x-2y) 


! (x-2y)(^ỵ 


2 2 
X + y 


<=>“( x “2y) z I y 2 |^/5y 2 -X 2 +y| + 


) + lMg§^l + (2 y -x)(2 y+ x) 

2y5y 2 - X 2 + X 
10y(2y + x) 


= 0 


2 2 
- X + X 


+ 2y + x 


Và lúc này trong ngoặc đã quá rõ ràng về dấu nên ta có thế kết luận đuợc ngay 
X = 2y. 

Như vậy xem như hệ đã được giải quyết. 

Lòi giải: Từ phương trình thứ nhất trong hệ : 

x(4y 3 + 3y + A^5y 2 - X 2 ) = y 2 (x 2 + 4y 2 + 8) ta suy ra được x>0 do y>0. 

Mặt khác ( X, y) = (0; 0) không thỏa hệ nên ta chỉ cần xét X > 0, y > 0. 


Từ đó ta có điều kiện của hệ là : 


5y 2 -X 2 > 0 


!0<x<6 
y>0 

Phương trình thứ nhất được biến đối thành phương trình : 

4xy 3 + 3xy + x^5y 2 -X 2 - x 2 y 2 - 4y 4 - 8y 2 = 0 


«2xy 2 (2y-x) + y 2 (x 2 -4y 2 ) + 4y(x-2y) + xỊ^5y 2 -x 2 -yj = 0 

(x-2 y )(-2x y ^y^(x + 2y) + 4 y )-yv^ = 0 


<=> X- 


■ X + y 


«(x-2y) -xy 2 + 2y 3 + 4y- , 2x j + ị — =0 
L ‘Npy 2 -X 2 + y y 

«• ( x - 2y)(-y 2 (x-2y)Ị N /5r^ r + yj + 4y^5r^r 

«(x-2y)(-r(x-2y>(^ +y ) + ìMg^ 

v ' ?JSv 2 -X 2 +X 


• 2 - X 2 - 2xy + 4y 2 - X 2 1 = 0 


-y 2 (x - 2y)(^5y 2 - X 2 + yj + 1Qy + (2y - x)(2y + x) 
1 ' 2ự5y 2 -x 2 +x 

10y(2y + x) 


= 0 


«-(x-2y) 2 | y 2 ( N /5y 2 -X 2 +y| + 


l ^ỹ' 


2 2 
-X +x 


+ 2y + x 


=»(*) 


Do x>0,y>0=> y ị v/ỹy- - V : - y I + —. 

V|ỊỊ t^|^)|Ịậ;CÓ;Ị;ỊỊ|(x TỊ^:^ ) 2 Hl^ịÍỊịỊ 


10y(2y + x) 


2 2 
-X +x 


+ 2y + x>0. 
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Thay vào phương trinh thứ hai trong hệ ta được phương trình : 

y + ^3-y = y 2 -^-2^ự3-y + ựỹ = y 2 -y-2 (*) 

y 2 -y-2>0 

Đe phương trình (*) có nghiệm ta cần : < 3 - y > 0 <=> 2 < y < 3 . 

y>0 

Với điều kiện này ta có (*) <^>y 2 -3y-l + ịy-l-yfỹ^ + ịy-2-yỊ3-y^-0 
<=>(y 2 -3y + i) 1 + — — —7=4— T =— = 0 (*') 

' \ y-1+slỹ y-2+^T) ' ’ 

Với 2 < y < 3 ta luôn có 1 +--—= 4- , > 0 . 

y-1+yy y-2 + %/3-y 
3 i vỡ 

y=^ỳ L - 

Do đó từ (*') ta có : y 2 -3y + 1 = 0 <=> . 

3 yỊs 

l y 2 


' Ẩ , , A _ 3 + ^/5 r- 

Đôi chiêu điêu kiện ta có : y = —=> X = 3 4 V5 . 

( r 3 + S^ 

V ậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất (x,y)= 3 4 \/5; ——— . 

V 2 y 

Bình luận : Ớ bước phân tích các bạn thấy sau khi liên hiệp ta vẫn còn được nhân 
tử X - 2y một lần nữa. Do đó đe tiến hành liên liệp có thế cho ra luôn nhân tử 


(x - 2y) 2 thì ta có thể tư duy để xử lí như sau : 

4 Neu ta xử lí nguyên bản ban đầu chỉ cần thêm bình phương như thế này : 



Thì rõ ràng việc thêm bớt của chúng ta sẽ khá rắc rối và khả năng tính toán 
nhầm rất dễ xảy ra. 

4 Nhưng nếu ta đế ý thì chúng ta nhận xét thấy là đại lượng cần liên hiệp đe khử 


căn là y 5y 2 - X 2 trước nó có đại lượng X để lập thành một tích số 
Như vậy khi cho X = 2y => \Ỉ5y 2 -X 2 = 2y và khi đó ta sẽ có X - 



Và như thế để tạo được nhân tử (x -2y) 2 và không xa rời lắm với đại lượng 

X 
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Thì ta sẽ tách lượng liên hiệp cần có là 


Ịx-2^5y 2 -x 2 Ị = 


2 _25(x-2y) 2 (x + 2y) 2 


x + 


2\Ịĩỹ' 


2 -x 2 


Do đó ta sẽ tiến hành tách phương trình thứ nhất thành : 
x^4y 3 + 3y + ^5y 2 -X 2 j = y 2 Ịx 2 + 4y 2 + 8j 

<=>-4xị4y 3 +3y + ^5y 2 -X 2 j = -4y 2 (x 2 +4y 2 +8) 


« -16xy 3 -12xy + 4x 2 y 2 + 16y 4 + 12y 2 + 3x 2 + Ịx - 2^5y 2 -X 2 j 2 = 0 
<=>16y 4 -16xy 3 +4x 2 y 2 +3x 2 -12xy + 12y 2 +|x-2^5y 2 -X 2 j =0 
« 4y 2 (x 2 -4xy + 4y 2 ) + 3(x 2 - 4xy + 4y 2 ) + Ịx - 2^5y 2 -X 2 j =0 
«• (x ■-2y) 2 (4y 2 + 3 ) + Ịx -2ự5y 2 -x 2 j 2 = 0 (a) 

Tới đây chúng ta có thế tiến hành liên hiệp, nhưng trên bước đường đi tìm nhân 

tử (x - 2y) 2 chúng ta đã biến đổi về một phương trình mà không cần liên hiệp 

nữa vì chúng ta đã thu được một phương trình gồm tống hai số không âm. 

. , [x-2y = 0 . , . . . ? 

Dođó(a)<=>< I— -— <=> X = 2y . Và có thê nói đây chính là gôc rê 

[x-2ự5y 2 -x 2 =0 

của sự đánh giá ở phương trình thứ nhất trong hệ. 

Và chúng ta thấy đó, một bài toán có được mối quan hệ nhờ đánh giá thì với kỉ 
năng cơ bản liên hiệp cộng với một chút tinh tế ta vẫn đưa được về lời giải tự 
nhiên và dễ hiễu hơn. Và biết đâu đó trên bước đường chúng ta lượm nhặt từ 
những cái cơ bản và ghép lại chúng ta sẽ có một mãnh hoàn chỉnh về một lời 
giải ngắn gọn và nhanh nào trước đó đã có sẵn như lời giải có được từ ban đầu 
của bài hệ này. 



x 3 +y 3 =xyÌ2(x 2 + y 2 ) 

Ví dụ 17: Giải hệ phương trình < 

v (n.ysn) 

4a /x + n/x 2 -1 =9(y-l)ự2x-2 


Phân tích : Đe công phá hệ này chúng ta sẽ không bắt đầu từ phương trình thứ hai 
trong hệ được mà chúng ta cần công phá với phương trình thứ nhất. 


Với cấu trúc của phương trình thứ nhất, chúng ta dễ thấy hai biến X, y đối 
xứng và cấu trúc của phương trình giúp chúng ta nhẩm được X = y thì biểu 
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thức trong căn thoát căn được và hai vế phương trình bằng nhau. Do đó chúng 
ta tiến hành liên hiệp như sau : 

X 3 + y 3 - xỵ^ịx 2 + y 2 Ị = 0 <=>x 3 + y 3 -xy(x + y) + xy^x + y-^2|x 2 + y 2 )j = 0 
«(x + y)(x-y) 2 -xyf- ( x ~ y ) 2 1 = 0 


<=>(x-y) 2 x + y- 


x + y +J2(x 2 + y 2 


[ x + y + ự2(x 2 +y 2 )J 

Và bây giờ chúng ta quan tâm đến biểu thức trong ngoặc với chú ý rằng điều 
kiện của bài toán chúng ta đang xét là X > 1, y > 1. 

Như thế vấn đề bây giờ là chúng ta cần đánh giá sao cho 
xy 9 

- = < 0 là xem như trong biêu thức trong ngoặc đã được giải 

K +y+< g77ỹ) 

quyết thành công. 

Đe đánh giá điều này ta biến đổi biểu thức trong ngoặc tương đương với đánh 
giá sau (do mẫu số luôn dương ). 

Cụ thể là: (x + y)Ị^x + y + ^2^x 2 +y 2 jj-xy>0. 

ở biểu thức cần đánh giá chúng ta chú ý tới đại lượng ^2|x 2 + y 2 Ị là một sự 

quen thuộc gắn liền với một đánh giá cơ bản quan trọng hay được dùng đó là 
đánh giá : 

“Vx,yeữ ta luôn có |x + y| <j2(x 2 +y 2 ) . Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ 
khi x = y ” 

Đe chứng minh đánh giá này các bạn có thế sử dụng phép biến đối tương 
đương là nâng lũy thừa hai vế hoặc sử dụng bất đẳng thức BCS rất đơn giản. 
Như vậy với X > 1, y > 1, áp dụng đánh giá này ta có được đánh giá sau : 

(x + y)íx + y + ^2(x 2 +ỹ 2 )j>(x + y)(x + y + x + y) 

- 2(x + y) 2 

> 4xy do x + y > 2^/xỹ (bất đẳng thức AM- GM). 

Như thế ta có được : (x + y)í x + y + ^2(x 2 + y 2 J j - xy > 0 . 
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Và như thế biếu thức trong ngoặc hoàn toàn được giải quyết. 

Do đó ta có X = y. Và như thế nút thắt của bài toán được mở và hệ xem như đã 
cơ bản được giải quyết. 

|x>l 
[y>l' 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 


Lời giải : Điều kiện : 


3 . 3 

X + y - xy. 


<=>x +y - 


# 2+ y 2 H 

y-’-xy(x + y)+xyíx+y-^2(x 2 + y 2 )ì 


= 0 


2 

^(x + y)(x-y) -xy 


(x-y) 2 


/ 

2 , 2) 

x + y + ự: 

2(x 2 +y )J 


= 0 


o(x-y ý 


X + y- 


x + y + ^ 

2 2 \ 

2(x 2 + y 

lfx + y + ^ 

|2(x 2 +y 2 ) 


= 0 


«(x-y) 2 (x + y)Ị^x + y + ^2(x 2 +y 2 )j-xy =0 (l) 

Ta luôn có : Vx,y >1 thì x + y< J2^x 2 +y 2 ) (*). 

Thật vậy, từ (*) <=>(x + y) 2 < 2^x 2 + y 2 Ị <=>(x-y) 2 > 0 (luôn đúng). 
Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi X = y. Nên ta có : 


(x + y)Ị^x + y + ^2(x 2 + y 2 )j>(x + y)(x + y + x + y) 

>2(x + y) 2 

> 4xy do X + y > 2^xỹ (bất đẳng thức AM- GM). 
Như thế ta có được : (x + y)íx + y + J2^x 2 +y 2 ' -xy>0. 


Vậy từ (l) ta có : (x - y) 2 = 0 ^ X = y . Thay vào phương trình thứ hai trong 
hệ ta có : 

4\jx + ^fx 2 -1 =9(x-l)^2x-2 <=> 4 a/2x + 2^x 2 -1 = 18(x-l)Vx-1 
<=> 4|)|x4 + n/xTĨ Ỵ = 18(x-l)ựx-l. 

<=> 2Í\/x -1 + Vx + 1 j - - l 
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© Cách 1: Sử dụng ẩn phụ. 

í I ——r í a ’ b -° 

a=yx+l , 

Đặt <1 <^> ] X = a - 

b = Jx -1 


« ị X = a 2 -1 => a 2 - b 2 = 2 . 


' [x = b z +l 

Kết họp với (2) ta có hệ phương trình : 


2(a + b) = 9b 2 
a 2 - b 2 = 2 


Thế 2 = a 2 - b 2 vào phương trình thứ nhất trong hệ (i) ta được phương trình : 
(a + b)(a 2 -b 2 ) = 9b 3 <^a 3 +a 2 b-ab 2 -10b 3 =0 


( aV ( aV fa^| ( a )[Y aV fa^| ì _ 

<=> . + , - 7 " -10 = 0<=> 7 - — 2 7 - +3 7 - +5 = 0(b = 0 không 

lbj lb J| v UJ J 

<1 •> 1 . . J ' 1 \ 


thỏa phương trình) 


<=> —-2 = 0<=>a = 2bvì — +3 — +5 = 0 vô lí. 


a „a 


Với a = 2b <=> yỊx +1 = 2 a/x - 1 X +1 = 4(x - 1 ) X = - . 

Đối chiếu điều kiện ta có: X = — => y = —. 

3 3 

© Cách 2: Sử dụng nhân lượng liên hiệp hướng 1. 


4 sịx + ^Ịx 2 -1 = 9(x-l)^2x-2 <^sịx + \Ịx 2 -lj = 8 l(x-l ) 3 
« 8^Vx 2 -1--(3x - 5 /27x 2 -36x + yj = 0 


^ 4x + 4 Q -27 x 2 +36x-^ (3x-5) = 0(3) 


y9\Ịx -1+12 J J 

^ , 24x + 40 24x + 40 

Ta có — , - <——7 -,X>1. 

9^x 2 -1+12 12 

Suy ra 

24x + 40 _ 2 _ 55 , 


-27x +3ỔX- —<-27x +38x-15 = -27 X-— - —<0 


V x 2 1-12 


Vậy (3)cho 3x-5 = 0<=>x = -^. 


19) 44 


21 27 
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Đối chiếu điều kiện ta có: X = — => y = —. 

3 3 

© Cách 3 : Sử dụng nhân lượng liên hiệp hướng 2. 
(2)<=>9(x-1)n/x^I-2n/x^Ĩ-2-v/x + 1=0 
<=> 3^/x^T(3 (X -1) - 2) + 2 (2^/x^T- ^/x7ĩ) = 0 


<=> 


<=> 


3(3x-5)n/x^T + 2 

( _ 

(3x-5) 3-v/x-l + 

V 


3x-5 


2>/x — 1 + -%/x +1 


= 0 


2 \/x — 1 + V X + 1 


= 0(4) 


Vì 3\Ịx - 1 h- — . >0,X>1 nên (4) <=> 3x -5 = 0 <=> X 

2Vx^ĩ+Vx+I v 7 


5 

3 


Đối chiếu điều kiện ta có : X = —: 

3 


^55 

v 3 ; 3 


Vậy qua ba cách giải ta có nghiệm của hệ là (x, y) = 

Bình luận : Ớ phương trình thứ nhất trong hệ về bản chất thực là người ra đề nhằm 
đến đánh giá bằng bất đẳng thức BCS để có được X = y . 

Cụ thê theo bât đăng thức BCS ta có : 

(x 3 +y 3 )(x + y)>(x 2 + y 2 ) 2 >xy(x + y)^2(x 2 + y 2 ) 


Từ đây ta suy ra được X 3 + y 3 > xyJ2ịx 2 + y 2 ) • 

Dấu bằng xảy ra <=> X = y . 

Tuy nhiên phương trình thứ nhất ta vẫn nhấm được nghiệm đe thoát căn và hai 
vế phương trình bằng nhau khi X = y nên ta vẫn có thế tiến hành tốt bài toán 
với phép liên hiệp. Cái thú vị của phép liên hiệp là chúng ta chỉ cần sử dụng 
những đánh giá bằng các bất đắng thức cơ bản quen thuộc vẫn giải quyết tốt 
bài toán. Đây chính là một điếm đáng lưu ý mà chúng tôi muốn các bạn nắm 
bắt đế có thêm kỉ năng giải quyết thêm nhiều bài toán khác. 

Với một lăng kính nhìn khác, chúng ta đe ý một chút và tinh ý sẽ nhận ra ngay 
phương trình thứ nhất bản chất của nó là một phương trình đắng cấp với hai 
biến x,y . Do đó chúng ta có thế tiến hành sử dụng kỉ thuật bắt nhân tử của hệ 
có một phương trình mang dáng dấp đẳng cấp để giải quyết ở phương trình thứ 
nhất. 

Cụ thế ta có phương trình thứ nhất được biến đối như sau : 
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/ \3 G \2 N _ 

- +1 = - 2 - +1 ^t 3 +l = t,/2(t 2 +l) với t = —,t >0 

lyj yỵ [lyj J i J y 

<=> t 6 - 2t 4 + 2t 3 - 2t 2 +1 = 0 <=> (t -1) 2 (t 4 + 2t 3 + 2t 2 + 2t +1) = 0 
■ot = lox = y 

Mặt khác, phương trinh thứ nhất có tính đối xứng hai biến X, y nên về bản chất 
cơ bản chúng ta cũng có thế phân tích và bắt nhân tử chung vẫn tốt. 

Cụ thế ta có phương trình thứ nhất sẽ biến đối tương đương với phương trình 
sau : 

(x 3 + y 3 ) 2 = 2x 2 y 2 (x 2 + y 2 ) (x + y) 2 (x 2 - xy + y 2 ) 2 - 2x 2 y 2 (x 2 + y 2 ) = 0 

<=> Ịx 2 + y 2 j-2xy Ịx 2 + y 2 j-xy "-2x 2 y 2 Ịx 2 + y 2 ) = 0 

<* [(x 2 + y 2 ) - 2xy] ĩ(x 2 + y 2 ) 2 - 2xy(x 2 + y 2 ) + x 2 y 2 1 - 2x 2 y 2 (x 2 + y 2 ) = 0 

<=> (x 2 + y 2 j 3 -2xy(x 2 + y 2 j 2 + 2xy(x 2 + y 2 j 2 

-4x 2 y 2 (x 2 + y 2 ) - x 2 y 2 (x 2 + y 2 ) + 2x 3 y 3 = 0 

«(x 2 + y 2 -2xy)(x 2 +y 2 ) 2 

+2xyỊx 2 + y 2 ỊỊx 2 + y 2 -2xy^j-x 2 y 2 ịx 2 +y 2 -2xyỊ = 0 

(x - y) 2 Ịx 4 + x 2 y 2 + y 4 + 2xy Ịx 2 +y 2 Ịj = 0«x = y 

Đây là cũng là một định dạng đế bắt nhân tử chung đối với hệ mà có chứa một 
phương trình mang dáng dấp đối xứng với hai biến mà chúng ta sẽ nghiên cứu 
phần tiếp theo sau. 

2x(y-x)-4 = x(3x-2y 2 ) 

Ví dụ 18: Giải hệ phương trình < ___ __ (x.yeO ) 

y7x 2 -3xy + ựy 2 (l + 2x)-4=4y 

Phân tích: về cơ bản hệ có cấu trúc gọn nhẹ, phương trình thứ nhất là phương 
trình đa thức đơn giản, phương trình thứ hai là phương trình chứa căn cũng gọn 
đẹp. Tuy nhiên, trên thực tế thì mỗi phương trình không giúp chúng ta nhìn 
nhận được gì đê băt nhân tử chung. 

Thật vậy, phương trình thứ nhất được biến đối thảnh phương trình : 

2xy - 2x 2 —4 — 3x 2 - 2xy 2 . 
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Kiếm tra phương trinh này chúng ta biết được phương trinh này không tách 
được nhân tử. 

Phương trình thứ hai trong hệ được biến đối thành phương trình : 
a/7x 2 - 3xy + -ựy 2 + 2xy 2 - 4 = 4y . 

Dáng dấp của phương trình này có vẻ như quen thuộc có thể báo trước được là 
có thể đoán nghiệm và liên hiệp. Tuy nhiên đại lượng y 2 + 2xy 2 - 4 thật gây 
khỏ cho chúng ta đoán nghiệm đế liên hiệp. 

Tuy nhiên, trcn hai phép biến đối trên ta thấy có mối liên quan giữa phương 
trình thứ nhất và phương trình thứ hai thông qua đại lượng : -4 + 2xy 2 . 

Cụ thể, từ phương trình thứ nhất ta có : 2xy 2 - 4 = 5x 2 - 2xy . 

Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta có phương trình : 

^7x 2 -3xy + ^5x 2 - 2xy + y 2 = 4y (*). 

Không khó đế nhận ra phương trình mới có được là phương trình đắng cấp và 
không khó đe nhận thấy khi X = y thì phương trình được nghiệm đúng. 

Do đó ta có thế tiến hành liên hiệp tách nhân tử với chú ý ta có y > 0 . 

Ta có : (*) <=> \Ịtx 2 - 3xy - 2y + ^5x 2 - 2xy + y 2 - 2y = 0 


7x 2 -3xy-4y 2 
J7xy-3x 2 +2y 


5x 2 -2xy + y 2 -4y 2 
aÌ5x 2 -2xy + y 2 +2y 


(x-y)(7x + 4y) (x-y)(5x + 3y) 


/7x 2 -3xy +2y 


<=>( x -y) 


7x + 4y 


/7x 2 -: 


/5x 2 -2xy + y 2 +2y 
5x + 3y 

+ 2y \j5x 2 - 2xy + y 2 + 2y 


Vấn đề nảy sinh bây giờ chính là đánh giá biếu thức trong ngoặc, muốn vậy ta 
cần xác định về dấu của hai đại lượng 7x + 4y , 5x + 3y. Tuy nhiên do ta đã biết 
dấu của y nên ta chỉ cần xác định dấu của X . 

Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta có : 

2xy + 2xy 2 = 5x 2 +4<=>2xy(l + y) = 5x 2 + 4=>x>0. 

Như vậy với điều kiện X > 0, y > 0 thì biếu thức trong ngoặc đã hoàn toàn xác 
định. Và như thế thì hệ cơ bản đã được giải quyết. 


Lòi giải: Điều kiện : 


7x 2 -3xy>0 
y 2 (l + 2x)-4> 0 
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Từ phương trình thứ hai trong hệ ta suy ra : y > 0. 

Mặt khác từ phương trình thứ nhất trong hệ ta có 

2xy + 2xy 2 =5x 2 +4<=>2xy(l + y) = 5x 2 + 4. Từ đây ta suy ra x>0. 

Từ phương trình thứ nhất ta có : 2xy 2 —4 — 5x 2 - 2xy . 

Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 


/7x 2 -: 


- 2y + J5x 2 - 2xy + y 2 - 2y = 0 


7x 2 -3xy-4y 2 


5x 2 -2xy-3y 2 


y7x 2 -3xy+2y y5x 2 -2xy + y 2 +2y 
(x-y)(7x + 4y) + (x-y)(5x + 3y) 

\Ịlx 2 -3xy +2y ơix 2 -2xy + y 2 +2y 


<=>(x-y) 


7x + 4y 5x + 3y 

Ịlx 2 -3xy +2y J5x 2 -2xy + y 2 +2y 


= 0 ( 1 ) 


Do X > 0, y > 0 nên ta có : 


7x + 4y 


/7x 2 -: 


5x + 3y 

/ix 2 -2xy + y 2 +2y 


Nên từ (1) ta có: x-y = 0<=>x = y. Thay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta 
thu được : 

2x 3 -3x 2 -4 = 0 «(x-2)Ị2x 2 + X+ 2 Ị = 0 <=> X = 2 vì 2x 2 + X+ 2 > 0,Vx >0 . 

Với X = 2 => y = 2 . Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x, y) = (2; 2 ). 

Bình luận : Bài toán trên là một ví dụ điến hình cho loại bài toán sử dụng phép thế 
và bắt nhân tử hóa bằng phép liên hiệp. Sự kết họp này chúng ta có gặp trong 
phương pháp cộng, trừ. Tuy nhiên, nội dung thế liên hiệp là một bản chất gần 
như là phép liên hiệp đế bắt nhân tử hóa. Các vi dụ tiếp theo chúng ta sẽ tiến 
hành nghiên cứu các cấu trúc khác của thế loại này. về kỉ năng kết họp cộng trừ 


và liên hiệp chúng ta sẽ đê cập sâu ở phân sau. 


Ví dụ 19 : Giải hệ phương trình 


2x 2 -5xy-y 2 =1 

yỊ^/xỹ^ỹ 2 " + -^4y 2 ^-xỹj = l 


(x,yeũ) 


Phân tích : Bài toán này do chúng tôi sáng tác, với cấu trúc hệ cũng khá nhẹ 
nhàng. Nhưng sự nhẹ nhàng lại ấn chứa rất nhiều thú vị. Quan sát thấy được 
phương trình thứ nhất là một phương trình mang dáng dấp đắng cấp nhưng 
chúng ta lại chang tìm thấy được mối liên quan nào đe thực hiện viêc bắt nhân 
tử. Phương trình thứ hai có cấu trúc cũng khá quen thuộc như một số ví dụ trước 
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đây ta đã xét, nhưng cái khó chịu chính là cái số 1 ở vế phải phương trình làm 
cho chúng ta cũng chang thế thực hiện gì việc đoán nghiệm. 

Tuy nhiên, trên tinh thần chung nhận thấy cả hai phương trình đều chứa số 1 
nên chúng ta sẽ tư duy bằng phương pháp thế hằng số bởi biến để hai phương 
trình kết họp lại xem thế nào? 

Cụ thể ta sẽ có: 2x 2 -5xy- y 2 = yỊ^xy-2y 2 +^4y 2 -xyj. 

Thật chất nhìn vào phương trình mới này chúng ta vẫn thấy dáng dấp của sự đắng 
cấp, một phương trình mà chúng ta đã biết thông qua nó chúng ta có quyền hy 
vọng bắt nhân tử chung. Và lúc này, việc bắt nhân tử chung của chúng ta cần dựa 
vào việc sử dụng phép liên hiệp bởi vì các đại lượng trong căn thức và ngoài căn 
thức không giúp chúng ta suy đoán gì nhiều bằng các phương pháp khác. 

Đoán được khi X = 3y thì các biếu thức trong căn thoát được căn thức và hai vế 
phương trình bằng nhau. 

Tuy nhiên, từ phương trình thứ hai trong hệ ta có thế suy ra được y > 0. Mặt 
khác ở phương trình mới ta thấy y là thừa số của một tích chứa tống hai căn 

nên ta nghỉ đến việc chia y 2 cho vế phương trình để làm gọn lại phương trình : 
Cụ thể ta có : 2í—ì - 5 Í-Ì-I = J--2 + Ỉ4-- (l). 

ly; ly; u V y 

Đe tiện cho việc tính toán ta sẽ đặt t = —. 

y 

Chú ý rằng với việc nhấm được X = 3y=>t = 3. 

Mặt khác từ điều kiện ban đầu của bài toán là : 

xy-2y 2 >0 fx-2y>0 í X _ 

2 2 < — < 4 

4y -xy>0<=>t4y-x>0<=>t y 

y>0 y>0 [y>0 

Và như thế ta có luôn dự đoán t = 3 và miền giá trị cho t e [2; 4]. 

Khi đó ta có 

(1)< >2r -5t ỉ-y.'i~+-yfn 
<»2t 2 -5t-3 + (l-V í t^2‘) + (l-V í 4^7) = 0 

< >(t 3)(2t 1) • ^J= = 0 

v ' 1 + yft-2 l + 

, 1 1 h 

o(t-3) 2t +1 - -^= + --7= =0 

ii mề + Am 2 ềi^w~ềỉ i: m : m .m m 
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, , -Jt-2 , 1 'ì 

<=> (t — 3 ) 2 t H-— , H- — — 

\ 1 +vt-2 I - v 4 1 J 


Và tới đây biếu thức trong ngoặc đã rõ ràng về dấu nên xem như hệ cơ bản đã 
được giải quyết. 

xy-2y 2 >0 íx-2y>0 f X _ 

,2 „ ' 2 < — < 4 

Lòi giải : Điêu kiện : < 4y -xy>0<=><4y-x>0<=>< y 


Từ hai phương trình trong hệ ta thu được phương trình : 


2x 2 -5xy-y 2 =yỤxy-2y 2 +^4y 2 -xyj 

( xỴ fx^Ị fx 7 f x" / X 
«2 ^ -5 y- -1= P-2+ /4-^=0(*). 

vyj vy V y 

Đặt t = — ,t e [2; 4 ]. 

Lúc đó phương trình (*) trở thành phương trình : 

2t 2 — 5t —l = '\/t--2+\/4 —t -t=>2t 2 — 5t —1 —-v/t —2—>/4 —t =0 
^ 2t 2 -5t-3 + (l-^/t^2') + (l->/4^7) = 0 


<>(t 3 ) ( 21 - I ) 1 + : : 

v A ' 1 + y/t — 2 l + Vĩ^t 

, . x/t^2 _ 1 ì f 

(t — 3 ) 2 t H- , H- , —c 

1 l + -v/t-2 I - V4 t J 


= 0 <=> t = 3 


vì 2t + —• 4 - ) > 0, Vt e [2; 4 ]. 

1 4- *sft~~2. 1 + V4-t L J 

Với t = 3 <Í3- X = 3y. Thay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta thu được 

, _ 2 2 _ 2 2 1 x/2 3\fĩ 

phương trình : 18y - 15y -y=lc^>y=^«í>y = -y- => x = —. 

Đối chiểu điều kiện ta có nghiệm của hệ là : (x.y) = ■ 

V 2 2 V 

Bình luận: Bài toán này, xuất phát ý tưởng là thế tạo ra được phương trình bắt 
nhân tử chung bằng phép liên hiệp. Tuy nhiên về mức độ thì cần có độ tinh tế và 
cách nhìn tống quan. Giúp chúng ta mở rộng thêm nhiều hướng tư duy mới. 
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Ví dụ 20 : Giải hệ phương trình 1 

x(ựr+ 9-12) = y(l2-^ + 9) (xyỄŨ) 


4x(x + 1) + y(y - 2) = xy(20 - xy) 


Phân tích : Đây lại là một bài hệ có hình thức gọn nhẹ, nhưng chính sự gọn nhẹ 
này làm cho bài toán trở nên rất thú vị. Chúng ta sẽ cùng phân tích điều thú vị 
đó. 

Trước tiên ta biến đối phương trình thứ nhất trong hệ trở thành phương trình : 


xựy 2 +9 + yx/x 2 +9=12(x + y) (l). 

Rõ ràng cấu trúc phương trình (1) cho ta nghỉ ngay đến liên hiệp. Và cũng từ 
cấu trúc này chúng ta nhận thấy rằng đế chọn mối quan hệ giữa x,y nhắm đến 
thoát căn là điều bất khả thi. Do đó chúng ta chỉ còn một chọn lựa là chọn mối 
quan hệ giữa x,y đế cho hai vế phương trình bằng nhau. Không quá khó khăn 
khi chúng ta nhấm được khi X = -y là hai vế phương trình của (1) luôn đúng. 
Nhưng cũng bắt nguồn từ nhận xét có tính chất đặc biệt này (khác với các bài toán 
sử dụng liên hiệp ở các ví dụ trước mà chúng ta phân tích ) nên việc liên hiệp của 
chúng ta dành ưu tiên khử hệ số ở các đại lưcmg trong căn thức là hàng đầu. 

Do đó ta tiến hành tách (1) trở thành phương trình sau : 

x Ị-\Zỹ 2 ~+9 -3j + yỊ-'\/x 2 ~+9-3j = 9(X + y) 

o . „ xy2 + , T* 2 = 9(x + y) 

yjy 2 +9+3 ựx 2 + 9+3 

( \ 


<=> xy 


<=> xy 


y ■ x 

'ịỵ 1 +9+3 x/x 2 + 9 + 3 

yx/x 2 + 9 + x^y 2 + 9 + 3(x + y) 
ịựy 2 +9+3Ịịựx 2 +9+3Ị 


: 9(x + y) 


= 9(x + y) 


Tới đây việc khử hệ số xem như đã ốn nhưng vấn đề là chúng ta vẫn chưa thấy 
tìm được nhân tử của bài toán mà ta dự đoán từ trước là X = — y . 

Tuy nhiên quan sát biếu thức trong ngoặc trên tử có một đại lượng mà bài toán 

đã đề cập ngay từ đầu đó là: y a/x 2 + 9 + x^Jy 2 + 9 = 12(x + y) nên lúc này ta sẽ 
sử dụng phương án thế để thu được phương trình hệ quả sau: 


xy 


15(x + y) 

Ịyy 2 1 9j 3jỊyx 2 19 I 3| 


= 9(x + y)o 


+ 9=12(x + y) nên lúc này ta SỄ 
ih hệ quả sau: 
x + y = 0 

5xy = ĩỤy 2 +9 + 3ỊỊ\/x 2 +9 + 3 
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Và lúc này mục đích của chúng ta trong việc bắt nhân tử hóa đã thành công, tuy 
nhiên quá trinh bắt nhân tử này lại phát sinh ra một vấn đề khác, đó chính là cần 

xử lí phưong trình sau: 5xy = 3ị^jỹ 2 + 9 + 3\ị\fx 2 ^-9 + 3 ] ( 2 ). 

ở (2) ta có vế phải chứa đựng rất nhiều sự quen thuộc mà ta từng gặp ở các lớp 
trung học cơ sở. 

.., í y 2 + 9 > 9 k/y 2 + 9 > 3 L/y 2 +9+3>6 

Đó là nhận xét thấy : < <=> < ị 

[x 2 +9>9 a/x 2 +9 >3 v/x 2 +9 +3>6 

Vậy từ đây ta có : 3Ụy 2 +9 +3^ị'Jx 2 +9 + 3j>3-6-6 = 108 => xy > 

Với điều kiện này cũng chang giúp chúng ta có khắng định gì với phương trinh 
(2). Tuy nhiên, như các ví dụ trước đã có đề cập, do bản chất của hệ nên hai 
phương trình trong hệ đều có sự tương tác rất chặt chẽ nên chúng ta sẽ tiến hành 
khai thác phương trình thứ nhất trong hệ đế xem có liên quan gì sự đánh giá của 
(2), khi mà ở phương trình này chứa rất nhiều đại lượng liên quan đến xy. 

Cụ thế ta có phương trình thứ nhất được biến đối thành : 

4x 2 + 4x + y 2 - 2y = 20xy - x 2 y 2 <=> 4x 2 + 4x + y 2 - 20xy - 2y = -x 2 y 2 
Ta nhận thấy vế trái của phương trình mới biến đối chứa một biếu thức có dáng 
dấp của hằng đẳng thức. 

Thật vậy ta có: 

4x 2 + y 2 +1 - 4xy + 4x - 2y = -x 2 y 2 + 16xy +1 <=> (2x -y +1) 2 = -x 2 y 2 + 16xy +1. 

Từ đây ta suy ra được : -x 2 y 2 + 16xy +1 > 0 <=> 8 - vỏ? < xy < 8 + \ 63 . 

' _ 108 
xy > —— 

Như vậy ta sẽ có : < 5 (vô lí). 

8 - v/ó? < xy < 8 + v/ó? 

Điều này có nghĩa rằng (2) vô nghiệm trong điều kiện có được của hệ cho đại 
lượng xy. 

Và như thế là xem như hệ đã được giải quyết. 

Lòi giải: Từ phương trình thứ hai trong hệ ta biến đối được thành phương trình : 

4x 2 + 4x + y 2 - 2y = 20xy - x 2 y 2 

<=>4x 2 +y 2 + l-4xy + 4x-2y = -x 2 y 2 +16xy + l 

<=> (2x - y +1) 2 = -x 2 y 2 + 16xy +1. 

Từ đây ta suy ra: -x 2 y 2 + 16xy +1 > 0 <=> 8 - vỏ? < xy < 8 + Vỏ? . 

.ỊỊỊ^ươpg trj : ph tỊ-Ịự nhậyrong.hộ c(ựpv; yịCụdôi trọytỵtiy.pỊyoiy.ỳph.;........ 
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Ịy 2 +9 + y\/x 2 +9 =12(x + y)<=>xỊ-^y 2 +9 -3j + yỤịx 2 + 9-3j = 9(x + y) 


/y 2 +9+3 V X 2 +9+3 


= 9(x + y) 


yựx 2 +9+xỰy 2 +9+3(x + y) . 

I f 9(x+y) 

( 7 T^=^T7Ỵ=— r ] = 9(x + y) 
Ịựy 2 +9 + 3jỊVx 2 +9+3j 


X + y = 0 


Ị-5xy = 3Ị-ựy +9 +3jỊyx +9 + 3j 7 

Xét phương trình : 5xy = ĩỤy 2 +9 + ĩ^Ụx 2 +9 + 3 Ì (i) 

íy 2 + 9>9 1 Jy 2 +9 >3 [Jy 2 +9 + 3> 6 

Nhận xét :r <=>r , , 

[x 2 + 9 >9 [ựx 2 +9>3 [Ựx 2 +9+3>6 

Từ đây ta có: 5xy = lỤy 2 +9 + 3^jị\fx 2 +9 + 3^ > 3 * 6 • 6 = 108 => xy > . 

8 - Ựỏ5 < xy < 8 + ^/65 

Như vậy ta sẽ có: ị 108 (hệ vô nghiệm), 

l 5 

Vậy ta có phương trình (i) vô nghiệm. Do đó từ (*) ta có X + y = 0 <=> y = -X. 
Thay vào phương trình thứ nhất ta thu được phương trình : 

(3x + 1) 2 =-x 4 + 16x 2 +1 

x = 0=>y = 0 

4 9 „ / 9 \ „ x = l=>y = -l • 

<=> X 4 -7x 2 + 6 x = 0 » x( X 3 -7x + 61 = 0 <=> ' 

V > X = 2 => y = -2 

X = -3 => y = 3 

Thử lại ta có nghiệm của hệ phương trình là (X, y) = (0; 0 ) . 

Bình luận: Đây là một bài toán khó, dù nó cũng là ý tưởng thế và liên hiệp đế bắt 
nhân tử chung nhưng có khó khăn hơn, vì phép thế sẽ dẫn đến một phương trình 
hộ quá và khi tìm xong nghiệm học sinh ít khi chịu kicm tra lại mà vội vã kết 
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luận. Nhất là nghiệm của hệ đẹp như bài toán trên rất dễ cho học sinh sai lầm. 
Và một sai lầm nữa hay gặp là sau khi thế học sinh vẫn sử dụng dấu tương 
đương. Còn việc đánh giá cho phương trình (i) vô nghiệm là một việc cũng 
không hề đơn giản nếu học sinh không nắm vững và đủ tinh tế đế quan sát hệ. 



Phân tích : Bài toán này, thê hiện quá rõ vê kỉ thuật thê đê giải hệ. Chúng tôi sẽ đi 
vào cụ thể phần thế để giải quyết hệ. 


Cụ thể ta có từ phương trình thứ nhất trong hệ ta có: ^ y 2 = sịx - 1. 

Thay vào phương trình thứ hai ta có phương trình: 

\Jx + 2 =-\/y 2 +2y + 3 -\Ịx + l + y. 

Điều chúng tôi muốn phân tích chính là ở phương trình này. Ta đe ý sẽ thấy 
ngay được mối quan hệ sau : 

(x + 2)-(y 2 + 2y + 3) 

= x-(y 2 +2y + l) = (^J -(y + l) 2 + y + l)(%/x-y-l) 

Điều này ta dẫn đến ta cần liên hiệp đế bắt nhân tử chung, chú ý từ kết quả của 
phép thế ta sẽ có X > 1. Do đó ta tiến hành liên hiệp như sau : 



Và vấn đề trong ngoặc bây giờ chính là đại lượng y + 1 + -ựy 2 + 2y + 3 
Tuy nhiên, ta lại có : 


+ 2y + 3 + y + l = 


+ 2 + y + l> y + 1+ y + l>0. 


Do đó xem như chúng ta liên hiệp thành công. 
Và hộ đã được giải quyết. 
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Lòi giải: Điều kiện : X > 0 . 

Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta có: ^ y 2 = \Ịx -1 => yfx > 1 <=> X > 1. 
Thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 
sfx + 2 = ^y 2 + 2y + 3 - \fx + ỉ + y yịx + 2 - ^y 2 + 2y + 3 + \fx- y -1 = 0 
(x + 2)-(y 2 +2y + 3) 


<=> 


<=> 


a/x 4- 2 4- -^ỹ 4- 2y 4- 3 
(%/x) 2 -(y + l) 2 
yịx+~2 4- \Ịỹ + 2y + 3 


4-yx - V 1 - 0 


+ V X - y -1 = 0 


<=> 


<=> 


(n/x -y-l) 

(Vx -y-i) 


\ịx + y +1 


: + l 


= 0 


\/x 4- 2 + -^y 2 4- 2y 4- 3 

4" \fxTĨ 4“ y 4“ 14- ^y“ 4- 2y 4- 3 
\/x 4- 2 4- -^y 2 4- 2y 4- 3 


= 0 


-y-l = 0<t=>%/x = y4-l=>y>-l. 
Vì: -^y 2 4-2y4-34-y4-l>|y4-l|4-y4-l>0 

^ 4- \fx + 2 4- y 4-1 4- ^y 2 4“ 2y 4- 3 
\/x 4- 2 4- yịỹ 2 4- 2y 4- 3 


>0. 


Thế n/x = y 4- 1 vào phương trình thứ nhất trong hệ ta có phương trình : 

9 , , _ „ 9 [y = 0^>x = l 

y 2 -5 y + 1 +5 = 0«y 2 -5y = 0« . 

y = 5^>y = 36 

Đối chiếu tất cả các điều kiện đã xét ta có nghiệm của hệ là : 

(x.y) = {(l;0);(36;5)}. 

Bình luận : Bài toán trcn chúng tôi nghỉ người ra đề khi thực hiện phép thế xong, 
sẽ tính đến xét hàm số đại diện. Lý do là sau khi thế ta biến đối được thành 


inh luận : Bài toán trcn chúng tôi nghỉ người ra đê 
sẽ tính đến xét hàm số đại diện. Lý do là sau khi 

phương trình: JịyfxỴ 4-2 4- s/x = ^|(y4-l) 2 4-2 4- y 

Và từ đây chúng ta xét hàm số đại diện : f (t) = vt 2 + 2 4-1, Vt e □ . 

Đó cũng là một lời giải hay. Tuy nhiên, chúng tôi nghỉ lời giải mà chúng tôi đề 
cập trên vẫn là một lời giải hay và tự nhiên. Và từ lời giải bài toán này, chúng ta 
sẽ đưa ra một câu hỏi : Licu các bài toán dựa về xét hậm số đại dicn thì có thc giãi 
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bằng phép nhân liên hiệp bắt được nhân tử chung không ? Câu trả lời là hoàn toàn 
có thế. Ớ đây, chúng tôi dùng từ có thế là bởi vì đa số các bài toán xét hàm số đại 
diện người ra đề có thế chế tác một hàm số đơn điệu (tăng hoặc giảm) rồi từ đó 
chọn đại lượng để biến đổi nên đôi lúc mà ở đó nếu dùng phép liên hiệp có thể 
gặp khó khăn. Vì phép liên hiệp bắt nhân tử chung tuy là một phương pháp khá 
mạnh nhưng cũng có nhược điếm của nó chinh là cách xét dấu đánh giá phần 
trong ngoặc không phải lúc nào cũng thuận lợi. Nhưng trên thực tế, có một số bài 
toán được chế tác theo hướng xét hàm số đại diện có hình thức gọn nhẹ và cách 
đánh giá đế biết bản chất về dấu của biếu thức trong ngoặc khi liên hiệp thường 
hiện được đậm nét, thì lúc này liên hiệp là một phương án bắt nhân tử chung khá 
tự nhiên. 


Ví dụ 22 : Giải hệ phương trình 


Ịx + ựx 2 +ljỊy + ^y 2 +Tj = l 
y 3 - y +1 = \Ịx-ỉ - 3x 


(x,yeũ) 


Phân tích : Với những người hay giải hệ thì cấu trúc phương trình trình thứ nhất 
trong hệ đang xét đều nghỉ đến việc xét hàm số là ưu tiên hàng đầu vì đó là một 
cấu trúc khá quen thuộc. Và suy nghĩ đó là hoàn toàn chính xác và tự nhiên. Tuy 
nhiên, chúng ta sẽ không theo lối mòn đó mà chúng ta sẽ đi một hướng khác đó 
là nhờ phép liên hiệp bắt nhân tử chung dựa trên các cơ sở sau : 


Nhận xét: 


X +1 + x 


x z +l-x =1 


/y 2 +i + y Vy 2 + i-y =1. 


Mặt khác từ điều này, khi ta thay y = -X V X = -y thì phương trình thứ nhất 
luôn đúng. 

Do đó ta tiến hành liên hiệp phương trình thứ nhất hai lần. Cụ the ta có, phương 
trình thứ nhất biến đối trở thành phương trình : 


X + VX 2 +1 =-ựy 2 +1 - y<=>x + y + -\/x 2 +1 - -ựy 2 +1 = 0 

yx" +1 + Jy~ +1 1 yx +1+-Jy-+1 


yx + l+\ịy +1 yx + ỉ+\Ịy +1 J 

Lúc này, việc đánh giá trong ngoặc được hiện đậm nét (tương tự như ví dụ 21). 
Do đó ta đã liên hiệp và bắt nhân tử chung thành công. 

Lòi giải : Điều kiện : X > 1 . 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối trở thành phương trình : 
x + x/x 2 +1 =^y 2 +1 -y <=>x + y + \Ịx 2 +1 — x/y 2 +1 = 0 




2 2 
X -y 

/x 2 +1 + Jy 2 +1 


Oox.y. x >)(x -0 

Ựx 2 +1+Jy 2 +1 
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«(x + y) 


( 5 

( 

1. x ~y 

= 0 <=> (x + y) 

V 

v 4,x 2 +1 +^y 2 +1 J 


\]x 2 +1 + X + 4y 2 +1 - y 
ựx 2 +l+ựy 2 +l 


= 0 


vx 2 +1 + x + \/y 2 +1 — y |x| + x + |y|-y 
^x + y = 0«y = -xvì - 1 _ —— ->-■= =— , _ 3 >0. 

\Ịx 2 +1 + ^y 2 +1 \jx 2 +1 + ^Ịy 2 +1 
Thay y = —X vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 
-X 3 + X =-3x-1 + x/x+T<=>X 3 -4x + |Vx-l-l) = 0 
X -2 


<=> X 


h 2 - 4 )- 


í 


4ĨTÃ + 1 


= 0«(x-2) 


X + 2x + 


V 


V X 1-1 


= 0 


<=> X = 2 => y = -2 vì X 2 + 2x + —u — > 0, Vx > 1. 

"v/x — 1 4-1 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y)= (2;-2). 


Bình luận : Một lần nữa ta nhận thấy, với một hệ mà phép biến đối hầu hết là xét 
hàm số. Chúng ta đã khoác cho nó một lời giải mới dựa trên một nền tảng đã có. 
Cách giải này phù hợp với những bạn chưa tiếp xúc với hàm số. 



(xWx 2 +4Ì(y + ^/y 2 +l) = 2 

Ví dụ 23 : Giải hệ phương trình : < 

l A y 1 (x,ye0 ) 


27x 6 = X 3 -8y + 2 


(Học sinh giỏi tinh Nghệ An 2013 -2014) 


Phân tích : Bài toán này, có cấu trúc phương trình thứ nhất khá giống với hai ví dụ 
trước đó ta đã xét, chỉ khác biệt duy nhất vế phải lúc này là số 2. Sự khác biệt 
này làm bài toán thêm thú vị. Hãy đe ý, ở tích của phương trình thứ nhất ta có : 


x + x/x 2 +4 

Và ta lại có : Ịx + a/x 2 +4 ỊỊ-n/x 2 " + 4 - X j = 4. Như thế ta sẽ để ý tiếp thừa số 

còn lại trong tích với một nhận xét: Ị^4y 2 + 4 + 2yjỊ^4y 2 +1 -2yj = 4 . 

Điều này, dẫn đến chúng ta sẽ nhân 2 cho hai vế của phương trình thứ nhất, ta 

có: 2Ịx + x/x 2 +4jỊy + ^y 2 +Ij = 4<=>Ịx + -\/x 2 + 4^2y + x/4y 2 + lj = 4. 

Và giờ đây, mọi chuyện đã trở về như hai ví dụ trước đó ta đã phân tích. Và 
xem như hệ đã được giải quyết. 

Lòi giải : Phương trình thứ nhất được biến đối đe trở thành phương trình : 

2ịx + ^Jx 2 + 4^jịy + yỊy 2 +7j = 4 <=> íx + %/x 2 +4jỊ2y + A^4y 2 +4^ = 4 
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<=>x + Vx 2 +4 = Y4y 2 +4 - 2y X + 2y + vx^+4 - ■\[4y 2 -i-4 = 0 

7 =£^_ = 0»(x + 2y)íl + , ■ '~ 2 l . : 

^X 2 +4 + -^4y 2 +4 [ -\/x 2 +4 + A^4y 2 + 4 y 

xỊx 2 +4+ X + J4y 2 + 4 - 2y ^ ^ 

-- v —— = 0<=>x + 2y = 0<=>x = -2y. 

. yx 2 + 4 + y4y 2 + 4 


<=> x + 2y + 


<=> (x + 2y) 


_ Vx 2 +4 + x + -ự4y 2 +4 -2y X +x + |2y -2y 


/x 2 + 4 + \4y 2 + 4 


X 2 + 4 + \ 4y 2 + 4 


Thay y = “Ỷ X vào phương trinh thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 

27x 6 =x 3 +4x + 2-»3x 2 =\jx 3 +4x + 2 
X 3 + 3x 2 + 3x +1 - X 3 - 3x -1 = xlx 3 + 4x + l 
<=> (x +l ) 3 + (x +1) = X 3 + 4x + 2 + ịịx 3 +4x + 2 

C5>(x + l) 3 + (x + l) = (v/x 3 + 4 X + 2 ) + ựx 3 + 4x + 2 ( 1 ). 

ía = X +1 

Đặt ị Ị— - . Khi đó ( 1 ) trở thành phương trinh : 

ị b - y X 3 - 4x • 2 

a 3 +a = b 3 + b <^>(a-b)Ịa 2 + ab + b 2 ) + (a-b) = 0 


a + a = D + DC5>^a-DẠa +ao + D j + ^a-Dj = u 

/ 1 \2 «1 2 

<=>(a-b)(a 2 +ab + b 2 +lj = 0 <=> (a-b) a + ^J + "4 +1 
/ |^\2 3b 2 

<=>a-b = 0 <=>a = bvì a + -^ + — 7 - +1 > 0 . 

I 2 4 


<z>x + l = sfx 3 - +4x + 2 <^(x + ỉỴ = X 3 +4x + 2 

ì + yỊŨ . .. I \ I3 

x = ——=>y =- —r — 

<=> 3x 2 -x-1 = 0 <=> 6 ^ 2 . 

I - V13 . -l + yỊĨ3 

L x= 6 ^ y =^r- 

^_ị(i+xíũ-i-síũ\( Ì-VĨI.-I+^Ì 

Vậy nghiệm của hệ là : (x,yj = 1 ; ; ; ~r — ; V 

l 6 12 JV 6 12 J 


t 2 3 
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Bình luận: Bài toán trên có lẻ người chế tác muốn nhắm đến một bài toán hàm số 
lồng hàm số ở cả việc bắt nhân tử chung và giải phương trinh khi thay vào. Tuy 
nhiên, với hai công cụ chủ yếu mà chúng ta thường dùng thì vẫn giải quyết tốt 
được hệ. Với một bài hệ, được xây dựng như vậy được đánh giá là một bài hệ 
hay vì không gò ép người giải theo một định hướng bắt buộc nào. 


Ví dụ 24 : Giải hệ phương trình 1 

x/x +1 + yỊx - 1 - 4y 4 + 2 = y 

X 2 +2x(y-l) + y 2 - 6y + l = 0 


(Tuyển sinh khối A,A1 năm 2013) 


Phân tích : Đây cũng là một hệ hay và đủ khó đế phân loại. Bàn về cấu trúc hệ, ta 
nhận thấy phương trinh thứ hai trong hệ là một phương trình bậc hai hai ấn. 


Kiếm tra ta thấy có thế phân tích nhân tử nhưng lại không cho được delta chính 
phương, do đó hy vọng có nhân tử chung này là bất khả kháng. 

Phương trình thứ nhất trong hệ, chỉ chứa một căn thức bậc 4 nên ưu tiên hàng 
đầu là ấn phụ đế biễ diễn X về ấn phụ mới có chưa mũ 4. 

Cụ thể nếu t = \/x — 1 =>t 4 =x-l<=>x = t 4 +l ta sẽ có phương trình thứ nhất 
được biến đổi là : 4 1 4 + 2 +1 = 4y 4 + 2 + y. 

Và dáng điệu xét hàm số đại diện đã được lộ rõ. Tuy nhiên, vơi cấu trúc phương 
trình thứ nhất vẫn cho ta được tư duy liên hiệp bắt nhân tử chung. 

Không khó nếu cho X = y 4 +1 thì ta sẽ được hai vế phương trình luôn đúng. 
Như vậy ta cần phải tách phương trình thứ nhất về phương trình: 

x/x + 1 -\Ịy 4 + 2+\/x-l-y = 0 

Tuy nhiên đế liên hiệp thành công phương trình này ta cần phải xác định dấu 
của y. Như các ví dụ trước đã đề cập, để xét dấu của yta cần quan tâm đến 
phương trình thứ hai trong hệ. 

Phương trình thứ hai trong hệ được biến đối thành phương trình : 

X 2 + y 2 +1 + 2xy - 2x - 6y = 0 
<=> X 2 + y 2 +1 + 2xy - 2x - 2y = 4y 
<=>(x + y-l) 2 =4y=>y>0. 

Vậy với nhận xét này ta liên hiệp thành công. Cụ thế ta có: 

x/x+T- Jy 4 +2 + ^x^ĩ-y = 0<^ x ■ y 1 y =0 

X-y 4 -1 | x-l-y 4 0 

x/x+T + 4y 4 + 2 (Vx-l + y 2 )(x/x-l + y) ~~ 
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Với điều kiện đang xét ta dễ dàng xác định được biếu thức trong ngoặc vô nghiệm. 
Và như thế hệ được giải quyết. 

Lòi giải: Điều kiện : X > 1 . 

Từ phương trình thứ hai trong hệ biến đối ta có phương trình : 

X 2 + y 2 +1 + 2xy - 2x - 6 y = 0 X 2 + y 2 +1 + 2xy - 2x - 2y = 4y 

<^>(x + y-l) 2 = 4y=>y>0. 

Nhận xét (x;y) = (1 ;0) thỏa hệ. Vậy ta chỉ cần xét X > 1, y > 0. 

Khi đó phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 

^/x+T + ựy 4 +2 VX-1 + y 



T 


4 4 . íx >1 „ „ 

<^>x-y-l = 0<t=>x = y+lvì< " => T > 0. 

[y > 0 

Thay X = y 4 +1 vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 

(y 4 + y)" = 4y.»y(y 3 +l)“ =4 vì y>0 

Xét hàm số f(y) = y(y 3 +lj , y>0. 

Ta có : f'(y) = Ịy 3 +1 j + 6 y 3 (y 3 +lj>0, Vy>0. 

Vậy hàm số f(y) đồng biến trên khoảng ( 0 ;+co) nên phương trình f(y) = 4 có 
tối đa một nghiệm. 

Mà f (1) = 4 => y = 1 là nghiệm duy nhất. Với y = 1 => X = 2 . 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = |(l;0);(2;l)|. 

Bình luận: về bản chất của bài toán, có thế xét hàm số đại diện trực tiếp mà không 
cần qua phép đặt ẩn phụ. 
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Cụ thể ta có phép biến đổi : JỊyfx^ĩj +2 + y/x-1 = yịỹ* + 2 + y . 

Còn với việc xét trước cặp nghiệm (x,y) = (l;0) là do tính chất của phép liên 
hiệp cần mẫu số khác 0. Một chú ý mà chúng ta hay quên nên dễ dẫn đến sai lầm. 
về việc giải phương trinh f (y) = 4, có thế không cần xét hàm số mà chúng ta 
có thế đơn thuần khai triến và giải bình thường. 

Cụ thể ta có : y^y 3 +lỊ =4 <=> y^y 6 +2y 3 +lj = 4 <=> y 7 +2y 4 + y-4 = 0 
^(y-i)(y 6 + y 5 + 3 y 4 + 3 y 3 +3y 2 +3y+4)=0. 

Với y >0 ta có : y 6 + y 5 + y 4 + 3y 3 + 3y 2 +3y + 4>0=>y = l. 


Ví dụ 25 : 

xy 2 ị\Ịx 2 +1 + lị = 4\ly 2 +16 +4y 

Giải hệ phương trình < 

' (x,ye0) 

9(l-x)(2x 2 -x 2 y + 8 ) = 4yự3(2y-9) 


Phân tích : cấu trúc của hệ, không cho phép chúng ta bắt đầu khai thác từ phương 
trinh thứ hai trong hệ. Với phương trình thứ nhất trong hệ ta biến đối một chút ta 

sẽ có : xy 2 Ịựx 2 +l + lỊ = 4(ựy 2 +16 + y| 

Với phương trình này ta nhận thấy có hai đại lượng có tính chất liên hiệp quen 
thuộc là \Jx 2 +1 + 1 , \jy 7 +16 + y. Tuy nhiên trước đại lượng VX 2 +1 +1 ta 

còn có một thừa số xy 2 nên với điều kiện cho phép của hệ ta biến đổi như sau 
vẫn không làm mất tính chất liên hiệp 
Cụ thể ta có : 



Chú ý rằng từ phương trình thứ nhất trong hệ ta cũng suy ra được X > 0 . 

Cấu trúc phương trình biến đổi khi chia hai vế phương trình cho y 2 đã hiện rõ 
cách xét hàm số đại diện. Tuy nhiên, với phép liên hiệp thì cấu trúc này cũng đã 
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4 4 , 

hiện rõ. Và từ phép liên hiệp ta có được X = — <=> y = — . Và như vậy nút thăt 

y X 

của bài toán đã được gỡ, và hệ cũng được giải quyết. 

Lòi giải: 

, 9 

Điêu kiện : y > — . 

2 

Từ phưong trình thứ nhất trong hệ ta suy ra được X > 0 . 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 

x(Vx 2 + l + l) = -í Jl + ^ị + lì<^>x-- + xVx 2 +l--Jl + ^ị =0 

1 / y V y J y y V y 


<=> X- — + - 

y 


X Z -TV 1 + X ^ + 



xvx +1 + — 1 + 



<=> X — — 1 + 


X H—- l + x +- 


+ - 1 + - 


í\Ịx 2 +1 


= 0« X- — + 

y 


4 y> V 

: 0 <=> y = - vì ị 2 => T > 0 . 


yv y 


Thay y = — vào phương trình thứ hai ta được phương trình : 

X 


9(l-x)( 


-X 2x"-4x + 8 3 -- 


■(!-*)( 


<=> í 1 — X ) X -2x + 4 = — . 3 — - 


8 )-xK*' 9 )° 9(1 " X)( 

1 9xV u J 


-X x z -2x + 4 =- Í3 -- 


’ x\ u ) 


«(l-x)(x z -2x + 4ị- 


)-ềề- 3 =°ÍT 


3x V 3x 


Điều kiện để giải (l) là 0 < X < -. 

Đặt t = . hr~-9, t >0.Tacó: t 2 + 9 = . 

V 3x 3x 

Khi đó phương trình (l) trở thành phương trình : 

-X 3 +3x 2 - 6x + 4-Ịt 2 + 9jt = 0<=>(l-x ) 3 + 3(l-x)-t : 


-xì-r -3t = 0 
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<=>(l-x-t)Ị(l-x) 2 + (l-x)t + t 2 j + 3(l-x-t) = 0 

<=>(l-x-t)Ị(l-x) 2 +(l-x)t + t 2 +3j = 0 

<=>l-x-t = 0<=>t = l-x vì (l-x) 2 +(l-x)t + t 2 +3>0. 

Với t = 1 - X •» . Ạ- -3=l-x<=>-^--3 = x 2 -2x + l<=>8-9x = 3x 3 - 6x 2 + 3x 
V3x 3x 

<=>x 3 -6x 2 + 12x-8 = -2x 3 <=>(x-2) 3 =-2x 3 <=>x-2 = -x-\fĩ 


«(l + 


2 x = 2 ox = 


l + ỤĨ ' 


Đối chiếu điều kiện của phương trinh (l) ta có: 


x= d?2^ y=2 ( 1+?/ĩ ) 


Đối chiếu điều kiện của hệ ta có nghiệm của hệ là 



Bình luận: về cấu trúc thì bài toán này giải bằng xét hàm số đại diện thì sẽ ngắn 
gọn hơn ở phương trình thứ nhất trong hệ. Tuy nhiên, với điều kiện cho giữa các 
biến rất rõ ràng cho việc liên hiệp nên bài toán trên vẫn liên hiệp cho được lời 
giải tự nhiên. Qua đây, chúng tôi muốn nhắn gửi đến các bạn, có lẻ đôi lúc 
chúng ta cứ chăm chăm vào định dạng bài toán này phải thực hiện bằng xét 
đánh giá hàm số đại diện thì cũng chưa chuấn lắm. Chúng ta có thế mở rộng 
thêm một vài kỉ thuật khác cũng giải tốt được hệ đó một cách tự nhiên. Và các 
ví dụ trên đã minh chứng cho điều đó. Hy vọng với những gợi mở như vậy, 
chúng ta sẽ có thêm hướng đế luyện tập thêm được nhiều bài toán khác phù họp 
với kiến thức mình có. Tiếp theo chúng ta sẽ nghiên cứu một dạng liên hiệp 


khác mà tính hiệu quả của nó cũng khá cao. 



Phân tích : Quan sát hệ này chúng ta nhận thây được, đê công phá hệ ta cân công 
phá được phương trình thứ nhất trong hệ vì phương trình thứ hai các biếu thức 
vế trái và vế phải tuy đã tách biến nhưng chúng không cho chúng ta mối liên hệ 
nào để phán đoán hướng đi. 

Nhìn vào phương trình thứ nhất trong hệ ta nhận thấy rằng, phương trình này có 
cấu tạo khá giống với một số ví dụ ta vừa xét nhưng hãy đế ý đến số 1 ở vế phải 
phương trình này. Chính con số đặc biệt này sẽ làm cho bài toán không cho 
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Tuy nhiên ta nhận thấy được rằng : Ịx/x 2 +1 + X Ị Ị x/x 2 +1 - X Ị = 1 nên ta sẽ đẩy 

Ẩ _2_ 1 ! 1 _... AÌ Ỉ .. ' . o 


ý tưởng liên hiệp xem thê nào ? 
Cụ thể ta sẽ có : 


Cụ thê ta sẽ có : 

Ịựx 2 +l + xỊỊựy 2 + 4 + yỊ = l«ựy 2 +4 + y = ^==L-= ựx 2 +l-x. 

y X + 1 + X 

Tới đây chúng ta vẫn chưa nhận thấy được điều gì. Ta tiếp tục liên hiệp đại 
lượng còn lại xem sao? 

Cụ thể ta sẽ có: [x/x 2 +1 + xìíy+ -^y 2 + 4 ] = 1 <=> %/x 2 +1 + x = - ===!= - 

' A ' Jy 2 + 4 + y 


Cí> -4 Vx + 1 + x = 


y +4 + y 


■=y-vy +4 


Với hai cách phân tích trên ta sẽ có : 


y+yy 2 +4=Vx 2 +i-x 


y-Jy 2 +4 =-4yx 2 +1 - 4x 


Ớ bước này kết họp với yếu tố bên vế phải phương trình thứ hai trong hệ chứa 
hai đại lượng \Ịx 2 +1, X 

Nên ta sẽ nghỉ đến phép cộng vế theo vế để sử dụng được phép thế. 


Thật vậy, từ hệ 


y+yy + 4 =vx +1 - X 


y ~ V y 2 + 4 = -4y X 2 +1 - 4x 


=> 2y = -3a/x 2 +1 - 5x . 

Từ phương trình thứ hai trong hệ ta có phương trình sau : 

(2y + 5) 3 -ự5-2y = 2^3x/x^ + 1 +5xj <=> (2y + 5) 3 - Ự 5 -2y = -4y. 

Phương trình này không khó đe giải quyết. Do đó hệ phương trình đã cho được 
giải quyết hoàn toàn. 

Lòi giải: 

Do >/x 2 +1 + X í 0, y + ^y 2 +4 TÉ 0 . Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta có 
phép biến đổi sau : 


y+yy +4 = - 


=Vx +1-X 


/x +1 + x 


-4 y x + 1 + x = 


y + AÌy +4 


■ “y Vy +4 
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y + \jy 2 + 4 = Vx 2 +1 - x(i) 
y-yịy 2 +4 =-4sjx 2 +1 -4x(2) 

Lấy (l) + (2) vế theo vế ta có 2y = -3^?+T-5x (*) 
Phương trinh thứ hai trong hệ được biến đối thành : 

(2y + 5) 3 - p - 2y = - 2 Ị- 3 ^x 2 +1 - 5x j 

Thay (*) vào ta được phương trình : 

(2y + 5) 3 -ự5-2y =-4y <^>(2y + 5) 3 +4y-^5-2y = 0 ( 3 ) 
© Cách 1: Sử dụng phép liên hiệp. 

Ta có : (3)«8y 3 +60y 2 + 154y + 123 + 2-3/5-2y =0 


^(2y + 3)Í4y 2 +24y + 4lì +- 2y + 3 , = 

( 

«(2y + 3) 4y 2 +24y + 41 +- - — , 

4 + 2ịỊĨ^ + ĩ Ặ5-2y ý 

"t 

3 , _ 

<=>2y + 3 = 0<=>y = --^ vì T>0,VyeD . 

V ỚI y = —- ta có 
2 

(*)<=> 3 = 3^x 2 +1 +5x<=>3 \lx 2 +T = 3-5x<?í>J 

[9x 2 +' 

, « [*4 

_ _ r Ã „ 

<=> 1 3 <=> < X = 0 <=> X = 0 


= 0 


= 0 


r-7 

Thử lại ta có nghiệm của hệ phương trình đã cho là (x,y)= fo 

® Cách 2 : Sử dụng hàm số . 

Xét hàm số f(y) = (2y + 5) 3 + 4y-^5-2y , Vyeũ . 


30x + 25x 2 
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Tacó: f'(y) = 6(2y + 5) 2 + 


2 

ậ 5 ~ 2 y) 


+ 4>0, Vy 5* . 

2 2 


Do đó hàm số f(y) luôn đồng biến trên □ . Mặt khác f 

3 

phương trình f (y) = 0 có nghiệm duy nhât y = => 

Thử lại ta có nghiệm của hệ đã cho là (x,y) = 
ình luận : Bài toán này ở phương trình thứ nhất hầu 

-1__ m_ _ L .. 


th 


= 0 . Do đó 


x = 0. 


Bình luận : Bài toán này ở phương trình thứ nhất hầu hết học sinh sẽ nghỉ ngay 
đến phương pháp hàm số để giải. Tuy nhiên cách này lại không ứng dụng được, 
lời giải mà chúng tôi đưa ra là một hướng giải sử dụng phương pháp liên hiệp “ 
giả định kéo theo Phương pháp này có một ưu điếm đó là nếu trong trường 
hợp bài toán hệ mà có một phương trình có khả năng “ sử dụng phép liên hiệp 
nhưng không triệt để về dấu hoặc đã triệt để nhưng không kéo được biểu thức 
ràng buộc giữa hai biến về kiếu đơn giản “ thì với phương án này bài toán hoàn 
toàn toàn có thể giải quyết tốt được. Chú ý rằng, với phương án dùng “ liên 
hiệp giả định kéo theo “ ta luôn thu được một phương trình hệ quả nên sau 
khi tìm nghiệm xong ta cần thử lại. 


Ví dụ 27: Giải hệ phương trình 


[ựy + 2x-l +Ạ-y = y + 2 
ín/x = ựy(x-l) + Ậ 2 -y 


(x,yeũ). 


Phân tích : Với hệ này, chúng ta dễ dàng nhận thấy cấu trúc phương trình thứ nhất 
trong hệ tuy đơn giản nhưng lại không có nhiều dữ kiện yếu tố đế khai thác vì 
các đại lượng trong căn và ngoài căn rất “trơ”. Ớ phương trình thứ hai tuy có 
cấu trúc khá phức tạp hơn phương trình thứ hai nhưng hai đại lượng trong căn 
thức ở vế phải có chung đại lượng -y nên ta sẽ tiến hành công phá phương 
trình thứ hai bằng phương pháp “ liên hiệp giả định kéo theo “. 

Cụ thể ta sẽ có : ] 


ựy(x-l)-^ 


-v x -y = 


xy-y-x +y 


t(y-x) 


y-x 


ựy(x-l)+^ 


x 2 -y 


x^/x sỊx 

Khi đó kết họp với phương trình thứ nhất trong hệ ta có : 
^/y(x-l)+ 3 /x 2 -y =x^(l) 
ựy(x-l)-ựx 2 -y 


y-x 

n/x” 


( 2 ) 


Lấy (1) + (2) vế theo vế ta có phương trình : 
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X -x + y 


2 ựy(x -1) = x^ + « 2^y (x 2 - x) = 

=>4y(x 2 -x) = Ịx 2 - x + y) 

<=>(y-x 2 + xj = 0<=>y = x 2 -x. 

Tới đây ta chỉ cần thế vào phưcrag trình thứ hai là hệ đã được giải quyết. 


Lòi giải : Điều kiện : 


y + 2x -1 > 0 
1 - y > 0 

X > 0 

y(x-l)>0 


[x -y>0 
Ta có : ựy(x - ĩ) + - y = x\Ịx (l) 

Lại 


ại cỏ : ựy(x -1) - ựx 2 - y = -J == - = ~ề ^~ = ~ỉệ ( 2 ) 

^y(x-l) + ‘\Ịx 2 -y Wx v x 

ựy(x - ĩ) + Ậ 2 — = Xyfx(ỉ) 


Kết hợp (l),(2) ta có hệ phưcmg trình - v-x 

ựy(x -1) - ựx 2 - y = X_^(2) 

Lấy (l) + (2) vế theo vế ta thu được phương trình : 
vx yx 


^2ựy(x 2 -x) = x 2 -x + y => 4y(x 2 -x) = (x 2 - X + r ) 

<=>(y-x 2 + xj = 0«>y = x 2 -x. 

Thay y = X 2 - X vào phương trình thứ nhất trong hệ ta thu được phương trình 
\j\ 2 + X - 1 + V-x 2 + X + 1 = X 2 - x + 2 


Theo bất đẳng thức AM-GM ta có : 

x 2 +x-l + l x 2 +x 


4 


X +X-1< 






2 2 

—X + X +1 +1 —X + X + 2 
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=>x 2 -x + 2<x + lcí>(x-l) 2 <0cí>x = l=>y = 0 

Đối chiếu và thử lại ta có nghiệm duy nhất của hệ là (x; y) = (1; 0). 


Bình luận : Bài toán giải bằng phương án “liên hiệp giả định kéo theo” dựa trên 
nhận xét yếu tố phần chung có được từ các đại lượng trong căn ở phương trình 
thứ hai trong hệ. Một đặc điểm cũng thường được tính đến khi sử dụng phương 
án này. Tuy nhiên, trong bài toán này nếu chúng ta sử dụng phép nâng lũy thừa 
cho phương phương trình thứ hai hoặc đánh giá nó thì chúng ta cũng được kết 
quả như trong lời giải. Bài toán này do chúng tôi đề xuất. 


Ví dụ 28 : Giải hệ phương trình 1 

3ựx 2 +5-2ựy 2 +3=5y 

, - r- - (vyeũ) 


2y X 2 + 5 - sịy 2 + 3 = 2x 


Phân tích : Với hệ này, ta nhận thấy các đại lượng \jx 2 +5,^y 2 +3 xuất hiện lặp 

lại trong cả hai phương trình trong hệ nên ta có thế nghỉ ngay đến phương án ấn 
phụ hoa hai căn thức như sau : 


Đặt 


X 2 +5 


fa = ^ 

» = >/ỹ ĩ + 3 


. Lúc đó hệ đã cho đưa về hệ mới là : 


[3a-2b = 5y 
I 2a -b = 2x 


Ta có thế xem hệ này là hệ bậc nhất hai ấn a,b và coi hai ấn X, y là tham số đế 
giải quyết bằng cách giải hệ bậc nhất hai ấn bằng định thức Cramer hoặc 
phương pháp cộng bình thường. 

Tuy nhiên, chúng tôi muốn đề cập bài toàn này theo phương án Tiên hiệp giả 
định kéo theo” dựa trên yếu tố khá đặc biệt ở phương trình thứ hai đó là 

2yỊx 2 +5,2x. 

Cụ thể ta có : 

2^x 2 +5 -\ly 2 +3 =2x <=>2 Ị^x 2 +5 - xj = <^y 2 +3 <=> sjx 2 + 5 -X = ■ 


Mặt khác do : 

(Vx 2 +5 -x\ịyjx 2 +T + xì = 5 nên ta có : ^x 2 +5+x- -= — =L£= 

1 A ’ ^|x 2 75-x ựr+3 


Khi đó kết họp với phương trình thứ hai trong hệ ta có hệ : 

JJT 5 -X = £ụỉ( 1) 

Vx 2 +5+x = -j=L=(2) 

l Vy +3 


161 




















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 
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Lấy (l) + (2) vế theo vế ta có được phương trình : 


2^x z +5 = 


\Ịy 2 + 3 


10 

a/y 2 +3 


( 3 ) 


Thay (3) vào phương trinh thứ nhất trong hệ ta có được phương trình : 


\Ịy 2 + 3 


+ 


10 

ựy 2 + 3 . 


-2ựy 2 +3=5y. 


Phương trinh này không quá khó đế giải. Do đó hệ đã được giải quyết hoàn toàn. 

Lòi giải: 

Do \Ịx 2 + 5 - X # 0 . 


Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta có : 
2^x 2 +5-Ựy 2 +3=2x 


Ụx 2 + 5 - X j = sjy 2 + 3 <=> 4- 


<=>2Ịvx +5-x| = 
Mặt khác do : 


X +5-X = 


^/r+3 

2 


Ụx 2 +5 -xỊỊựx 2 + 5 +xj 


x z +5-X II Vx z +5 +x 1 = 5 nên ta có: a/x z +5+x = 


5 10 

•v/x 2 +5 -X lỊỹ 2 + 3 


Khi đó kết họp với phương trinh thứ hai trong hệ ta có hệ : 

>/Z±ỉ , 

2 
10 




x z + 5 - X = - 


7 


X +5 + x = - 


-( 1 ) 

= ( 2 ) 


^/ỹ 2 + 3 

Lấy (1) + (2) vế theo vế ta có được phương trình : 


2^x z + 5 = 


•\/y 2 + 3 


10 


a/y 2 +3 


( 3 ) 


Thay (3) vào phương trình thứ nhất trong hệ ta có được phương trình : 


\Ịy 2 + 3 


10 


» 12 - 


! ựy 2 + 3 

(y 2 +3) = 4yựỹ 


-2^/y 2 + 3 =5y » 




+ 3 


» 9 - y 2 - 4y s jy 2 +3 =>81-18y 2 + y 4 = 16y 4 + 48y 2 
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^15y 4 +66y 2 -81 = 0^ 


y 2 =l 


Thử lại ta có : y = 1. 

Với y = 1 ta có : 2 Ịa/x 2 +5 
fx 4-1 > 0 

oị „ „ <=> 


X +5-xj = 
fx>-l 

<=>■ 


) = 2 w 


x 2 4-5-x = l<=> \jx 2 +5 = X + 1 


■ 2 4-5 = X 2 4- 2x 4-1 [x = 2 


<=>x = 2. 


Thử lại ta có nghiệm của hệ phương trình đã cho là (x,y) = (2;l). 

Bình luận : Dựa vào điều đặc biệt ở con số 2 trong phương trình thứ hai trong hệ, 
chúng ta đã sử dụng đẳng thức liên hiệp quen thuộc để tiến hành phương án 
“liên hiệp giả định kéo theo” thực hiện phép thế. Và với phương án này ta đã 
đưa bài toán về lời giải độc đáo hơn ý tưởng ban đầu của bài toán mà chúng tôi 
đã phân tích. 


\ 

< 

ỉí dụ 29 : Giải hệ pl 

yVx 2 -9 =xựy 2 4 
3x 3 -lly 2 -95 = 3| 

lương trình 

-9-9 

( Y ycnl 

ỉx 2 1 

/ , - , ^) 

x 4 +2x + 15y 2 +13l) 

Phân tích : Từ hệ này ta dễ nhận thấy đế công phá hệ này ta cần công phá phương 


trình thứ nhất trong hệ trước. Với cấu tạo của phương trình thứ nhất ta có thế 
nghỉ đến phép nâng lũy thừa hai vế phương trình hoặc nhờ một phép đánh giá 
nào đó. 

Tuy nhiên, trong bài toán này chúng tôi muốn triến khai phương trình thứ nhất 
bằng phương án “liên hiệp giả định kéo theo” dựa vào yếu tố chung đặc biệt đó 

là chúng có chung đại lượng x 2 y 2 . 

Thật vậy, dựa vào yếu tố này ta sẽ có “phép giả định” như sau : 
xựy 2 +9 -y-v/x 2 -9 =9(1) 

xựy 2 +9 + yựx 2 -9= —p í +y j— -X 2 +y 2 (2) 

[ xựy 2 +9-yVx 2 -9 

Lấy (1) + (2) vế theo vế ta có : 

2xựy 2 + 9 =x 2 +y 2 +9 => 4x 2 (y 2 + 9 ) = (x 2 + y 2 + 9 )*" 

<=>4x 2 y 2 +36x 2 =x 4 + y 4 + 81 + 2x 2 y 2 +18x 2 +18y 2 «(x 2 -y 2 -9) 2 =0 
<=>y 2 =x 2 -9. 
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Tới đây ta chỉ cần thực hiện phép thế vào phương trình thứ hai trong hệ xem 
như bài toán đã được giải quyết. 

Lòi giải: 

Điều kiện: x 2 -9>0<=>x<-3vx>3. 


Ta có 


x-x/y 2 +9 - yx/x 2 -9 =9(1) 


cựy 2 +9 + yx/x 2 -9 = ■ 


>(x 2 + y 2 ) 


= x 2 +y 2 (2) 


'.\jy + 9 -yx/x 2 -9 


Lấy (l) + (2) vế theo vế ta có : 

2xựy 2 + 9 = x 2 + y 2 +9 =>4x 2 Ịy 2 +9^ = Ịx 2 +y 2 + 9 Ị 2 

<=>4x 2 y 2 +36x 2 =x 4 + y 4 + 81 + 2x 2 y 2 +18x 2 +18y 2 <=>(x 2 -y 2 -9) 2 =0 

<^>y 2 =x 2 - 9. 

Thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 
3x 3 -ll(x 2 -9)-95 = 3|x 2 Ịx 4 + 2x + 15(x 2 -9) + 13lỊ 

<=> 3x 3 -1 lx 2 + 4 = ựx 6 +15x 4 + 2x 3 - 4x 2 

<=>3x 3 -12x 2 -x + 4-ịịx 6 + 15x 4 +2x 3 -4x 2 -Ịx 2 + xj 

«(x-4)(3x 2 -l) 

__ -3x 5 +12x 4 + x 3 -4x 2 _ 

ậx 6 +15x 4 +2x 3 -4x 2 j + (x 2 +xjx/x 6 +15x 4 +2x 3 -4x 2 +(x 2 +xj 
<^(x-4)(3x 2 -l) 

-(x-4)(3x 2 -l)x 2 

^x 6 +15x 4 + 2x 3 -4x 2 j +Ịx 2 + xjx/x 6 +15x 4 +2x 3 -4x 2 +^x 2 +xj 
o(x-4)(3x 2 -l) 


( ^ 


1 4- 

X 2 



ậx 6 + 15x 4 + 2x 3 - 4x 2 j 

2 +(x 2 +x) 

1 x/ X 6 +15x 4 +2x 3 -4x 2 +1 

( X H 

2 

1 

/ 


"V 

p 
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<=> 




= 0« 


X = 4 



3 

73 


X =- 


3 


vì p > 0, Vx e □ . 


Đối chiếu điều kiện ta nhận X = 4 => y = ±v7 . 


Thử lại ta có nghiệm của hệ phương trình là (x, y) = Ị4; \ỊĨ j. 

Bình luận : Lời giải trong bài toán này được chúng tôi giải theo hướng tiếp cận “liên 
hiệp giả định kéo theo”. Tuy nhiên, với phương trình thứ nhất chúng ta hoàn toàn 
có thể sử dụng phép nâng lũy thừa để công phá phương trình thứ nhất. 

Cụ thể ta có : 

x \Ịy 2 + 9 = y7x 2 -9 +9=>x 2 y 2 +9x 2 = x 2 y 2 -9y 2 + 18y7x 2 -9 +81 



Và tới đây ta giải như trong lời giải. 

Lưu ý rằng về thấm mỹ của bài toán thì cách lũy thừa hai vế là cách đi tự nhiên 
và đẹp mắt nhất, tuy nhiên chúng ta không nên bằng lòng trước sự hoàn mỹ này 
mà ta nên đi tìm một hướng đi khác mà có thế áp dụng được cho nhiều bài toán 
khác hơn. Đó chính là cách học toán. 


Ví dụ 30: Giải hệ phương trình < 

ựx + 77-^x-77 = 7 4x -y 

,-— (x,yeũ) 


7x 2 - 9=3ựy-3x + 3-2 


(Thi thử chuyên Lam Sơn lần 1 năm 2015) 


Phân tích : Với hệ này, chúng ta nhận thấy phương trình thứ nhất trong hệ hoàn 
toàn có thể sử dụng phép lũy thừa để tìm mối quan hệ giữa hai biến X, y . Tuy 
nhiên hình thức phương trình thứ nhất này cũng có thế nghỉ đến phép “liên hiệp 
giả định kéo theo” dựa vào yếu tố vế trái phương trình thứ nhất có chung đại 
lượng X. 

Cụ thể ta có phép giả định sau : 


ựx + ựỹ-Ựx-ựỹ=ự4x-y(l) 


^x + N /y + yj^-yfỹ 


jy/y _ 2 77 


7 2 ) 


ẼỄ 'S :i :::: 
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Lấy (1) + (2) vế theo vế ta có phương trình : 

2 \/x+7y =v/4x r ỹ + -p== «2^(4x-y)(x + ựỹ)=4x-y + 2ựỹ 

=> 4(4x - y)(x + = (4x - y - 2^f 

<^>y(y-4x + 4) = 0. 

Và tới đây hệ đã được giải quyết. 

X 2 -9>0 

X^VỸ 

Lòi giải: Điều kiện : ị y > 0 

4x - y > 0 
y-3x+3>0 

Ậ + yỊỹ -Ậ-yfỹ = x/4x-y(l) 

Tacó: Ỉ7~T- _ hJL _- í* 


X + Vy + Jx-J y =■ 


/x + Vy -\/x-Vy 


= -ị£ỊL(2) 

x/4x-y 


Lấy (1) + (2) vế theo vế ta có phương trình : 
2 ựx + x/ỹ = ' N /4x-y+- 2 hẫĩ= ^ 2 J(4x- 


x + ựỹ = ^4x :: ỹ + -p|= ^2ự(4x-y)(x + ựy)=4x-y + 2ựỹ 
4(4x-y)(x + ựỹ) = (4x-y-2ựỹ) 2 


, . Ty-0 

oy y-4x + 4 =0o 

v 2 l^y = 4x — 4 

Thử lại ta loại y = 0 . Với y = 4x - 4 thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta 
được phương trình: 

\jx 2 -9 — 3\Jx-l - 2 ( điều kiện X > 3 ). 

«x/x 2 -9-4 = 3(n/Ĩ^Ĩ-2) o * 2 ~ 2 5 - 


<=>(x-5) 


_9 + 4 n/x -1 + 2 


2-9+4 v~ I • 2 
=»(*)• 


V ^ 

Với X > 3 ta có : ■ = ->1(3). 

dx 2 *$*+■ 
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Thật vậy ta có (3) <=> X +1 > slx 2 - 9 <=> 2(x + 5) > 0 (luôn đúng). 

Mặt khác -v/x-1 + 2 > 2 + s[ĩ <=> . 1 -< —^-= , với X > 3. 

ựxM+2 2 + V2 

Từ đó ta có: ■ x + ^ - . —— > 1 - > 0, với X > 3. 

■\Ịx 2 — 9+4 x?x —1+2 2 + \Ị2 

Nên từ (*) ta có X = 5 => y = 16 . 

Đối chiếu và thử lại ta có nghiệm của hệ là (x, y) = (5; 16) . 

Bình luận : Bài toán này như chúng tôi đã phân tích thì từ phương trinh thứ nhất 
trong hệ ta hoàn toàn có thế sử dụng chuyến vế rồi lũy thừa hai vế phương trình 
ta vẫn tìm được lời giải. Tuy nhiên dưới góc nhìn Tiên hiệp giả định kéo theo” 
ta vẫn có thể công phá được tốt. Và trên đây, chúng tôi đã cố gắng giới thiệu và 
phân tích tư duy để có thể giải hệ dưới phương án sử dụng liên hiệp trực tiếp 
hoặc giả định. 

Kết thúc phần này, chủng tôi muốn gửi gắm đến các bạn độc giả một điều tuy 
phương pháp nhân lượng liên hiệp là một phương pháp khá mạnh, nhưng cũng 
cỏ nhược điếm của riêng nó. Nhược điếm lớn nhất chính là sự đánh giá vô 
nghiệm hoặc có nghiệm lại hoặc có nghiệm khác là một bước khó khăn không 
nhỏ cho người giải. Nhưng chính sự khó khăn này làm cho bài toán thêm nhiều 
thủ vị khỉ giải bằng phương pháp này. Đe minh chứng điều này chúng tôi xin 
giới thiệu các bạn một bài toán mà sự liên hiệp hầu như đã có nhưng lại không 
trỉến khai rốt ráo đế dân đến kết quả cuối cùng. 

Ví dụ 31: Giải hệ phương trình 

\\Ị(x-yý +4(2x-y) + l5-^ỹ = ^Jx + 3 _ 

, --- ( x >yeũ) 

Ỷy 2 - 2(x + y) + 10 + ịỊĩx - y + 3 = y-x + 2 

Phân tích : Với cấu trúc hệ này, không quá khó đe nhận ra đế giải quyết hệ chúng 
ta cần công phá phương trình thứ nhất trong hệ. 

Ớ phương trình thứ nhất, chúng ta nhận thấy phương trình có cấu trúc khá quen 
thuộc nên để giải quyết ta thử đoán nghiệm. Vì đề bài cho ba căn thức, trong đó 
có một căn thức chứa cả biến X, y , còn hai căn thức còn lại thì một căn thức chỉ 
chứa biến y , một căn chỉ chứa biến X nên ta thử cho hai căn này bằng nhau đế 
tìm mối quan hệ giữa chúng xem sao ? 

Cụ thể ta có : yỊỹ = -v/x + 3 <=> y = X + 3. 

Thay mối quan hệ này, ta nhận thấy hai vế phương trình bằng nhau, do đó ta 
nghỉ đến phép liên hiệp. 

tỊ^.ta. : tí)ch : pỊ}ưoỊ 7 g :; Ịrìnlyhứ p.Ịtất p^yau : ...... ..... ...... ................................ 
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Ậx-y) 2 +4(2x-y) + 15 -2^x + 3 ( ựỹ \ X • 3 ) - 0 






<=> 


(x-y) 2 +8x-4y + 15-4x-12 y-x-3 


Ậx-y) 2 +4(2x-y) + 15 +2yịx + 3 

ựỹ+Vx+3 

(x-y) 2 +4(x-y) + 3 

, x-y+3 

Ậx-yÝ +4(2x-y) + 15 +2^x + 3 

ựỹ + ựx + 3 

(x-y + l)(x-y + 3) 

x-y + 3 

^(x-y) 2 +4(2x-y) + 15 +2^x + 3 

\Ịỹ + n/x + 3 

íx-v+V x -y +1 

-h- 


: = 0 


= 0 


= 0 


Bây giờ vấn đề quan tâm trong ngoặc chính là dấu của X - y +1. Nếu chúng ta 
tìm được dấu của đại lượng này xem như bài toán hoàn toàn được giải quyết. 


Tuy nhiên với điều kiện của hệ : 


X > -3 

y > 0 , rõ ràng không 

[(x-y) 2 +4(2x-y) + 15>0 

giải quyết được đại lưcmg này về dấu của đại lượng mà ta đang quan tâm. 

Tiếp theo, ta quan tâm đến phương trình thứ hai trong hệ. Với cấu trúc phương 
trình này thì rõ ràng nếu có khai thác được gì thì chỉ khai thác được từ điều kiện: 

y 2 -2(x + y) + 4>0 . 

Nhưng thật không may là từ điều kiện này, chúng ta cũng không khai thác được 
gì cho dấu của đại lượng mà ta đang quan tâm. Và điều này, chứng tỏ được 
phương pháp nhân lượng liên hiệp trong bài toán này bắt được nhân tử chung 
nhưng lại không xử lí được rốt ráo và nếu có xử lí tiếp sẽ rất khó khăn cho 
chúng ta. 

Vậy chúng ta đành tìm phương án khác. Với cấu trúc của phương trình thứ nhất 
thì ta có thể sử dụng phép nâng lũy thừa để khử bớt căn thức, cộng với việc đã 
đoán được mối quan hệ giữa X, y ta có quyền nghỉ đến các bước sau có thể là liên 
hiệp phương trình nào đó có lợi hơn hoặc xử lí liên quan đến hằng đắng thức. 

Cụ thế ta có phương trình thứ nhất được biến đối tương đương với phương trình: 


Ậx-yý +4(2x-y) + 15 = A /ỹ+' N /x + 3 

<=> (x - y) 2 + 4(2x - y) +15 = X + y+ 3 + 2^y(x + 3) 


168 

























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


ox 2 -2xy + y 2 +7x-5y + 12-2^y(x + 3) = 0 

<=> X 2 + y 2 + 9 - 2xy + 6x-6y + x + y + 3- 2Jy(x + 3) = 0 


<=>(x-y + 3) 2 + ị^^fỹ-y/x + ĩỴ -oo 

Tri 1 ' _ _: _ A~ A _ '1' _ 


ựy-%/x + 3 = 0 


<=> y = x + 3. 


v 7 [x - y + 3 = 0 

Và lúc này mọi chuyện đã được giải quyết. Ta đi vào lời giải cho bài toán. 

X > -3 
y > 0 

Lời giải : Điều kiện :< . .2 , , 

s (x-y) +4(2x-y) + 15>0 

y 2 -2(x + y) + 4>0 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối tương đương thành phương trình : 
(x - y) 2 + 4(2x - y) +15 = X + y + 3 + 2^y(x + 3) 

<»x 2 -2xy + y 2 +7x-5y + 12-2^y(x + 3) = 0 
<=> X 2 + y 2 + 9 - 2xy + 6x-6y + x + y + 3- 2jy(x + 3) = 0 


<=>(x-y + 3) 2 + [yỊỹ-yỊx + ĩỴ = 0< 


X — y + 3 = 0 


<=> y = x + 3 


v J ^ '-'■'ỉ \^-^Ĩ3=0 J 

Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 

•\|(x + 3) 2 -2(2x + 3) +10 + Ụx = 5 <=> Vx 2 +2x + 13 + Ụx = 5 

/ 2 . ~ , - x 2 +2x-3 X-] 

\/x +2x + 13—4 + "vX—1 — — , r t— ■— 


/x + 2x + 13 +4 




o : lM - ;) ■ -JizL = 0 

Vx 2 +2x + 13 +4 ẦỊxr +ịỊx+\ 

/_ ,/ x + 3 , 1 _ 

<=^> (X — 1) , =- + —==—— — =0 

vVx 2 +2x + 13 +4 'ịx^ + sỊx+ly 


<=>X-1 = 0<=>X = 1 vì Vx>-3=>T>0. 


Với X = 1 => y = 4. Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x, y) = (1;4). 

Bình luận: Rõ ràng với các dữ kiện trong hệ này thì phương pháp nhân lượng liên 
hiệp tỏ ra “yếu” hơn phương pháp hằng đắng thức. Do đó, trong làm toán các 
khái niệm “mạnh”, “yếu” của phương pháp chỉ là các khái niệm ở mức độ tương 
đối. Nó còn tùy thuộc vào rất nhiều thực tế cấu trúc mà bài toán ta đang tiếp xúc 
££ tưqng ;; t)pclyỵ ; ới Ị?jtỊ^Ịjrng:Ị^láp:Ị3ỊàO ; ;: : : : : : : : : : : : 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


* Hệ phương trình chứa một phương trình có dáng dấp đối xứng hai biến. 

Đe nhận dạng loại hệ này, ta cần chú ỷ tới cấu trúc của hệ có chứa một phương 
trình có tỉnh đối xứng hai biến như: 

© Chứa các đại lượng tống và tích giữa hai biến x,y 


© Trên phương trình có thế cô lập được hai biến với nhau cùng theo một định 
dạng phương trình nhất định.. 


Ví dụ 1: Giải hệ phương trình < 

2x 3 -5y = 2y 3 -5x 

3y , 5x (x, ye n) 


X 2 4 y 4 1 (y + iỵ+x 


Phân tích : cấu trúc phương trinh thứ hai trong hệ không khai thác được gì, 
phương trình thứ nhất trong hệ hai biến X, y cô lập và có tính đối xứng. 

Do đó ta xuất phát từ phương trình thứ nhất trong hệ ta có : 

2x 3 -5y = 2y 3 -5x<=>2(x 3 -y 3 ) + 5(x-y) = 0 

<=> (x - y)Ị(x - y) 2 + X 2 + y 2 + 5j = 0 <=> X = y . 

Vậy hệ đã được giải quyết. 

[x 2 +y + l*0 
Lòi giải: Điều kiện : •< 

[(y + 1) +x*0 

Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta biến đối thành phương trình : 

2x 3 -5y = 2y 3 -5x^2(x 3 -y 3 ) + 5(x-y) = 0 

<=>2(x-y)^x 2 -xy + y 2 j + 5(x-y) = 0<=>(x-y)Ị(x-y) 2 +x 2 + y 2 +5j = 0 

<^>x-y = 0<^>x = y vì (x-y) 2 + X 2 + y 2 +5 >0,Vx,y eũ . 

Thay y = X vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 

^— + ^— = 2 (1). 

X 2 + X +1 X 2 + 3x +1 

Với x = 0 không thỏa (1). 

3 5 

Do đó với X ^ 0 ta biên đôi (l) thành : -^-1-^-= 2 (2). 

X H- b 1 X H- b 3 

X X 


Đặt t = X 4 - h 1, ta có (2) trở thành : 


3,5 

- + —— = 2 <=> 
t t + 2 


í t ^ 0, t 4: — 2 

, ’ <=>(t-3)(t + l) = 0 

t 2 - 2t -3 = 0 
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_ Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 

( 1 1 h , >2 / .2 „ rx = l 

<=> X + --2 X + - + 2 = 0<i>(x-l) (x + 1) =0« 

V x A x ) [x = -l 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = Ị(l;l);(-l;-l)Ị . 


Bình luận : Bài toán trên là một bài toán co bản, kỉ thuật chính là dùng hằng đắng 
thức. 



Phân tích: Với hê này, ta nhận thây phưong trình thứ hai trong hệ là một phưong 
trình bậc hai ấn x,y . Kiếm tra nhận thấy không phân tích được thành nhân tử. 
Phưong trình thứ nhất cô lập hai biến và có tính đối xứng nên ta bắt đầu với 
phưong trình này. 

Cụ thể ta có : 

1 1 (1 1 'ì J 2 'l 

2 x- —= 2y- —<=>2 (x-y)+ --- =0o(x-y) 1 -— =0. 
y X u yj ^ xy ) 

Vậy xem như hệ dễ dàng giải quyết. 

J fx * 0 

Lòi giải : Điêu kiện : { 

Ịy *0 

Phưong trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phưong trình : 

I I ( \ ih ( 1 \ r Y — y 

2 x - — = 2y - — «• 2(x - y) + --- =0 -»(x-y) 1- — =0« y . 
y X Uy; l x y ) L x y= 2 

© Với X = y thay vào phưong trình thứ hai trong hệ ta được phưong trình 

2 o A _ fx = 2^2 ^y = 2yfĩ 

X -8 = 0<=> 

X = -2V2 > y - 2yỊ2 

© Với xy = 2. Ta có phưong trình thứ hai được viết lại : 

4x 2 + 2y 2 + 8 - 7xy + 4x - 4y = 0 

<=>4x 2 +y 2 + l-4xy + 4x-2y + y 2 -2y + 1 = 3(xy-2) 

«(2x-y + l) 2 +(y-l) 2 = 3(xy-2)=>xy-2>0«xy>2. 

Do đó xy = — loại. 

2 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = ịị2\Ỉ2;2yf2Ỵ,ị-2\Ị2;-2\f2Ỵị 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Bình luận: Có một số lời giải đã giải bài toán có cấu trúc tương tự như bài toán 
này bằng cách xét hàm số đại diện. Tuy nhiên nếu như trong ví dụ này mà xét 

2 , 

hàm sô đại diện: f(t) = t- — và khăng định nó đơn điệu tăng với mọi t ^ 0 rồi 


suy ra f(x) = f(y)<=>x = y là không chuấn. Vì hàm số bị gián đoạn tại t = 0 
tức là hàm số f(t) đơn điệu trcn một tập xác định D là họp của hai khoảng 
(-co;0),(0;+co) và điều này rõ ràng không hề xảy ra f(2015) = f (-2015) ???. 


Ví dụ 3: 


Giải hệ phương trình < 

3 3 3xy 

X + y + —— = 1 

x + y (x,ye0) 

(^/2x-y+ 3/6x + yjựx + y = 3/3x-5y + 5 


Phân tích : Không khó đế nhận ra hệ này chúng ta cần xuất phát từ phương trình 
thứ nhất trong hệ, quan sát thấy phương trình thứ nhất trong hệ được cấu tạo bởi 
một phương trình có tính đối xứng với hai biến x,y vì chứa tống X + y và tích 
xy nên ta sẽ bắt đầu từ phương trình này. 

Cụ thể ta có : X 3 + y 3 + = l<=>(x + y)(x 3 + y 3 ) + 3xy-(x + y) = 0 

x + y v > 

<=>(x + y) 2 (x 2 - xy + y 2 j + 3xy- (x + y) = 0 

<=>(x + y) 2 Ị(x + y) 2 -3xyj + 3xy-(x + y) = 0 

<=>(x + y) 4 -(x + y)-3xy|(x + y) 2 -lj = 0 

<=>(x + y)Ị(x + y) 3 -lj-3xy(x + y-l)(x + y + l) = 0 

<=>(x + y-l)(x + y)Ị(x + y) 2 + x + y + lj-3xy(x + y-l)(x + y + l) = 0 

<=>(x + y-l)Ị(x + y) 3 +(x + y) 2 + x + y-3xy(x + y + l)j = 0 


<^>(x + y-l)(x 3 +y 3 +x 2 +y 2 - xy + x + yỊ = 0 

<=>(x + y-l)Ị(x + y)^x 2 - xy + y 2 + lj + x 2 - xy + y 2 j = 0 


<=>(x + y-l) 


(x + y) 


c \2 ~ 2 

X-T+^Ỉ+1 

+ 

íx-ỉf + vì 

2) 4 J 


l 2j 4 J 


= 0 


<íí>x + y-l = 0<tí>y = l-x vì x + y>0. 
Vậy 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


Lòi giải : Điều kiện : X + y > 0 . 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thảnh phương trình : 


3 , 3 , 3xy 

X + y + —— : 

X + y 


:l<=>(x + y)(x 3 + y 3 j + 3xy-(x + y) 


= 0 


<=> (x 4- y) 2 ^x 2 - xy + y 2 j + 3xy - (x + y) = 0 
<=> (x + y) 2 Ị(x + y) 2 -3xyj + 3xy- (x + y) = 0 
(x + y) 4 -(x + y)-3xyỊ(x + y) 2 -lỊ = 0 
(x + y)((x + y) 3 -1)-3xy((x + y) 2 -1) = 0 

(x + y-l)(x + y)Ị(x + y) 2 + x + y + lj-3xy(x + y-l)(x + y + l) = 
(x + y-l)Ị(x + y) 3 +(x + y) 2 + x + y-3xy(x + y + l)j = 0 
(x + y-l)Ịx 3 + y 3 +x 2 + y 2 + x + y-xyỊ = 


<=> 


<=> 


<=> 


<=> 


= 0 


1 = 0 


<=>(x + y-l) 


(x + y) 


(í \2 -2 'y 

x-rì +^1+1 

+ 

íx-ỉT+^ỉì 

2 > 4 ) 


l 2j 4 J 


= 0 


<=>x + y- l = 0<í=>y = l- x vì với 


x + y>0=>(x + y) 


X-- + 


3y 


+ 1 


X-- + 


3y 


> 0 . 


Thay y = 1 - X vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 
v3x I + %/5x + ĩ = 2Ẳ/x 8x + 3^(3x-l)(5x + l) ( \ 3x I + lỊ5x + ĩ) - 8x 


=> 8x + ^(3x - l)(5x +1)X = 8x (3x - l)(5x + l)x = 0 <=> 


X = 0 
1 

X = - . 

3 

1 

X = - — 

5 


Thử lại ta có nghiệm của phương trình là: x = 0;x=2;x = y. 

2 6 ' 

Từ đó ta suy ra được : y = l;y = ^-;y = -^. Đối chiếu điều kiện có nghiệm của hệ 
là: (x,y) = j(0;l);|2;fV 1 6 


3 3 


5 ’ 5 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 

Bình luận : cấu trúc phương trình thứ nhất trong hệ quá rõ ràng về tính đối xúng 
nên nếu hệ này giải được bằng phương pháp nhân tử hóa và sủ dụng phép thế thì 
chỉ có thế bắt đầu từ phương trình này. Kiếm tra cũng dễ thấy phương trình này 
tách được nhân tử. về giải phương trình sau khi thế, tuy là một phương trình cơ 
bản nhưng nếu không tinh ý về kí hiệu tương đương hay hệ quả thì sẽ dẫn đến 
những sai lầm đáng tiếc, và trên thực tế rất nhiều học sinh đã bị sai lầm này. 



Phân tích: Câu trúc phương trình thứ nhât trong hệ này, giông với ví dụ 3 do đó ta 
tiến hành bắt nhân tử với phương trình này vì phương trình thứ hai trong hệ có 
cấu tạo khá rối. 

Phương trình thứ nhất được biến đối như sau : 

(x + y)^x 2 +y 2 j-36(x + y) = -12xy 

(x + y)Ị(x + y) 2 - 2xyj - 36 (x + y) = -12xy 

<=>(x + y) 3 -36(x + y)-2xy(x + y-6) = 0 
<^>(x + y)Ị(x + y) 2 - 3ój-2xy(x + y-6) = 0 

<=>(x + y-6)|(x + y) 2 +6(x + y)-2xyj = 0<=>(x + y-6)^x 2 +y 2 +6x + 6yj = 0 

/ \ fx + y-6 = 0 

<=>(x + y-6)((x + 3J +(y + 3) 2 -181 = 0<=> , - , _ - 

y y ỉ V ) ) L(x + 3) 2 +(y + 3) 2 -18 

Tới đây về mặt tách nhân tử đã thành công. Tuy nhiên nếu ta cứ đem thế thì với 
trường hợp x + y- 6 = 0 ta đã cảm thấy khó khăn, thì nhân tử còn lại sẽ khỏ 
khăn gấp nhiều lần. 

Do đó buộc lòng chúng ta phải công phá phương trình thứ hai trong hệ xem như 
thế nào? 

Cụ thể ta có: 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


0 X I 5x-4y _ 2 |xỴ5x-4y 




2y 

2y 


3 


f X 2 5x-4y ^ 2 


2y V 3 


í x 2 5x-4y 


2y 


3 


Ỵ 

= 4 

Vpx-4yỸ 

) 

[2yl 3 


3 


= 0<=>3x 2 = 2y(5x-4y) <=>3x 2 -10xy + 8y 2 =0 

Và thật may mắn là phương trình cuối là một phương trình đắng cấp tách được 
nhân tử. 

Vậy xem như hệ đã được giải quyết. 


Lòi giải : Điều kiện : 


; (5x-4y) 


>0 


[y*0 

Phương trình thứ hai trong hệ được viết lại: 

o í ..2 .2 y 


X- 2y 

T 3 




_1 Í6(5x-4y)x 2 5x X 2 5x-4y_l 6(5x-4y)x 2 

ỹ T^2ỹ + 3 ~3V ỹ 


X 0X-4y 
<=>^ + ■ 
2y 3 

X 2 5x-4y 
<=>^+ ■ 
2y 3 


3y 


2y 


3 


12x 2 

f 5x -4y^| 

1 y 

l 3 J 


p" 

f 5x-4y^| 

y2y 

l 3 J 


( 2 c A 

X 5x-4y 

l*ỹ J 


3 


= 4 


2y 


5x-4y 


V 


<=> 


f x 2 5x-4y ^ 2 


2y 


3 


J V 

= 0<^>3x 2 = 2y(5x-4y) <^>3x 2 -10xy + 8y 2 =0 


3 


<=> 3x 2 - 6xy - 4xy + 8y 2 = 0 <=> (x -2y)(3x -4y) = 0 <=> 


x-2y 

4ỵ 
3 


X = ■ 


© Với X = 2y thay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta được phương trình : 

■y=0 


o 24x z -I o 

5y 2 -36 = <=> 15y 3 + 24y 2 - 108y = 0 <=> 


3y 

Đối chiếu điều kiện của ta có 
4y 


18 

5 


y - 2 


18 . _ 36 

y =—— =>x = -— 

5 5 

y = 2=>x = 4 


© Với x = thay vào phương trình thứ nhât trong hộ ta được phương trình : 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


fy 2 -36 = -^ 

9 J 7 


3 


y 


175 , , 

<=> y 3 +16y 2 - 84y = 0 <=> 


y=0 
18 
7 


y 


y = 


126 

”25' 


Đối chiếu điều kiện ta có : 


18 . 24 

y = — => X = — 

7 7 

126 168 

y = —— => X = —— 
25 25 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là: 

^24 . 18\r 36 I8\r 168 
v7 ; 7/l 5 5 /1 25 ; 


(x,y)= (4;2); 


126 ^ 
"25", 


Bình luận : Với hệ này, các bạn sẽ thắc mắc tại sao chúng tôi phân tích và giải lại 
ngược nhau. Bài toán này, thật chất là phương trình thứ hai chúng ta có được là 
sự may mắn sau khi biến đối rốt ráo ta thu được một phương trình đắng cấp tách 
được nhân tử. Chứ nếu phương trình cuối cùng mà ta thu được có kết quả cũng 

một phương trình đẳng cấp nhưng ở dạng này chẳng hạn 3x 2 -10xy + 8y 2 =1 
thì thật sự là một trở ngại. Trong khi đó, phương trình thứ nhất trong hệ lại là 
một phương trình có cấu trúc đối xứng hai biến nên việc tư duy phương trình 
này tách được nhân tử là một tư duy tự nhiên, điều này liền mạch với kiến thức 
và đường hướng logic, còn phương trình thứ hai trong hệ nếu ngay từ đầu mà 
biến đối là một sự “ăn may” trong đường hướng giải vì sẽ rất dễ gặp rủi ro có 
khi không tìm được hướng giải quyết. Trở ngại lúc này của bài toán tách nhân tử 
là chúng ta thu được hai nhân tử nhưng nếu thực hiện phép thể đơn lẻ thì sẽ khó 
khăn. Tuy nhiên nếu phương trình thứ hai trong hệ mà được biết đối như chúng 
tôi lấy ví dụ thì việc nhân tử ban đầu tìm được là một đường hướng giải đế giải 
quyết bài toán. 

Ví dụ 5: 


Giải hệ phương trình 


X 2 y 2 3 
7T + 7T = - 

y X 


2 

xy + 


(x 4 + y 4 ) + 2x 2 y 2 

(x 2 + y 2 ) 2 (x,yeO ) 

Ậl-2y 2 +x 2 ) 3 =x A |2(x 2 -2y 2 +l) 


Phân tích: Với hệ này, dễ thấy rằng phương trình thứ nhất có tính đối xứng với 
biến X 2 , y 2 nên ta có thể bắt đầu công phá hê này từ phương trình thứ nhất, còn 
phqqngỊỊrìpỊỊ ; Ịthự^pi k.Ị^p; cỊjỊ^ : ch}ịỊỊỊg tỊ^iUỊ^t đưònậỊhưgpg|Ị£iỌ:í|ậ:C ; ống:p:ỊỊg : :::: 


176 



















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 
Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


Biến đối phương trình thứ nhất ta được phương trình : 
x 4 + y4 _3(x 4 + y 4 ) + 2x 2 y 2 

~^y (x 2 +y 2 ) 2 

Với phương trình vừa biến đối, nhận thấy nếu ta trừ 2 cho hai vế phương trình ta 
sẽ được hằng đẳng thức. 

Thật vậy, ta có : 


4 , 4 

X +y 0 _3x 

2 2 z 

X y 


4 + 2x : y 2 + 3y 4 2:: h 2 -y 2 f (* 2 -y 2 ) 

/ o -I \2 í ^ 


h 2 + rì) 




T 2 -rì) 


2 1 


(* 2 +y 2 ) 2 


= 0<^> 


2 _ 2\ 2 x 4 +x 2 y 2 +y 4 


(* 2 -y 2 ) 


V 2 +y 2 ) 


Không khó nhận ra biểu thức trong ngoặc luôn dương nên ta sẽ có X 2 = y 2 . 

Và như thế nút thắt của bài toán đã được gỡ. Và hệ cơ bản đã được giải quyết. 

., „ í xy ± 0 

1 giải: Điêu kiện: \ , 

1 l-2y 2 +x 2 > 0 


Lòi giải: Điêu kiện: ị 

[l-2y 2 +x 2 > 0 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 
X 4 + y 4 3x 4 + 2x 2 y 2 +3y 4 x 4 +y 4 „ 3x 4 +2x 2 y 2 +3y 4 


h 2+ rì) 


x y 


(* 2 +y 2 ) 


h 2 -r 2 f 

(2 2 \ 2 
_ s IV _ \ĩ 1 

r 

1 

\ 

1 

(x 2 + r) 

^ y ) 

2 2 

X y 

V 

h 2+ y 2 ) 2 


'(* 2 -y 2 ) 


2 x 4 +x 2 y 2 +y 4 


4 , 2,2 , .4 


: h 2+ y 2 ) 


= 0«x 2 =y 2 vi x + x ' r+y ,>0. 

*y(* 2 + y 2 ) 


Thay y 2 = X 2 vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 
x 3 + ^!_ x 2Ị 3 = x^(l-x 2 ) 

<=>Ịx + \/l-x 2 ỊỊx 2 -x^l-x 2 +1-X 2 j = x^2^1-x 2 Ị 

«Ịx + n/i-x 2 )Ịi-xn/i-x 2 Ị = x^2(1-x 2 ) (l). 


177 



















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Đặt t = X + ỳ\ - X 2 => xx/ 1-x 2 = ——— • Lúc đó phương trình (l) trở thành : 


\ t 2 -0 


V 2 J 


<=> t 3 + \Ỉ2 • t 2 — 3t — dĩ = 0 


<=> (t-^)Ịt 2 +2N/2-t + l) = 0 


't = x/ĩ 

<=>| t = 1 -dĩ . 

t = -l-V2 

©Với t = -l-^x + x/l-x 2 - I y2 (2). 


Nhận xét với điều kiện -1 < X < 1 : 


. + ^/ĩ^x 2 '>- 


[-1-^2 <-1 

©Với t-l v2 < > X • \ I X” — I V 2 < > \ I X 2 — I V- 

-1<x<1-n/2 

l-yỊĨ+yỊly/ĩ-l 


nên ta có (2) vô nghiệm. 




1-x 2 >0 

I V- X > 0 

X 2 (I V 2 Ị X i 1 x/2-0 




X = 


ỉ-dĩ-yỊlsỊĨ — ỉ 


<=> X : 


l — yỊĨ — ìỊĩỹịl—ĩ 


©Với t — v2 < > X - X I x 2 -v2o\I-x 2 =7Ĩ-X «1-x 2 - ( á X ) 

v/2 

2 


«2x 2 -2^x + l = 0«(^x-l) =0«x = 
Đối chiếu điều kiện ta có : 


M= 




2 ’ 2 


l-TỈ-ẬsỊĨ-l }-4ĩ-Ậ4ĩ-\ ).( sJĨ+^2-j2-l-l 

2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 

LV / V / 

Bình luận: Bài toán dễ nhân tử hóa từ sự đối xứng của phương trình thứ nhất trong 
hệ. Cách xử lí phương trình cuối cần một sự khéo léo trong tính toán và biến 
đổi. 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


Ví dụ 6: 

2( x + y) _ 2 (x 2 +y 2 )-(x + y)^ = 10xy 
v x y (x,yeO) 

Giải hệ phương trình < 


^| x (l0x 2 -l) + y-l = 3(3-ự4x + y + 3) 


Phân tích : Với hệ này, phương trình thứ hai chứa hai căn bậc lệch, các đại lượng 
không có mối liên quan gì đế ta khai thác. Phương trình thứ nhất có tính đối 
xứng với hai biến X, y . Nhưng nếu ta tinh ý, phương trình này không những có 
tính đối xứng mà nó còn là phương trình đắng cấp bậc ba với đại lượng 

x + y,^- 

Thật vậy, ta có phương trình thứ nhất được biến đối thành phương trình : 

2(x + y) _ 2 ( x 2 +y 2)_( x + y)^ = i0xy 

V x y 

^ 2(x + y) _ 2 ( x + y ýĩ-(x + y) N /xỹ-6xy = 0 (1). 

yxy 

Đe cho tiện trong việc khai triển ta đặt a = x + y,b = yfxỹ . 

Khi đó (l) trở thành: 

-2a 2 -ab-6b 2 = 0^2a 3 -2a 2 b-ab 2 -6b 3 =0 
b 

<=> (a - 2b)^2a 2 + 2ab + 3b 2 j = 0 <=> a = 2b 
<=> x + y= 2.ựxỹ<=> ịyfx -\ỊỹỴ =0<5>x = y . 

Vậy xem nút thắt của bài toán đã được gỡ. Và giờ chúng ta đi giải quyết hệ. 
ị xy > 0 

Lời giải: Điêu kiện \ 

IxỊlOx 2 -lj + y + l>0 

Phương trình thứ nhất được biến đối thành phương trình : 

-2(x 2 +y 2 )-(x + y)ựxỹ^l0xy 

V x y v ' 

^ 2(x + y)—2(x + y) 2 -(x + y)ựxỹ-6xy = 0 (l) 

v x y 

Í a = X + y 

Ị— , b > 0 . 

..... .:ỊiỊiỊiỊi!: iịiịiịi:.. iiiị! :|!|!ị ; Jj: : :Ị!Ị!j 
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Khi đó phương trinh (l) trở thành : 

- 2a 2 - ab - 6b 2 = 0 
b 

2a 3 - 2a 2 b - ab 2 - 6b 3 = 0 (a - 2b)(2a 2 + 2ab + 3b 2 ) = 0 
<^>a-2b = 0<=>a = 2b<»x + y = 2 yỊỵỹ <=> UỊx - ựỹì = 0 <=> X = y 
vì 2a 2 + 2ab + 3b 2 > 0. 

Thay X = y vào phương trinh thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 



T 


<^>X-1 = 0<^>X = 1 =>y = l vì với X > —p= =^>T > 0 . 

vĩõ 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là : (x,y) = (l;l). 

Bình luận: Bài toán thế hiện tính đối xứng thông qua định dạng phương trình đắng 
cấp. Ớ phương trình khi thay thế X = y thì ngoài cách giải liên hiệp như trong 
lời, chúng ta có thể sử dụng hàm số để giải quyết. 



Phân tích: Rõ ràng từ hệ này ta không thê công phá gì được phương trình thứ hai 
trong hệ, còn phương trình thứ nhất trong hệ ta dễ nhận thấy phương trình này 
đối xứng với hai biến X, y nên ta có thế bắt nhân tử chung phương trình này. 


Ớ phương trình thứ nhất trong hệ nếu ta đế ý sẽ thấy các cặp đại lượng sau ghép 
lại ta sẽ được hằng đắng thức. 
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2xy X + y _ (x + y) 2 -4xy_ (x-y) 2 

_ A , x + y 2 ~~ 2(x + y) ~~ 2(x + y) 

Thật vậy ta có: ị \ / \ ) 

x 2 + y 2 .... (x-y) 2 

2 2 

Do đó ta sẽ tách phương trình thứ nhất đế quy đồng và liên hiệp như sau : 
2xy x + y Ị x 2 +y 2 (x-y ý (x-y) 2 

x + y 2 f 2 ^ 2(x + y) í ) 

2 \ —4— + v x y 


<=>(x-y) 


2 1 


x + y íx 2 + y 2 


|x 2 +y 2 


+ ^xỹ = x + y(*) 


Với phương trình (*) ta nhận thấy nếu x = y thì (*) luôn đúng. Do đó ta tách 
(*) như sau : 


2 . 2 
X +y- 


“ + -\/xỹ = X + y <=> ^2^x 2 + y 2 j-(x + y) = x + y-2^xỹ 

=(^f ị -errểr; - 1 - 

+ y +x + y J 2lx +y +x + y 


ự2(x + y j + X + y 

x - y 

» 1 _ (<£ ■ \ỹf 

J2fx 2 +y 2 )+x + y 


|2(x 2 +y 2 )=2ựxỹ 


<=>x = y. 


Vậy xem như nút thắt của bài toán đã được gỡ và xem như hệ đã được giải quyết, 
xy > 0 

Lời giải : Điều kiện : <2x-y + l>0. 

x + y^O 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 

2xỵ . V y -.pỹ r ( , x : y) '- 


x + y 2 


(x + y) 


x 2 +y 2 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


~ j2(x- + y>)-(x + y) = x + y-2&~ 


«• \Hx-Jy 


x+>lỹ) 2 =M* 2 + y 2 )+ x +y 


2^=J 2 (xW 


"x = y |~x = y 

« 

2xy = x 2 +y 2 (x-y) 2 =0 


<=> X = y. 


Thay X = y vào phương trinh thứ hai trong hệ ta được phương trình : 

(x + 2)ịy/x + l -2)- v2x • I -3<»(x + 2)%/x + l -2x-l = ịỊĩx + ĩ (l). 


a=yx+l 2 

Đặt < _<=> < X = a -1 . Khi đó phương trình (1) trở thành : 

b = ĩ/2x +1 , , 

1 [2x = b 3 -1 

(a 2 +l)a-b 3 = b^(a-b)(a 2 +ab + b 2 +l) = 0 
<=> a = b vì a 2 + ab + b 2 +1 > 0 


<=> -Jx +1 = ^/2x + l <=> 


Í2x +1 > 0 x>-^ 


X -x-1 =0 


x>~ 

2 


x = 0=>y = 0 


1 ! V 5 < ' s x _ 1 + ^ _ 1 + ^ 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là : (x,y) = j (0;0); 


I • ýơ _ I - ựơ 
2 ’ 2 
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Bình luận : Với bài toán này, phương trinh thứ nhất trong hệ có tính đối xứng hai 
biến x,y nhưng kỉ thuật đe bắt nhân tử chung là phép nhân lượng liên hiệp. Sự 
trở lại của nhan tử X, y lặp lại hai lần, nếu không tinh ý sẽ dễ sa đà vào việc 
chứng minh phần còn lại vô nghiệm. Đối với phương trình thứ hai giải tìm 
nghiệm, ngoài cách làm ấn phụ hóa như trcn thì ta có thế tách trực tiếp đế cô lập 

hai đại lượng -v/x + 1, \j2x + I và sử dụng hằng đẳng thức để tách nhân tử vẫn 
cho kết quả. 

Cụ thể ta có: 

(x + 2)ỊVx + 1 -2^-ỊỊ2x + 1 -3<=>(x + 1)-v/x + 1 + -v/x + 1 = yỊĩx +T + 2x +1 


< > ( \/X - I ) + yỊx + 1 = \fĩx + 1+2X + 1 => \/x+T = %/2x + 1 . 

Ví dụ 8: 

x 3 -y 3 =3(x 2 +y)-2(3x-2) 

Giải hệ phương trình ị " f I ---—^ ^ (X, y e □ ) . 


2x' 


Ịy + ^5x-(y + l) 3 j: 


:8x 2 -17y-9 


Phân tích : cấu trúc của phương trình thứ hai trong hệ này, thật khó đế phán đoán 
công phá nó bằng hướng nào. Phương trình thứ nhất trong hệ cũng chưa giúp 
được gì ngay, tuy nhiên quan sát phương trình thứ nhất có the cô lập được hai 
biển X, y nên có khả năng bắt nhân tử. 


Cụ thể ta biến đổi phương trình thứ nhất trở thành : x 3 - 3x 2 +6x-4 = y 3 +3y. 
Do vế phải phương trình vừa biến đối ta có biến y được sắp xếp theo định dạng 

y 3 + 3y . Do đó để bắt được nhân tử ta sẽ cố gắng biến đổi vế trái của phương 
trình vừa biến đối cũng theo một định dạng tương tự như vậy đế có được tính 
đối xứng. 

Ta cần có : X 3 -3x 2 + 6x -4 = (ax +b) 3 +3(ax + b). Do hệ số X 3 là 1 nên ta có 
a =1. 

Vậyx 3 -3x 2 +6x-4 = (x + b) 3 +3(x + b) = x 3 +3x 2 b + 3^b 2 +ljx + b 3 +3b (*). 

-3 = 3b 

3^b 2 + lj = 6 <=> b = -1. 
b 3 + 3b = -4 

Vậy ta sẽ có : X 3 -3x 2 +6x -4 = y 3 +3y <=> (x -l) 3 +3(x -1) = y 3 +3y 


Đồng nhất hai vế phương trình (*) ta có : ị 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


<=>(x-l) 3 -y 3 + 3(x-l-y) = 0<=>(x-y-l)Ị(x-l) 2 +(x-l)y + y 2 + 3^ = 0 
<=>x-y-l = 0<^>y = x-l. 

Vậy xem như hệ đã được giải quyết với việc tìm ra nút thắt này. 

Lời giải : Phương trinh thứ nhất trong hệ được biến đối thảnh phương trình : 

X 3 -3x 2 + 6x-4 = y 3 +3y <^>(x-l) 3 +3(x-l) = y 3 +3y 
^(x-l) 3 -y 3 +3(x-y-l) = 0^(x-y-l)Ị(x-l) 2 + y(x-l) + y 2 + 3j = 0 

<^>x-y-l = 0<^>y = x-l vì (x-l) 3 +y(x-l) + y 2 +3>0. 

Thay y = X -1 vào phưng trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 

2x 2 í X - 1 + \Ỉ5x - X 3 ì = 8x 2 -17x + 8<=>2x 3 -10x 2 + 17x-8 + 2x 2 \/5x-x 3 =0 


<=>2x 2 (x-2)-^6x 2 -17 x + 8Ị + 2x 2j \/5x-x 3 (*) 


a = x-2 


b = y5x-x 3 


-a 3 +b 3 =x 3 -6x 2 +12x-8 + 5x-x 3 =-(ổx 2 -17x + 8). 


Kh i đó ta có (*) trở thành : 

2ax 2 +a 3 +b 3 +2bx 2 = 0<^>2x 2 (a + b) + (a + b)Ịa 2 -ab + b 2 j = 0 

<=>(a + b)(a 2 -ab + b 2 +2x 2 ) = 0<=> 

v 'V > |_a = b = X = 0 


íx-2 = 0 


Với a = b = x = 0<=>i y5x - X 3 =0 (hệ vô nghiệm ). 


Với a = -b<»2-x = y5x-X 3 


<=>8-12x + 6x 2 -X 3 =5x-x 3 <=>6x 2 -17x + 8 = 0<=> 


17 + #7 
12 

17->/97 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là : 

, 17-v97 5 - v97 ' 17- Ự 97 .5 -v/97 

(x,y)= n ’ n ỉ ~~TT ~’ 7^— 


v 12 ’ 12 12 ’ 12 JJ • 

Bình luận : Với bài toán trên ở phương trình thứ nhất chúng ta thường lựa chọn 
giãịỊịị^ụ^ẹt-b^pg l^ỊỊU &^jị:^)iciỊ:ịf|Ịj lịịị:hẹị|ptg|n họ'p;;Ịj. ^huỊỊỊậ ^(ỊỊịrgốc iđ^iỊỊỊhìn 
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khác thì dựa trên tính phân ly của hai biến hay còn gọi là cô lập của hai biến về 
được một định dạng phương trình có tính đối xứng thì hằng đắng thức vẫn cho 
lời giải tốt và tự nhiên hơn. Chúng tôi thiết nghỉ, nếu đó là cấu trúc phức tập thì 
sử dụng hàm số đại diện có thế là lựa chọn tốt nhất nhưng với những cấu trúc 
cơ bản có thế giải quyết tốt bằng hằng đắng thức thì con đường tiếp cận như lời 
giải trong bài toán có thế là hướng đi tự nhiên và phù họp với đại đa số học sinh 
hơn. Ớ phương trình giải tìm nghiệm, ngoài lời giải trên, chúng ta cũng có thế 
sử dụng ấn phụ hóa kết họp hàm số đế giải quyết. Tuy nhiên, nếu tinh tế thì chỉ 
cần ấn phụ hóa ta vẫn có thế giải tốt. 



Phân tích : Với hệ này, không khó khăn đê nhận ra đê giải quyêt hệ, ta cân phải 
công phá phương trình thứ nhất trong hệ. 


Cụ thể ta có : 

2^2x 3 -y 3 j + 5(2x-y) = 6xy(y-x)<=>4x 3 -2y 3 +10x-5y = 6x 2 y-6xy 2 . 

Tới phương trình biến đổi cuối cùng ta cũng chưa thấy điều gì rõ ràng, tuy 
nhiên quan sát vế phải của phương trinh cuối ta nhận thấy đại lượng 

6xy 2 -6x 2 y = 2^3xy 2 -3x 2 yj có liên quan đến hằng đẳng thức bậc ba với hai 
biến X, y nên ta tách được phương trình : 

4x 3 -2y 3 +10x-5y = 6x 2 y-6xy 2 <=>2x 3 +10x-5y = 2^y 3 -3xy 2 +3x 2 y-x 3 j 

<=>2x 3 +10x-5y = 2(y-x) 3 <=>2x 3 +5x = 2(y-x) 3 +5(y-x) (*) 

Ta có (*) giữa hai đại lượng x,y — X đã có tính phân ly và hai vế phương trình 

đều có định dạng đối xứng nên từ (*) ta sẽ bắt được nhân tử chung y - 2x . Do 

đó hệ xem như được giải quyết. 

' „ 22 
, x< TT 

Lời giải: Điêu kiện : < 3 

3x - y + 2 > 0 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 

2^2x 3 -y 3 j + 5(2x-y) = 6xy(x-y) <=>4x 3 -2y 3 +10x-5y = 6x 2 y-6xy 2 

<=>2x 3 +10x-5y = 2^y 3 -3xy 2 +3x 2 y-x 3 )<»2x 3 + 5x = 2(y-x) 3 +5(y-x) 


«2x 3 -2(y-x) 3 +5(2x-y) = 0 
^2px-y)|x 2 + x| r x)j,+ (|- x| : J+ 5(2x ) - 0 
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<=>(2x-y)Ị2x 2 + 2x(y-x) + 2(y-x) 2 + 5 Ị = 0 <=> y-2x = 0 oy = 2x VÌM>0. 

M 

Thay y = 2x vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 

Tx^Ịx + 2 = 12x + ^22 — 3x ( Điều kiện : -2 < X < ^Ệ- ). 

<=>7x 2 -7x-14 + Ịl4-X-3^22-3x j + 7xị?>yfx + 2 -x-4) = 0 ( 1 ). 

Nhận xét với -2<x<^=>14-x + 3\j22-3x > 0, X + 4 + 3\/x + 2 > 0 nên ta có: 
3 


/2 . X 2 -x-2 

7x^x 2 -x-2 

v ’ I4-X~3ý22 X 

X + 4 + 3-v/x + 2 


= 0 


/2 , 1 7x 

<=>(x -x-2) 7 h- , - — . 

v \ 14-x + 3y22-3x x + 4 + 3ựx + 2 


= 0 ( 2 ) 


©Với -2<x<0^>p<0. 

©Với 0<x<^=>P>7- — ■ 

3 X + 4 + 3-v/x + 2 

22 


^ „ 7x 28 - 

>7-—— = ——>0. 


X + 4 X + 4 


Do đó với -2<x<^=>P = 0 vô nghiệm. 


Do đó từ ( 2 ) ta có : x 2 -x-2 = 0<^> 


x = l + N /3=>y = 2(l + N /3) 

x = l->^=>y = 2(l->^) 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là : 

(x, y) = ị(l + ^;2 + 2ý3):(l - n/3:2 2^)Ị . 

Bình luận : Bài toán có được tính đối xứng dựa vào dấu hiệu hằng đắng thức đế 
tạo sự phân li cho biến ở phương trình thứ nhất. Một đặc điếm cùng thường gặp. 



X 3 +4x-5 = y 3 +3y 2 +7y 


(x 3 +2y) 3 +2(y + l)x 2 =3(l-y) 


(x,yéữ) 


Phân tích : Với phương trình thứ hai chúng ta không thế nghỉ đến việc công phá 
nó vì bậc khá cao và các đại lượng tham gia chang có liên quan gì với nhau. 
Với phưcmg trình thứ nhất trong hệ, các biến đa có tính phân li nên việc quy 
chúng về một định dạng có tính đối xứng cho hai vế là rất cao. 


186 























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


_ Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 

Nhưng rõ ràng vế trái và vế phải của phương trình thứ nhất đều cho ta sự lựa 
chọn đế định dạng một cho trước đe tìm sự đối xứng. Tuy nhiên, vế trái có hình 
thức gần gũi hơn nên ta sẽ cố gắng tách phương trình thứ nhất về dạng sau : 

X 3 + 4x-5 = (ay + b) 3 +4(ay + b)-5. 

Tức là ta cần có : y 3 +3y 2 +7y = (ay+ b) 3 +4(ay + b)-5 . 

Do hệ số của y 3 là 1 nên ta có a = 1. 

Vậy ta có : 

y 3 +3y 2 +7y = (y + b) 3 +4(y + b)-5 = y 3 +3y 2 b + (3b 2 +4)y + b 3 +4b-5 

3b 2 =3 

Đồng nhất hệ số của phương trình này ta có : < 3b 2 + 4 = 7 <=> b = 1. 

b 3 +4b-5 = 0 

Và như thế ta sẽ có: X 3 + 4x - 5 = (y +1) 3 + 4( y +1) - 5. Phương trình này đã 

có sự cô lập hai biến và có định dạng đối xứng nên ta bắt được nhân tử chung 
X - y -1. Như vậy xem như hệ đã gỡ được nút thắt và sẽ được giải quyết. 

Lời giải: Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 
x 3 + 4x-5 = (y + l) 3 +4(y+ l)-5<=>x 3 -(y + l) 3 +4(x-y-l) = 0 

<=>(x-y-l)Ịx 2 +(y + l)x + (y + l) 2 +4j = 0<=> y = X-1 vì c>0. 

c~ 

Thay y = X -1 vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 

Ịx 3 +2x-2^ +2x 3 +3x-6 = 0<=>Ịx 3 +2x- 2^ +2^x 3 +2x-2^ = X+ 2 (*) 

Đặt x 3 +2x-2 = t. Khi đó kết họp phép đặt và phương trình (*) ta có hệ 
phương trình: 

íx 3 + 2x-2 = t jx 3 -t 3 +2(x-t) = t-x (x-t)Ịx 2 +xt + t 2 Ị + 3(x-t) = 0 
Ịt 3 +2t-2 = x Ịt 3 +2t-2 = x |t 3 +2t-2 = x 

v V 

(x-t)(x 2 +xt + t 2 +3Ì = 0 íx = t 

<=>< 3 ’ <=> < vì X 2 + xy + y“ + 3 > 0. 

t 3 + 2t - 2 = X l x +2 x-2 = x 

Ịx = t [ x = t íx = t ít = 1 2 

|x 3 + x- 2 = 0 Ị(x-l)Ịx 2 +x + 2j = 0 Ịx = l [x = l 
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X + 2x - 2 = 1 


<=> X = 1 => y = 0. 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là (x,y) = (l;0). 

Bình luận : Với cấu trúc phương trình thứ nhất trong hệ ngoài cách tách định dạng 
như trong lời giải, chúng ta cũng có thể tách theo chiều hướng sau : 

(ax + b) 3 +3(ax + b) 2 +7(ax + b) = y 3 +3y 2 +7y. 

Tức là ta cần có : X 3 +4x-5 = (ax + b) 3 + 3(ax + b) 2 +7(ax + b) . Ta cũng có 


Nên: X 3 +4x-5 = (x + b) +3(x + b) 2 +7(x+b) 


: X 3 +(3b + 3)x 2 + ^3b 2 +6b + 7jx + b 3 +3b 2 +7b. 


3b + 3 = 0 

Đồng nhất hệ số hai vế phương trình này ta có : ■ 3b 2 + 6b + 7 = 4 <=> b = -1. 

b 3 +3b 2 +7b = -5 

Và như vậy ta sẽ có phương trình thứ nhất được viết lại: 
(x-l) 3 +3(x-l) 2 +7(x-l) = y 3 +3y 2 +7y. 

Phương trình vân bắt nhân tử được như trong lời giải. Qua bài toán này, chúng 
ta có thế nhìn nhận đế tạo đươc định dạng phương trình cô lập và có tinh đối 
xứng hai biến thì chúng ta không phải có duy nhất một cách. Tuy nhiên, trên 
thực tế chủng ta cần có cải nhìn bao quát đế tìm được biêu diễn cái nào “lợi 
thế” về mặt hình thức và con đường đi tỉm ra nó. 

Trong bài toán này, ớ phương trình hai là một cách giải khá hay của phương 
trình đa thức đưa về hệ đối xứng. Rõ ràng phương trình trong bài toán không 
cho chúng ta phép biến đối trực tiếp vỉ thật sự có bậc khá cao. 


Phép đặt có được bằng cách đưa phương trình về dạng : 


X 3 + 2x - 2 = mt 
m 3 t 3 + 2mt - 2 = X 


, Ị , ,, . m 3 2m -2 m 

Đê hệ có tính đôi xứng ta cân xử lí m sao cho : — = — = — = — => m = 1 . 

12-21 

Ví dụ 11: Giải hệ phương trình : 

X 3 + 5x + Ịx 3 - 2y + 6j sịx* - 2y +1 = 0 


2(7y + l) + 3( 


5x 2 +3x + l = 


) = (x J + 2y 


+ llx + ll L/x(3x + 4Ì 


(x,yeũ ) 
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Phân tích : Với hệ này, quan sát ta thấy ngay được phương trinh thứ nhất trong hệ 
có tính đối xứng giữa hai đại lượng X, ìỊỹ? - 2y +1 . 

Thật vậy, ta có phương trình thứ nhất được biến đối thành phương trình : 
x 3 +5x + (x 3 -2y + l + 5)ựx 3 -2y + l =0 

<=> X 3 + 5x + Ịựx 3 - 2y +1 j +5^/x 3 -2y + l = 0 

<=>Ịx + ^x 3 -2y + ljỊx 2 -x-^x 3 -2y + l + x 3 - 2y + l + 5j = 0 

<=> -^x 3 - 2y +1 = -X => 2y = X 3 - X 2 +1 . 

Và như vậy xem như bài toán đã được giải quyết. 

, [x 3 -2y +1 > 0 

Lòi giải: Điêu kiện : < 

[3x 2 +4x>0 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 

X 3 +5x + ỊV -2 y + l + 5j-^/x 3 -2y + l = 0 

<=> X 3 +(ựx 3 -2y + l j +5ịx + ^x 3 -2y + 1 j = 0 

<=>Ịx + -^x 3 -2y + ljỊx 2 - XyỊx 3 -2 y + 1 + X 3 - 2y + l + 5j = 0 

ỉf 

<=> X + Jx 3 -2y + l = 0 <=> Jx 3 -2y + l = -X <=> i , , VÌK>0. 

v v [2y = X 3 -X 2 +1 

Thay 2y = X 3 - X 2 +1 vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương 
trình : 

7(x 3 -X 2 + l) + 15x 2 +9X + 12 = (x 3 +llx + 12)^3x 2 +4x 
<=> 7x 3 + 8x 2 + 9x +12 = (x 3 +1 lx + Ỉ2^3x 2 +4x 

«7x 3 +8x 2 +9x + 12-(x 3 +llx + 12j-(x 3 + llx + 12ỊỊự3x 2 +4x-lỊ = 0 

. , . (x 3 +llx + 12)(3x 2 +4x-l) 

<=> 2x (3x 2 + 4x -11 - -- , = A -^ = 0 

v ’ ự3x 2 +4x+l 


<=> ^3x 2 +4x - lỊ 

f X 3 +llx + 12 ^ 

?Y 

= 0« 

3x 2 + 4x -1 = 0 

(*) 

V. \ ] 3jị.~ +.fỊ : X +..Ị.J, 
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Với phương trình 

2x%/3x 2 + 4x = X 3 + 9x +12 => 4x 3 (3x + 4) = X 6 + 6x 3 (3x + 4) + 9(3x + 4) 2 
<=>x 6 +2x 3 (3x + 4) + 9(3x + 4) 2 <=>(x 3 +3x + 4) 2 +8(3x + 4) 2 =0 


X + 3x + 4 = 0 _ 

<=> < (Hệ vô nghiệm ). 

3x + 4 = 0 


Do đó từ (*) ta có : 3x 2 + 4x -1 = 0 » 


—2 + V / 


X = - 


-2 -dĩ' 


, , Ấ J 2 4 

Đôi chiêu điêu kiện : 3x + 4x > 0 <=> X < —- V X > 0 ta có 

3 


X = - 


-2 +dĩ 

3 

-2 -dĩ' 


3 


_ 2 _, 


Đối chiếu điều kiện X < 0 ta có : X = 


Đối chiếu điều kiện của hệ ta có nghiệm là : (x,y) = 


56 + 3K/7 


54 


2 + ^7 _56 + 3H/7 
3 54 


V J 

Bình luận : Với cấu trúc của phương trình thứ nhất trong hệ, không khó cho chúng 
ta phán đoán tính đối xứng. Ớ phương trình giải tìm nghiệm, chỉ cần một chút 
khéo léo để ý hai biểu thức bậc ba có cùng hệ số, ghép chúng lại với nhau và 
tách họp lí. 

Ví dụ 12 : 

Giải hệ phương trình 


(8x + l)ự2x -1 + (11 - 12y)ự3y - 4 = 0 

2 (x,yeũ). 


3ựx + 3y-6-2ự5x-4 = 


3y-x-5 


Phân tích : Với hệ này, chúng ta sẽ khai thác từ phương trình thứ nhất trong hệ vì 
phương trình thứ hai có cấu trúc không cho được các phép biến đối nào có lợi. 
Phương trình thứ nhất chứa hai căn bậc hai, mỗi căn chứa đúng một biến và gắn 
trước căn thức chứa biến nào thì đi với tích một đại lượng của biến đó. Do đó 
theo suy nghỉ tự nhiên, chúng ta sẽ ấn phụ hóa, tuy nhiên cấu trúc khá nhẹ 
nhàng và dễ phán đoán nên ta có thế tách trực tiếp. 

Cụ thể ta có : 

(4(2x-l) + 5)ự2x-l-(4(3y-4) + 5)ự3y-4=0 
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« 4(ự2x-l) 3 + 5ự2x-l = 4(ự3y-4) 3 + 5ự3y-4 

Rõ ràng phương trinh cuối có tính phân li giữa hai đại lượng *Jĩx - 1, ự3y-4 
và có định dạng phương trình là đối xứng nên ta có thế bắt nhân tử được nhân 
tử chung. 

Thật vậy, ta có : 

4Í J2x-l) 3 + 5ự2x-l = 4( v /3v 4 )' + 5j3y-4 


«4^(ự2x-l) 3 -(ự3y-4) 3 j + 5(ự2x-l-ự3y-4) = 0 

<=> ị\/2x - 1 - yj3y - 4^4(2x -1) + 4Ậ2x - l)(3y - 4 ) + 4(3y - 4 ) + 5 j = 0 
<=> V -X I = ^j3y-4 2x + 3 = 3y . 

Và tới đây xem như hệ đã gỡ được nút thắt và cơ bản đã có định hướng đe giải 
quyết. 


Ầ 1 H- 

Lòi giải : Điêu kiện : < y > — 

x+3y-6>0 
3y-x-5 ^ 0 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình: 

(4(2x + l) + 5)ự2x-l-(4(3y-4) + 5)ự3y-4=0 

«• 4(ự2x-l) 3 +5ự2x-l = 4(ự3y-4) 3 + 5ự3y-4 
4^(^/2x^ĩ) 3 -(^3^4) 3 j + 5(>/ 2^1 - ) = 0 

^(ự2x-l-ự3y-4)(4(2x-l) + 4ự(2x-l)(3y-4)+4(3y-4) + 5Ị = 0 


<=> y/2x -ỉ- ự3y -4 = 0 vì 4(2x-l) + 4ự(2x-l)(3y-4)+ 4(3y-4) + 5 >0 . 
<=> 2x -1 = 3y - 4 «> 3y = 2x + 3. 

Thay 3y = 2x + 3 vào phương trình thứ hai trong hệ ta có phương trình : 

3%/3x-3 - 2\j5x -4 - —<=> = -^-T (1<X*2). 

x-2 3ự3x-3+2ự5x-4 x-2 ' 

7X-11 _ 2 pr—— .17—i t_7x 2 -25x + 22 

< > — —--=-- < > 3v3x -3 + 2sj5x -4- -- 7 -- 

3ỵ'3x-3 + 2V5x -4 X 2 ~ 2 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 




3(v3x 3 -(x-l)j + 2^-v/5x-4 -x) = 


7x- -25X + 22 


-5x + 3 (*) 


Với X = 1 ta có phương trinh được thỏa. Do đó với 1<X^2 ta có (*) trở 
thành: 

^3x-3-(x-l) 2 5x-4-x 2 _ 7 ( x2 ~ 5x + 4 ) 

^3x-3 + X-1 õ.\ 4 + x 2 


<=>- 


<=> 


<=> 


3^x 2 -5x + 4j 2^x 2 -5x + 4j 7^x 2 -5x + 4 
v3x 3 + X-1 \Ị5x-4 + x 2 

3( x -l)( x -4) . 2(x-l)(x-4) | 7(x-l)(x-4) 
%/3x-3 + X-1 ^5x-4 + x 2 

3(x- 4) _ 2(x-4) | 7(x-4) 

^x - 3 + X - 1 -v/5x-4 + X 2 


= 0 


= 0 


, 3 ,2 7' 

7r . -:+ -+ - 

ly %/3x - 3 + X -1 ^5x -4 +x 2 


= 0<^>x = 4 vì p >0 khi 1<X^2. 


Vậy phương trình (*) có hai nghiệm 


X = 1 => y = 

3 

11 ■ 

X = 4 => y = - 
3 


Đối chiếu điều kiện của hệ ta có nghiệm của hệ là : (x, y) = 


1 :- 




Bình luận: về cơ bản ta có nhận định, phương trình thứ nhất vẫn giải theo phương 
diện xét hàm số đại diện được. Ớ phương trình giải tìm nghiệm, các bạn có thế 


sử dụng hàm số để giải quyết vẫn tốt. 

Nhận định chung về loại hệ này, thông thường thỉ các bài toán hệ thuộc kiểu 
này đa số có thế giải băng phương pháp xét hàm số đại diện. Tuy nhiên, đó chỉ 
là đa số chứ còn một số bài thuộc kiếu này nhưng xét hàm đại diện lại không tối 
ưu. Như trong các ví dụ chúng tôi đã có một vài bài toán minh họa và bình 
luận. Và trên hết, chúng tôi muốn gửi gắm tới các bạn, đó là xét hàm số đại 
diện thật chất nó là bài toán có tỉnh đối xứng và sử dụng hằng đăng thức đế 
trỉến khai. Và có đôi lúc hiếu như vậy, thì lại cho lời giải được tự nhiên hơn vì 
xét hàm số thì cần phải có tập xác định rõ ràng và nếu không nắm chắc và hiếu 
rõ sẽ dê kết luận sai và gảy ra nhiều điều đáng tiếc. 
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III. PHƯƠNG PHÁP TẠO NHÂN TỬ BẰNG KỶ THUẬT CỘNG, TRỪ, 
NHÂN CHÉO 

Đây là một phương pháp khá mạnh và hay dùng trong hệ đế bắt nhân tử, nguồn 
gốc của phương pháp này chính là trong hệ có nhân tử chung nhưng không thế 
bắt nhân tử trên từng phương trình mà cần phải có sự phối họp của cả hai 
phương trình trong hệ. 

, , [f(x,y) = 0 

Vê nội dung ta có thê tóm gọn như sau, từ hệ ị ta đưa vê các hệ sau: 

[g(x,y) = 0 


© 

® 

0 


jf(x,y) = 0^ 
Ịg(x,y) = 0 C> 
ff(x,y) = 0^ 
[g(x»y)=o 
[f(x,y) = 0^ 
[g(x,y) = 0 


|f(x,y) + g(x,y) = 0^ jh 1 (x,y)-h 2 (x,y) = 0 
|f(x,y)-g(x,y) = 0 < ^|f(x,y) = 0 

Íh 1 1 X vì=h rX vì ^ h i ( x ’ y) • h ( :x ’ y)= h ( x ’ y) ■■ h 2 ( x > y) 

|h 2 (x,y) = h(x,y) 

jf(x,y) + k-g(x,y) = 0^ jh 1 (x,y)-h 2 (x,y) = 0 

V(x,y) = 0 ^jf(x,y) = 0 


Các bài toán hệ này thường là hệ bậc hai tống quát, hệ phương trình chứa đa 
thức bậc cao, hệ có tinh đối xứng (loại 1, loại ĩ), nữa đối xứng và dạng hệ có 
đặc thù riêng như chứa các hằng đang thức vv.... Cũng như hai phương pháp 
trước, đế giải hệ theo phương pháp này chúng ta cần có cái nhìn tống quát và 
nhận ra được tính chất của hệ. 

.Í3x 3 y 3 -7 = -4x 6 . 

Ví dụ 1 : Giải hệ phương trình < (x,y eũ j . 

[x 3 y 3 +xy + 2 = 4x 6 

Phân tích : Với hệ này, không khó nhận ra nếu ta cộng hai phương trinh lại với 

nhau vế theo vế ta sẽ khử được đại lượng 4x 6 và tạo ra được phương trình bậc 
ba với biến xy. 


Cụ thê ta có phương trình : 

4x 3 y 3 +xy-5 = 0<^>(xy-l)^4x 2 y 2 +4xy + 5Ị = 0<^>xy = 1. 


Và hệ đã được giải quyết. 

Lời giải : Cộng vế theo vế hai phương trình trong hệ ta có phương trình : 
4x 3 y 3 +xy-5 = 0<=>(xy-l)Ị4x 2 y 2 +4xy + 5j = 0<=>xy = 1 vì p>0. 

p 

Thay xy = 1 vào phương trình thứ nhất trong hệ ta được phương trình : 


l = x b «■ 


x = l=>y = l 
x = -l=>y = -l 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x,y) = Ị(l;l);(-l;-l)Ị . 


Bình luận: Bài toán trên quá cơ bản, từ quan sát thấy hai phương trình chứa cùng 

4x 6 và trái dấu, đồng thời vế trái của hai phương trình đều chứa các đại lượng 
xy nên chọn phương án cộng hai vế là con đường đi tự nhiên nhất. 



Phân tích : Cả hai phương trình trong hệ đêu là phương trình bậc hai theo hai biên 
X, y. Kiếm tra ta nhận thấy cả hai phương trình đều phân tích được nhân tử 
nhưng lại không có được delta chính phương. Do đó việc nghỉ bắt nhân tử một 
trong hai phương trình trong hệ xem như thất bại. Nên ta sẽ tìm cách kết hợp 
hai phương trình lại với nhau xem sao ? 

.., , [x 2 +7y 2 -2x-2y = 0 

Trước hêt ta biên đôi hệ cho dê quan sát: < 

[x 2 + y 2 + 8xy - X - 4y +1 = 0 

Quan sát toàn hệ ta nhận thấy nếu ta cộng hai phương trình trong hệ ta sẽ thu 
được hằng đắng thức nên ta định hướng cách này xem sao ? 

Cụ thể ta sẽ có : 

2x 2 +8y 2 +8xy-3x -6y + 1 = 0 <»2(x + 2y) 2 -3(x + 2y) + l = 0 . 

Phương trình cuối đã chứng tỏ được sự thành công của ý tưởng. Và ta sẽ tiến 
hành giải hệ. 

Lòi giải: 

. [x 2 + 7y 2 -2x -2y = 0(1) 

Hệ phương trình được biến đôi trở thành: < * 

(x 2 + y 2 + 8xy - X - 4y +1 = 0(2) 

Lấy (1) + (2) vế theo vế ta có phương trình: 

2(x 2 + 4xy + 4y 2 ) - 3 ( X + 2y) +1 = 0 <=> 2(x + 2y) 2 - 3 (x + 2y) +1 = 0 
x + 2y = l x = l-2y 

<s> 1 <=> 1 

L 2 L 2 

© Với X = l-2y thế vào (1) ta có: 

(l-2y) 2 +7y 2 -2(l-2y)-2y = 0«-lly 2 — 2y —1 = 0 

0 4ý3 
=> X =-—4— 

11 

9•4y3 ’ 

=>x - J 


I • \ 12 

I V 1 2 


194 






















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


© Với X = ^ - 2y thế vào (l) ta có : 


1 -4y 
2 


+ 7y 2 -2 


l-4y 

2 


- 2y = 0 <=> 44y 2 -3 = 0 


y = => X = ■ 

22 


Vậy hệ phương trình có nghiệm là : 

ịị 9-4sj3 + 9 + 4^3 1 - 


(*>y)=< 


11 ’ 11 


11 ’ 11 


11-2^33 , >/3311 + 2^33 ^33 


Giải hệ phương trình 


(x,yeũ) 


\y 22 ’ 22 j\ 22 ’ 22 ) J 

Bình luận : Bài hệ này vẫn còn cơ bản, chỉ cần tinh ý một chút ta sẽ nhận ra hằng 
đắng thức và sẽ thu được một phương trình bậc hai theo đại lượng X + 2y. 

Ví dụ 3 : 

[x 2 +3y 2 -2xy-10x + 22y + 34 = 0(l) 

Giải hệ phương trình < Íx,ỵe0) 

[x 2 +5y 2 -4xy-16x + 38y + 68 = 0(2) 

Phân tích: Với hệ này nếu ta suy nghỉ tự nhiên ta sẽ có ba hướng sau khi nhìn vào 
hệ. 

© Hướng 1 : Ta lấy (1) - (2) vế theo vế ta sẽ khử được X 2 và thu được phương 
trình : 

y * -3 

xy + 3x-y 2 -8y-17 = 0 <=> < y 2 + 8y + 17 . 

y + 3 

Tới đây ta có thể sử dụng phép thế để giải quyết. 

© Hướng 2: Còn nếu ta muốn khử y 2 ta lấy 5 ■ (1) - 3 • (2) ta sẽ thu được phương 


trình sau: xy-2y + x -x-17 = 0<^>< _ x 2 + x + 17 . 

. y x-7 ' 

Tới đây ta có thế thực hiện phép thế và biến đối đại số đế ra kết quả. 

© Hướng 3: Còn nếu ta muốn khử xy thì ta sẽ lấy 4-(l)-2-(2) ta sẽ được 

ỊỊ^Ịiưpig Ị^Ịịịph;ỊỊỊỊ?X 2 p|x+Ị^ 2 Ịị;!ị2Ị>Ị:Ịp:4|= 0 . lịỊỊỊỊ ỊịỊịỊị ;ị|ị|ị::::::::: 
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Kiếm tra ta thấy phương trình cũng không phân tích được delta chính phương. 
Vậy qua 3 hướng ta sẽ nhận thấy hệ này có thế giải theo hướng 1 hoặc hướng 2 
là sáng sủa nhất. 

Tuy nhiên, đây là một hệ bậc hai tống quát, đế giải hệ này ta thường sử dụng ấn 

íx=u + a ^ , 

phụ hóa theo hướng : -< Tuy nhiên, cách giải này chúng tôi thiêt nghỉ 

' y - Y • b 

chưa thế khái quát hóa cách giải của loại hệ này được. Vì cách làm này, hầu hết 
sẽ đưa hệ ban đầu về hệ đắng cấp. Có một điều đó là một phương trình bậc hai 
hai biến tống quát về phương trình đắng cấp với cách đặt như trên là điều có thế 
luôn có được, điều này cũng có nghĩa là ta luôn tìm được một cặp (a,b) để tịnh 

tiến nghiệm như trên. Tuy nhiên, hệ trcn lại được cấu tạo bởi hai phương trình 
bậc hai tống quát nên điều sau có thế xảy ra đó là mỗi phương trình sẽ có cặp 
(a,b) đế thực hiện phép tịnh tiến riêng lẻ. Nếu điều đó xảy ra thì cách làm trên 
sẽ phá sản. 

Nhận định chung là như vậy, nhưng trước một phương trình bậc hai dạng tống 

quát ta có thể thử với phương pháp ẩn phụ này. 

fx = u + a , , . 

Đặt \ thê vào phương trình (1) ta có : 

[y = v + b 

u 2 +2ua + a 2 +3v 2 +6vb + 3b 2 -2uv-2ub-2av-2ab-10u-10a + 22v + 22b + 34 = 0 


. , . „ , , , , Í2a-2b-10 = 0 fa = 2 

w [6b-2a + 22 = 0 Ịb = -3 

fx = u + 2 

Khi đó ta sẽ có phép đặt < thay vào hệ đã cho ta có hệ phương trình : 

[y = v-3 

(u + 2) 2 +3(v-3) 2 -2(u + 2)(v-3)-10(u + 2) + 22(v-3) + 34 = 0 

(u + 2) 2 +5(v-3) 2 -4(u + 2)(v-3)-16(u + 2) + 38(v-3) + 68 = 0 

íu 2 -2uv + 3v 2 =9 . , 

„ „ (*). 

Ịu 2 -4uv + 5v 2 =5 

Và hệ (*)là hệ đắng cấp bậc hai đã biết cách giải. 

Cũng như ngày từ đầu chúng tôi đề cập, loại hệ này cũng sẽ có nhân tử chung 
nên bằng mọi giá chúng ta sẽ nghỉ đến việc tách nhân tử chung. Do cấu tạo của 
hệ là chứa hai phương trình bậc hai với hai biến x,y nên ta có quyền nghỉ đến 
hướng ghép hai phương trình này thành một phương trình bậc hai tách được 
nhân tử chung tức là ta cần một phương trình bậc hai có delta chính phương 
bằng phương pháp hộ số bất định sau : 


196 






















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Cty TNHHMTVDWHKhang Việt 


X 2 +3y 2 -2xy-10x + 22y + 34 + k|x 2 + 5y 2 - 4xy-16x + 38y + 68 ^ = 0 
<^>(l + k)x 2 -2(y + 5 + 2ky + 8k)x + 22y + 3y 2 +5ky 2 + 38ky + 34 + 68k = 0 
Ta cần có : A x = (y + 5 + 2ky + 8k) 2 -(l + k)^22y + 3y 2 +5ky 2 +38ky + 34 + 68kj 

= -Ịk 2 +4k + 2Ịy 2 -6^k 2 +4k + 2jy-4k 2 -22k-9 là một số chính phương. 

Và như vậy ta cần có : 

Ay = 9(k 2 + 4k + 2) 2 - (k 2 + 4k + 2)(4k 2 + 22k + 9 ) = 0 
"k = -l 

«k-l . 

5 

k = -2 ±yfĩ 

. , 9 , , 

ơ đây ta chỉ lây k = —l,k =—-ị vê tính thâm mỹ. Với k = -1 ta có hướng 1, bây 

giờ ta sẽ xử lí VỚI trường hợp k =——. 

Lúc đó ta có : 

5(x 2 +3y 2 -2xy-10x + 22y + 34)-9(x 2 +5y 2 -4xy-16x + 38y + 68) = 0 

<=>2x 2 -(I3y + 47)x + 15y 2 + 116y + 221 = 0 (*). 

Phươngtrình (*) có A = (13y + 47) 2 -8^15y 2 + 116y + 22lj = (7y + 2l) 2 . 

Vậy từ đây ta đã tách được nhân tử. 

Sau đây, ta sẽ đi vào lời giải chính thức cho hệ này. 

Lời giải: 

© Cách 1 : Lấy (l)-(2) vế theo vế ta có phương trình : 

'y*-3 

xy + 3x-y 2 -8y-17 = 0<^>< y 2 + 8y + 17 

[ y-3 

Thế vào phương trình ( 1 ) ta có phương trình : 

fy 2 +8y+i7Y 2 ofy 2+8 y +17 \. 1 nfy 2+8 y +17 ì, oo.,, 

--- +3y 2 -2 -- y-10 - -3- - + 22y + 34 = 0 

{ y+3 ) { y+3 J { y+3 J 

<=> 2y 4 + 24y 3 + 99y 2 + 162y + 85 = 0 <=> (y 2 + 6y + 5)(2y 2 + 12y + 17 ) = 0 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


y 2 +6y+ 5 = 0 
2y 2 +12y + 17 = 0 


° y= 


y = -5=>x = -l 
y = -l=>x = 5 

6 I \ 2 _ 4 I 5 v 2 

\ỉ — ___ —\ V — ___ 


6 v2 . 4-5^2 

y = ——^=>x = —-— 

2 2 


© Cách 2: Đặt 


x = u + 2 


[y = v-3 

Lúc đó hệ phương trinh trở thành hệ phương trình: 

(u + 2) 2 +3(v-3) 2 -2(u + 2)(v-3)-10(u + 2) + 22(v-3) + 34 = 0 
(u + 2) 2 +5(v-3) 2 -4(u + 2)(v-3)-16(u + 2) + 38(v- 3) + 68 = 0 
íu 2 -2uv + 3v 2 = 9 Í5u 2 -lOuv + 15v 2 =45(3) 


<=>< <=>< 

[u 2 - 4uv + 5v 2 = 5 (9u 2 - 36uv + 45V 2 = 45 (4) 

Từ (3) và (4) ta có: 

5u 2 -10uv + 15v 2 = 9u 2 -36uv + 45v 2 «2u 2 -13uv + 15v 2 =0 

u = 5v 

<^>(u-5v)(2u-3v) = 0<^> 3 . 

u - ' V 

L 2 

1 V = —— => u = —7— 

Với u = 5v thay vào (3) ta có : V 2 = 2- <=> 

2 y/2 5yỊ2 

V = —— =>u =- : — 


X = 2 + - 


4 + 5%/2 


Từ đó ta có : 


„_>/2 , 

y 2 3 


-6 + sỊĨ 


5^,0 L _ 4 - 5 

X = : — 1-2 X = - 

2 2 

_ < 

n /2 - -6 - \Ịl 

y = —--3 y = —— 

[ 2 [ 2 


Với u - 2 v tha y vao (2) ta có : v 2 =2<^>v = ±2=>u = ±3. 
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Từ đó ta CÓ : 


<=> 



[x = 3 + 2 
[y = 2-3 
[x = -3 + 2 
[y = -2-3 

© Cách 3. Lấy 5 • (l) -9 • (2) ta được phương trình : 

2x 2 -(l3y + 47)x + 15y 2 +116y + 221 = 0 (a). 

Phương trình (a) có À = (13y + 47) 2 -8^15y 2 4-116y + 22lj = (7y + 21) 2 . 

13y + 47 + 7y + 21 

. I A = 

Từ đó ta suy ra (a) có hai nghiệm phân biệt: 


5y + 17 


13y + 47-7y-21 3 13 

X =— — -= -y + — 

4 2 2 


Với X = 5y +17 ta thay vào phương trình (l) ta được phương trình : 

6 • v2 , _ A + 5sỊĨ 


2(y + 3) =1« 


y 3= 2 
y + 3 2 


<=> 


y = - 


2 

-6-y/ĩ 


X = 


2 

4 5v2 


3 13 

Với x ~ 2^ + 2 ta ^ ay va0 ph ươn ỗ tr ' n ^ (l) ta được phương trình : 


y 2 + 6y + 5 = 0 <=> 


y = -5=>x = -l 
y = -l=>x = 5 
Vậy qua ba cách giải ta có nghiệm của hệ là : 


J 1V 

"4 + 5x/2.-6 + x/2 2 

f4-Sy/ĩ -6-^ỴI 


2 ’ 2 

l 2 ; 2 Jj 


Bình luận : Qua sự phân tích của ví dụ này, chắc bạn đọc đã hiếu được về cơ bản 
thì đối với hệ phương trình bậc hai tống quát ta đều có thế tiến hành một cách 

tự nhiên là khử x 2 hoặc y 2 rồi dùng phép thế đều có thể giải tốt. Nhược điểm 
của cách này chính là sự biến đối đại số khá phức tạp và đòi hỏi sự khéo léo. 
Cách đặt ấn phụ hóa sẽ giải quyết tốt các hệ phương trình bậc hai tống quát đưa 
được về hệ đắng cấp, còn lại thì không tối ưu lắm. Nhược điếm của cách này là 
cũng thiên về tính toán. Tuy nhiên có một cách giải quyết phép đặt đối với hệ 
này nếu đưa về được về hệ đẳng cấp như sau : 

1 ajX 2 + bjy 2 + c,xy + djX + ejy + fj =0 


Xét hệ tổng quát: 


9 1 9 * 

ạ 2 .x +b 2 y + C2.xy.4- d 2 x + ey 2 +/2..= 0....... 
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Ta lần lượt đạo hàm phương trình thứ nhất theo hướng sau : 

Cố định y (tức là xem y là hằng số), đạo hàm theo biến X ta có : 

2a 1 x + c 1 y + d 1 = 0. 

Cố định X (tức là xem X là hằng số), đạo hàm theo biến y ta có : 


2b 1 y + c 1 x + e 1 = 0. 

... [2a 1 x + c 1 y + d 1 =0 [x = kj 
Giaỉ hệ < <=> < 

[2bjX + C]X + e, =0 1 y = k 2 


đặt 


[ X = kj + u 
1 y = k 2 + V 


Với cách 3 thì ý nghĩa chính của nó là thực hiện “ghép và tạo” một phương 
trinh bậc hai tách được nhân tử. Kỉ thuật hệ số bất định giải được tất cả hệ bậc 
hai tống quát. Nhược điếm của nó chính là tính toán khá rắc rối. Tuy vậy, chúng 
tôi gửi đến các bạn cách thực hành nhanh như sau : 

Đặt a = ãị +kaT,b = bj + kb 2 ,c = c 1 + kcT,e = e 1 +ke 2 ,f = f[ +kf 2 . 


Nhập vào máy tính phương trinh : cde + 4abf = ae 2 + bd 2 + fc 2 . 

Phương trình này là phương trình bậc ba theo biến k nên sẽ luôn tìm được k . 
Khi đó ta sẽ có : 

ajX 2 + bjy 2 + Cjxy + d t x + ejX + fj + kía 9 x 2 + b^y 2 + c 2 xy + d 2 x + e 0 y + f 2 ) = 0 


Được biến đối thành một phương trình bậc hai tách được nhân tử. 

Chắc các bạn thắc mắc là tại sao ở cách 3 chúng ta chỉ tìm được giá trị k cho 
hướng 1 trong phân tích và một giá trị k khác là cách được nhân tử, còn giá trị 
k cho hướng 2 đâu ? Câu trả lời khá đơn giản thế này, ở hướng 1 và hướng 2 
tuy hình thức khác nhau nhưng nội dung của chúng là giống nhau đó chính là 
khử bớt đại lượng chứa mũ 2 trong phương trinh nên khi sử dụng hệ số bất định 
k ta chỉ tìm được giá trị cho hướng 1 hoặc hướng 2 ( đa số là hướng 1). 

[X + 8y = y 3 + y 2 - 9 , . 

Ví dụ 4: Giải hệ phương trình < (x,y e □ ) 

[y-8x = -x 3 -X 2 +15 

Phân tích : Với hệ này, nhận xét đầu tiên là hệ này ngay từ đầu ta không nhận thấy 
được điều gì cả. Tuy nhiên ta nhận xét nếu chuyến bớt hai đại lượng 8y, 8x ở 


vế trái mỗi phương trình ta được một phương trình bậc ba nên ta thử xem với 
cách biến đối này, ta có được nhận xét gì về hệ ? 

, , , [ X = y 3 + y 2 - 8y - 9 

Cụ thê ta có hệ được biên đôi trở thành: < 

[y = -x 3 -X 2 +8x + 15 


Tới đây, ý tưởng của chúng ta sẽ cố gắng tách được nhân tử bên vế phải của hai 
phương trinh trong hệ nhờ nghiệm của phương trình bậc ba. Ý tưởng là vậy 
nhưng cái khó là chúng ta lại không được nghiệm nguyên cho cả hai phương 
trìiỊ^ i; bậ^ ;: bạ ;;i; Nh : ỊỊ'pg ỵgỊỊ.ịhộ ịỊỊỊgy ý i;: tuctpg i; tách nỊtịận t : q ;i b : ệ : p. YịCịiịtPỈỊặi ị&Mtbteh 
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phương trình có vẻ là khả thi nhất đế công phá hệ, do đó ta cố gắng tách cho 
được. 

Nhận xét với y = 3 => y 3 + y 2 - 8y = 27 + 9 - 24 = 12 ; 

x = 3=>-x 3 -x 2 +8x = -27-9 + 24 = -12. 

Do đó ta tách hệ như sau : 

x-3 = y 3 +y 2 -8y-12 
y-3 = -x 3 -X 2 +8X + 12 

x-3 = (y-3)(y 2 +4y + 4) jx-3 = (y-3)(y + 2) 2 

y-3 = (x-3)(-x 2 -4x 2 - 4 ) y-3 = -(x-3)(x + 2) 2 

Và tới đây hình hài bài toán đã rõ ràng hơn, khi mà ta nhân chéo hai vế hai 
phương trình trong hệ cho nhau ta sẽ được phương trình : 

-(x-3) 2 (x + 2) 2 =(y-3) 2 (y + 2) 2 «(x-3) 2 (x + 2) 2 +(y-3) 2 (y + 2) 2 =0. 

Và tới đây mọi thứ đã rõ ràng và hệ đã được giải quyết. 

Lời giải: Hệ phương trình đã cho được biến đối thành hệ sau : 

x-3 = y 3 + y 2 -8y-12 x-3 = (y-3)(y + 2) 2 (l) 

y-3 = -X 3 -X 2 +8x +12 y-3 = -(x-3)(x + 2) 2 (2) 

Nhân chéo hai vế của (l) và (2) ta được phương trình : 



-(x-3) 2 (x + 2) 2 =(y-3) 2 (y + 2) 2 «(x-3) 2 (x + 2) 2 +(y-3) 2 (y + 2) 2 


X = 3 V X = -2 [y = -2 
y = 3vy = -2 f X = -2 


(x-3)(x + 2) = 0 
(y-3)(y + 2) = o' 


J X = -2 
_ịy = -2 

Thử lại ta nhận được nghiệm của hệ là (x,y) = (3; 3) . 

Bình luận: Bài toán này, nhìn qua lời giải sẽ có suy nghỉ chủ quan là bài toán dễ, 
nhưng chúng tôi lại không nghỉ vậy. Vì lời giải thật sự đòi hỏi một chút “tinh 
quái “ về tách nhân tử không phải học sinh nào cũng biết được. Chắc các bạn 
thắc mắc tại sao lại thứ số 3 mà không thử vói -2. Cái này là một mẹo nhỏ. 
ị|(^u^ijbữỚỊịí|Ị<icỊtỊỊỊịtra i jỊỊgỊịtịộn|tịị(ị5Ịj : a ịỊỊịại gỊỊỊữồỊỊịỊg trìntỊị£ậCjjỊ}a ^ịithệị^ịVÓkphĩỊỊq|ịpg : trình 
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bậc ba theo biến y có ba nghiệm xấp xỉ là 2,87;-l;14;-2,72. Còn phưong 
trình bậc ba theo biến X có duy nhất một nghiệm xấp xỉ là 3,14. Sự tương 
quan giữa hai con số 2,87 và 3,14 khi làm tròn là 3. Do đó ta nghỉ đến phép 
thế số 3. 



Phân tích : Với hệ này, việc đâu tiên nhận thây ngay hệ sô chứa ba hệ sô đặc biệt 
3,4,5 . Điều này gợi ý cho chúng ta là bình phuơng hai vế mỗi phuơng trình 
cộng lại đế thu gọn hệ số của vế phải của hai phuơng trình là 1. Tuy nhiên, nó 
chỉ là sự tinh ý thứ nhất, sự tinh ý thứ hai là chúng ta thấy đuợc khi bình 
phuơng hai vế của hai phuơng trình thì khi cộng lại vế theo vế thì vế trái sẽ cho 
chúng ta một đại luợng giống mẫu số. 

Thật vậy, ta có : 



Và tới đây, mọi chuyện đã dễ dàng hơn. 

Mặt khác ta đế ý rằng nếu hệ này có nghiệm thì xy 5É 0. Do đó nếu ta nhân hai vế 
phuơng trình thứ nhất cho X và nhân hai vế phuơng trình thứ hai cho y và đem 
hai vế phuơng trình trừ cho nhau vế theo vế ta sẽ đuợc vế trái sẽ có hệ số là 1. 

Cụ thể ta có : 

x (y 2+1 )_3 [x 2 (y 2 +i)_3^ 

x 2 + y 2 “5^ X + y 2 - 5 x ^ X 2 (y 2 +1) - y 2 (x 2 -l) _ 3x 4 y 

y(x 2 -l) 4 y 2 íx 2 -l] 4 x 2 +y 2 5 5 

5 5 y 
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«^riỉ=l«3x-4y = 5. 

5 

Tới đây ta chỉ còn thực hiện phép thế. 

, íx^O 

Lời giải : Điêu kiện : <Ị 

ly * 0 

© Cách 1. Lấy (l) 2 + (2) 2 vế theo vế ta có được phưong trinh : 
x 2 (y 2 + i) 2 +y 2 (x 2 -i) 2 ^ 

(x 2 +y ! ) 2 

.. xỴ+ x 2 + yV+y 2 [ (* 2 + r)(x 2 y 2 + l) t 

(x 2 + y 2 ) 2 = (x 2 + y 2 ) 2 

»x 2 y 2 +l = x 2 +y 2 »Ịx 2 -lỊỊy 2 -lỊ-0» X- ~Ị. 

Với X = ±1 ta dễ dàng thấy hệ vô nghiệm. 

2x _3 

. . . X 2 +1 _ 5 Í3x 2 -10x + 3 = 0 

Với y = 1 ta có hệ trở thành : < - Cí> ị <=>x = 3. 

x 2 -1 4 Ịx 2 =9 

.x 2 +l 5 

2x _3 

X 2 + 1 5 Í3x 2 -10x + 3 = 0 1 

Với y = -1 ta có hệ trở thành : < - <=> < _ <=> X = - . 

1-x 2 4 [9x 2 = 1 3 

T + x 2 5 

© Cách 2. Lấy X • (1) - y • (2) vế theo vế ta có phương trình : 

x 2 (y 2 +l)-y 2 (x 2 -l) _ 3x-4y X 2 + y 2 _ 3x -4y 
(x 2 + y 2 ) 5 X 2 + y 2 5 

4y+ 5 

■»3x-4y = 5<^>x = - £ —— 

3 

Thay vào (l) ta có : 

5.tx±í.(y 2 + l) = 3 í y 2 + rỉ±tỵf 

3 ' / ( ! J 

V v J J 

«■ (20y + 25)(y 2 +1) = (9y 2 + 25 + 40y + 16y 2 ) 
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y = 1 => X = 3 

<=> y 2 -1 = 0 <^> 1 . 

y = -l=>x = 4 

L 3 

ị (i V 

Vậy qua hai cách giải của ta có nghiệm của hệ (x,y) = ■! (3; l); T-;-l 

l v3 )) 

Bình luận : Dựa vào đặc điếm đặc biệt của hệ số và các biếu thức có thế rút gọn ta 
đưa được nhiều ý tưởng giải hệ này. Hệ này cũng là một dạng thường gặp. 

Ví dụ 6 : Giải hệ phương trình 

(x + y)(xy + 4) = 2|2x 2 +y 2 ) + —-(2x 2 -x + y 2 -yj 
• x y (X, y G □ ) 

3(3x 2 +2y 2 ] = (3x + 2y)(xy + 2) 

Phân tích : Với hệ này, ta chưa có thế dự đoán được gì từ hình thức của hệ. Nên ta 
sẽ biến đối hệ lại cho dễ nhìn hơn. 

Cụ thế ta có hệ được biến đối trở thành : 

xy(x + y)(xy + 4) = 2xy|2x 2 + y 2 j + 4^2x 2 +y 2 j-4(x + y) 

3(3x 2 +2y 2 ] = (3x + 2y)(xy + 2) 

(x + y)Ịx 2 y 2 +4xy + 4 ) = 2^2x 2 +y 2 j(xy + 2) 


3(3x 2 +2y 2 ) = (3x + 2y)(xy + 2) 

(x + y)(xy + 2) 2 =2(2x 2 +y 2 )(xy + 2) 

3(3x 2 +2y 2 ) = (3x + 2y)(xy + 2) 

’fxy + 2 = 0 

Ì3(3x 2 +2y 2 ) = (3x + 2y)(xy + 2) 

0 j(x + y)(xy + 2) = 2(2x 2 + y 2 ) 

3(3x 2 + 2y 2 ) = (3x + 2y)(xy + 2 ) 

Tơi đây mọi thứ đã rõ ràng vì trong hai hệ sinh ra từ hệ đầu đã có một hệ vô 

nghiệm, còn hệ còn lại chỉ cần nhân vế theo vế ta sẽ rút gọn được xy + 2 và 

đưa được phương trình đẳng cấp. 

Ị íx^O 

Lời giải : Điêu kiện : <Ị 

[y*0 

I lộ.gỊpưpỊỊỊg t£ịph !tỊặ : chCỊ:^ỊJẸỢC Ị?.ịpn (ỊgỊ t|^pỊỊ:.hệ phựị^g : Ị£ÌnJỊỊ:£aỊtỊ:ỊỊ:::: : : : :: ịiịiịỊỊỊịỊỊsịiịi. 
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y(x + y)(xy+ 4) = 2xy^2x 2 + y 2 ) + 4^2x 2 +y 2 j-4(x + y) 

(3x 2 +2y 2 ] = (3x + 2y)(xy + 2) 

x + y)(xy + 2) 2 =2^2x 2 + y 2 j(xy + 2) 

(3x 2 +2y 2 ] = (3x + 2y)(xy + 2) 
xy + 2 = 0 

3(3x 2 + 2y 2 ) = (3x + 2y)(xy + 2 / 1 ) 

(x + y)(xy + 2) = 2(2x 2 + y 2 ) 

v ' (II) 

3(3x 2 + 2y 2 ] = (3x + 2y)(xy + 2) 

© Với hệ (I) dễ dàng thấy được hệ này vô nghiệm vì : 3x 2 + 2y 2 = 0 (vô lí). 

((x + y)(xy + 2) = 2(2x 2 +y 2 )(l) 

© Với hệ (n) ta có : ị 

3^3x 2 +2y 2 j = (3x + 2y)(xy + 2)(2) 

Lấy (1) • (2) vế theo vế ta có phương trình : 

3(x + y)(xy + 2)Ị^3x 2 +2y 2 j = 2^2x 2 + y 2 j(3x+ 2y)(xy+ 2) 

<=> 3(x + y)(3x 2 + 2y 2 ) = 2^2x 2 + y 2 )(3x + 2y) <=> 3x 3 - x 2 y -2y 3 = 0 
<=>(x-y)(3x 2 + 2xy + 2y 2 j = 0 « X = y vì 3x 2 + 2xy + 2y 2 >0. 

Thay X = y vào (l) ta có phương trình : 

/ 9 \ „ 9 9 _ [y = l<=>x = l 

y y 2 +2 =3y 2 «y 2 -3y + 2 = 0« 
v > |_y = 2<=>x = 2 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x,y) = j(l;l);(2;2)j . 


Bình luận: Bài toán chỉ cần sự biến đối và nhóm nhân tử từ phương trình thứ nhất 
trong hệ ta sẽ tìm được lời giải cho bài toán một cách khá đơn giản. 



Phân tích : Câu trúc hệ này khi được viêt lại ta sẽ có hệ mới là : 
jx 4 - 6x 3 + 13y 2 - 12y = 23 
Ịy 4 -6y 3 +13x 2 -12x = -31 
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Không khó đế nhận thấy vế trái của hai phương trinh trong hệ có tính đối xứng 
vì khi thay vai trò hai ấn X, y cho nhau thì chúng giống nhau. Nhưng do khác 
biệt về hệ số ở vế phải nên chúng ta không thế xem nó là đối xứng loại 2, vì vậy 
ta có thế xem nó là hệ nữa đối xứng. 

Từ định dạng của vế trái hai phương trình trong hệ nên ta đấy ý tưởng cộng 
chúng lại xem có thể đưa về được điều gì ? 

Cụ thể ta có : X 4 -6x 3 +13x 2 -12x + y 4 -6y 3 +13y 2 -12y + 8 = 0. 

Từ phương trình này ta linh cảm sẽ có hằng đắng thức. Thật vậy ta có : 
x 4 -6x 3 +13x 2 -12x + 4 + y 4 -6y 3 +13y 2 -12y + 4 = 0 

«(x 2 -3x + 2) 2 +(y 2 -3y + 2) 2 =0. 

Và tới đây mọi chuyện đã được rõ ràng. Và hệ sẽ được giải quyết. 

Lời giải: 

[x 4 -6x 3 +13y 2 -12y = 23(1) 

Hệ phương trình đã cho được viết lại: ị 

Ịy 4 -6y 3 +13x 2 -12x = -3l(2) 

Lấy (l) + (2) vế theo vế ta có được phương trình : 

X 4 -6x 3 +13x 2 -12x + 4 + y 4 -6y 3 +13y 2 -12y + 4 = 0 


<=> 



-3x + 2) 2 +(y 2 


-3y + 2) 2 = 0 <=> 



-3x + 2 = 0 X = 1V X = 2 

<=> < 

-3y + 2 = 0 [y = 1V y = 2 


Thử lại với từng cặp nghiệm (x,y) = |(l;l);(l;2);(2;l);(2;2)|ta nhận được 


nghiệm của hệ phương trình đã cho là (x,y) = (l;2). 


Bình luận : Đây là bài toán không khó lắm, chỉ cần tinh ý đế ý tính nữa đối xứng 
của hệ và nhìn nhanh hằng đắng thức là có thế giải quyết được hệ khá đơn giản. 


Ví dụ 8 : Giải hệ phương trình < 

-—— = 2 
X 2y 

X 2y ' 

b 4 -* 4 ) 

3y 2 + x 2 )| 

(1) 

(x,y G ũ) 

y + r)(2) 

Phân tích : Với hệ này, ta nhận xét khi lấy hai phương trình cộng và trừ hai vế cho 


nhau ta sẽ thu được một hệ có vế trái ở mỗi phương trình sẽ gọn hơn vì ta đã rút 
gọn được bớt số hạng có mặt ở vế trái mỗi phương trình . 


Cụ thế ta sẽ biến đối hệ ban đầu ta sẽ có hệ: 


— --ỉ- = 2y 4 -2x 4 
X 2y 

— + -ỉ- = 3x 4 + 3y 4 + 10x 2 y 2 

X 2$;: 
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<=>• 


Cộng và trừ vế theo vế của hai phương trình trong hệ ta sẽ được hệ : 

— = x 4 +5y 4 +10x 2 y 2 

X 

— = 5x 4 + y 4 + 10x 2 y 2 

ly 

Tới đây, ta hãy đe ý tới vế phải của mỗi phương trinh trong hệ với các hệ số 
quan trọng 1,5,10. 

Khi đó ta liên kết với hai hằng đắng thức : 


[x 5 +5xy 4 +10x 3 y 2 =2 
[y 5 +5x 4 y + 10x 2 y 3 =1 


(a + b) =a 5 + 5a 4 b + 10a 3 b +10a 2 b 3 +5ab 4 +b 5 
l^(a-b) 5 =a 5 -5a 4 b + 10a 2 b 2 -10a 2 b 3 +5ab 4 -b 5 

Ta nhận thấy nếu cộng và trừ hai vế của hệ mới ta sẽ được hằng đắng thức trên. 
Và như vậy hệ đã được giải quyết. 

X * 0 

y ^ 0 

Lấy (l) + (2),(l)-(2)vế theo vế ta được hệ phương trình : 


Lời giải : Điều kiện : 


— = x 4 +5y 4 + 10x 2 y 2 

X 

— = 5x 4 + y 4 +10x 2 y 2 

ly 


<^> 


I X 5 +5xy 4 +10x 3 y 2 = 2 ( 3 ) 
ly 5 +5x 4 y + 10x 2 y 3 = 1 ( 4 ) ' 


Lấy (3) + (4),(3)-(4) vế theo vế ta có hệ phương trình : 

( x + y) 5 =3 

>-y) 5 =i 


[x 5 +5x 4 y + 10x 3 y 2 +10x 2 y 3 +5xy 4 + y 5 =3 
1 X 5 -5x 4 y + 10x 3 y 2 -10x 2 y 3 +5xy 4 -y 5 =1 


oị 


5R 


<=> 


|x + y = 

|x-y = i 


oi 


1 + ; 


y = - 


-1 + i 


Vậy hệ phương trình có nghiệm (x,y) = 


Í l + 5 J 


.-1+x/ĩ 


Bình luận : Bài toán này, cách giải xem qua có vẻ dễ nhưng thật chất bài toán 
không dễ như chúng ta tưởng. Nó đòi hỏi sự quan sát tinh tế và cần nắm chắc 
các hằng đẳng thức bậc cao hơn 3 mà ta thường dùng. Cụ thể ở đây là bậc 5, có 
đôi khi ta còn gặp bậc 6, bậc 7, bậc 8. Và thường các loại hệ này, người chế đề 
xuất phát từ hằng đăng thức rồi chọn nghiệm và khai tricn tung tóc ra. Việc của 
ịịịịỊpýỊỊỊg taịỊịẹj: gíỊỊỊỊỊ chỊịỉịgịỊại ịị$Ịị:biỊi§p đượíỊ!gỊátịỆấỊ!ị|ặn|!Ịiảrtg ĩhtỊịiịẳịịđớ. 
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2x + -5S-=4(1) 
X +y 

2y + V^T = 5(2) 

X + y 


(x,yeO) 


Phân tích : Với hệ này, ta cũng nhận thấy từ cấu trúc của hệ cũng cho ta ý tưởng 
nếu lấy hai phương trinh trong hệ cộng và trừ vế theo vế ta sẽ có được nhân tử 
chung. Do đó ta sẽ bước đầu đi thực hiện ý tưởng này. 

Cụ thể ta lấy (l) + (2),(l)-(2) vế theo vế ta sẽ có : 


2(K + y) + ífc±íU 


__2 . 2 
X +y 


2 (x - y) - s (*-yL -Ị 




2 . 2 
X +y 


2 + 


2 - 


x 2 +y 2 x + y 


( 3 ) 


2 . 2 
X +y 


x-y 


( 4 ) 


Tới đây ta lại thấy ý tưởng ban đầu của chúng ta vẫn còn hữu dụng với hệ mới 
nên ta tiến hành như vậy với hệ mới. 

9 1 


Lấy (3) + (4),(3)-(4) vế theo vế ta có hệ : 


4 = 

x+y X-y 

a . 

10 _ _9_ 1 v ’ 

[x 2 + y 2 _ x + y x + y 

Với hệ mới nếu ta nhân vế theo vế ta lại được hằng đắng thức. Do đó ta tiến 
hành ý tưởng này. 

Cụ thế nhân vế theo vế hệ (a) ta có phương trình : 

40 81 1 


40 

í 9 1^1 

í 9 1 1 

2 2 1 
X + y 

l X + y x-yj 

u + y x-yj 


<=> 


+ y 2 (x + y) 2 (x-y) 2 


Tới đây nếu ta quy đồng phương trình cuối ta sẽ được phương trình đẳng cấp. 

Xem như hệ đã cơ bản đã được giải quyết. 

J íx^O 

Lời giải : Điêu kiện : <Ị 

y*0 


Với X = y ta có hệ trở thành: 


2x + - = 4 

2x 

2x + Ậ- = 5 
2x 


( hệ vô nghiệm ). 


Với X = -y ta có hệ trở thành: 


2x + = 4 

2x 

-2ỵ - 5 -5 


( hệ vô nghiệm ). 
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Do đó ta chỉ giải hệ với X * ±y . 

Lấy (l) + (2),(l)-(2) vế theo vế ta có được hệ phương trình : 


2(x + y) + 
2(x-y)- 


5(x + y) 

X 2 +y 2 

5 (*-y) 

X 2 + y 2 


= 9 


« 


= -l 


2 + 


2 - 


x 2 + y 2 x + y 

5 1 


( 3 ) 


2 . 2 
X +y 


x-y 


( 4 ) 


Lấy (3) + (4),(3)-(4) vế theo vế ta có được hệ phương trình : 

x ' y , (I) 

10 9 1 w 

-y -—; 77+ 7—77 
X + y x + y x-y 

Nhân vế theo vế trong hệ (ì) ta có được phương trình : 


40 


í 


2 . __2 
X +y 


—+ — 




r 


«40 

«10 


V x + y x-y ) 

2 


« 


v x +y x-y ) 

(x 2 -y 2 ) 2 = (x 2 + y 2 )(si(x -y) 2 -(x + y) 2 j 
(x 2 - y 2 ) 2 = (x 2 + y 2 )(5x - 4y)(4x - 5y) 


40 _ 81 _ 1 

V'“(x + y) 2 “(x-y ) 2 


«10x 4 -41x 3 y+ 60x 2 y 2 -41xy 3 +10y 4 =0 


«(x -2y)(2x - y)(5x 2 -8xy + 5y 2 ) = 0 « 

© Với x = 2y thay vào (l) ta có phương trình : 

4y + - = 4«(2y-l) 2 =0«y = ^«x = l. 

© Với y = 2x thay vào (l) ta có phương trình : 
2 


x = 2y , _ , . , 

vì 5x 2 -8xy + 5y 2 >0. 

y = 2x 


Với y = 2x thay vào (1 ] ta có phương trình : 

2x + - = 4«(x-l) 2 =0«x = l«y = 2. 

X 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = |(l;2); ^;1 j|. 

Bình luận : Đây là một dạng toán hệ khá hay, mấu chốt của loại hệ này là từ hệ ta 
sử dụng phương pháp cộng trừ và nhân chéo sẽ đưa về được hằng đẳng thức 

a 2 -b 2 =(a-b)(a + b) để áp dụng liên tục sẽ đưa được phương trình đẳng 

Ị;^ặp : ,|ịjỊ»o^ị;ịịỊiàj(|í;ịCÓ ỊịỊi^gi^ị;ị^ngị|mệỊị::p^Ị-cmg ^Ịịáp ịỊựi^|ịn^Ị^Ị::#:;tò|ịp:phức. 
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Nhưng nhược điểm của số phức là chỉ áp dụng được một số định dạng hệ này 
mà dưới mẫu có chứa X 2 + y 2 và việc lựa chọn đặt số phức cũng là một kỷ 
năng không phải dễ với hầu hết học sinh. 



Phân tích : Hệ này vê câu trúc hình thức thì khác ví dụ 9 nhưng bản chât và cách 
giải thì như nhau. 


[a + -^ = 3s/3 

Thật vậy, nếu ta xem a = vx,b = yỊỹ thì hệ sẽ trở thành : < 

, 8b 

b- y—- , =-l 
a 2 +b 2 

Và như vậy, chúng ta sẽ sử dụng phương pháp giải ví dụ 9 để trực tiếp giải hệ 
này mà không cân thông qua ân phụ. 

X > 0 

Lời giải : Điều kiện :iy- 0 

x + y^o 


Nhận xét với (x,y) = (0;0) không thỏa hệ. Do đó ta sẽ xét x>0,y>0,x + y ^0 . 
Hệ phương trình đã cho được biến đối thành hệ phương trình : 

X + y v/x 


y = "jỹ <2) 


Lấy (l) + (2),(l)-(2) vế theo vế ta có hệ phương trình : 


Lấy (3) • (4) vế theo vế ta có được phương trình: 

32 (3^3 ,1 ỴĩyỊĨ 1 ) _ 32 27 1 . ___ _v 

^- = r + r. r — r ^77^77= „„^ 32xy = ( x + y )( 27y_x ) 

+y l. vx VyJW x v y J x+y x y 

:> 32xy = 26xy - X 2 +27y 2 <=> X 2 +6y-27y 2 =0<=> y <z>x = 3y 

::::::: : : : : : : : : : L %ịr ỊỊ$ỵ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 


\l-4-U 3 ) 

n/x ựy 

JL.^ + ' (4) 
/ + y n/x 


<=> 32xy = 26xy - X 2 +27y 2 <=> X 2 +6y-27y 2 =0« 
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VÌ -9y<0. 

Với x = 3y thay vào (l) ta có phương trình: 


l + - = 4^y-3ựỹ + 2 = 0 

y ựy 


<=> 


4ỹ= l 

Ưỹ = 2 


<=> 


y = l=>x = 3 
y = 4 => X = 12 


Đối chiếu điều kiện và thử lại ta có nghiệm của hệ là : (x,y) = (3;l). 


Bình luận : Loại hệ này, xem qua cách giải thì hình như rất đơn giản nhưng thật 
chất đây là một loại hệ khó. Và do đặc điếm của hệ này gần với hệ ở ví dụ 9 nên 
người ta có thế dùng kỷ thuật phức hóa đế giải hệ này. Và phải chăng nguồn 
gốc của loại hệ này là từ số phức?? Chứ nếu chọn đại một phương trình và ghép 
lại thì rõ ràng nó có gì đó rất ảo. 

Ví dụ 11 : Giải hệ phương trình 

-^x 2 +x + y + l+ x + A^y 2 +x + y + l + y = 18(l) 

< 

A^x 2 + x + y + l -x + ^y 2 + x + y + l- y = 2(2) 

_ Đại học An Ninh năm 1999 I 

Phân tích : Quan sát hệ, ta nhận thấy cả hai phương trình trong hệ đều chứa hai 

đại lượng đó là ^Jx 2 + x + y + l, \jy 2 + x + y f I nên ý tưởng chúng ta sẽ trừ vế 
theo vế hai phương trình đế giản ước các đại lượng này và thiết lập mối quan hệ 
giữa hai biến X, y và thực hiện phép thế. 

Mặt khác chúng ta cũng dễ nhận thấy hai biến X, y ở ngoài căn có dấu trái nhau 
nên ta cũng sẽ thực hiện cộng hai vế phương trình đế giản ước đại lượng này. 
Như vậy, qua hai bước cộng trừ ta sẽ đưa được hệ về hệ đơn giản hơn đó là : 

1 + X + y +1 + '\Ịỹ X + y +1 — 10 

Ịx+y=8 


(x,y G ũ) 


Và từ đây hệ đã cho được giải quyết rất đơn giản. 

, [x 2 +x + y + l>0 

Lòi giải : Điêu kiện : < 

[y 2 +x + y + l>0 

Lấy (l) + (2),(l)-(2) vế theo vế ta được hệ phương trình : 

Ị ^x 2 + x + y + l+ -^y 2 +x + y + l =10^jVx 2 +9 +\Jy 2 +9 = 10 
[x + y = 8 [x + y = 8 


Ị^x 2 +9 + ựx 2 -16x + 73=10 í^x 2 -lổx + 73 =10 -a/x 2 +9 
Ịy=8-X Ịy=8-X 
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10-\/x z +9 >0 


x 2 -16x + 73 = 100-20n/x 2 +9+x 2 +9« 


y = 8-x 


-9 < X < 9 


5^x 2 +9 = 4x + 9 
y = 8-x 


í-9 < X < 9 





25(x 2 +9) = 16x 2 
y = 8-x 




+ 72X + 81 



Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (4; 4). 

Bình luận : Đây là bài không khó và đề thi cũng đã khá lâu nhung cách giải thông 
qua hệ này vẫn còn nguyên giá trị và nó đã khơi gợi sự ra đời của nhiều bài toán 
sau này có cách giải tương tự. Lời giải trong bài toán có lẻ là hướng đi tự nhiên 
nhất cho bài toán này. 


Ví dụ 12 : 


Í4x 2 w 

Giải hệ phương trình < 

[3y 2 + 4- 

3-x + Jy - 2 =xy + 2x + 16(l) 

r _ (x,yeũ). 

3-x +-ựy-2 =6y-10xy + 16(2) 


Phân tích : Hệ này có cấu trúc cũng tựa tựa như ví dụ 11. Quan sát hệ ta nhận thấy 


ở cả hai phương trình trong hệ đều có hai đại lượng \/3 —x,ựy —2 nên ta sẽ 

lên ý tưởng trừ vế theo vế hai phương trình này đế thu khử bớt đại lượng đó, 
mặt khác khi trừ như vậy ta sẽ thu được phương trình bậc hai hai ấn X, y nên ta 
có quyền hy vọng sẽ bắt được nhân tử. 

Cụ thế ta lấy hai phương trình trừ cho nhau vế theo vế ta thu được phương trình: 
4x 2 -3y 2 = 1 lxy + 2x-6y <=>4x 2 -(lly + 2)x-3y 2 + 6y = 0. 


Ta có A x = (1 ly + 2) 2 + 16^3y 2 -6yỊ = (l3y-2) 2 . Vậy phương trình bậc hai ta 

tách được nhân tử. Và như thế cơ bản hệ đã được giải quyết. 

[x < 3 
1 y - 2 ' 


Lời giải : Điều kiện : • 


Lấy (l) - (2) vế theo vế ta có được phương trình : 

4x 2 -3y 2 -llxy-2x-6y = 0<^>4x 2 +xy-2x-3y 2 -12xy + 6y = 0 


<=> X (4x + y - 2) - 3y (y + 4x - 2) = 0 <=> (x - 3y) (y + 4x - 2) = 0 <=> 


x = 3y 
y = -4x + 2' 
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® Với x = 3y,thìdo y>2=>x = 3y>6. Vậy 


Ịx>6 
X < 3 


vô lí. Vậy X = 3y loại. 


® Với y = -4x + 2 thay vào phưong trình (1] trong hệ ta có phương trinh : 
4x 2 + y/3-x + V 4x = x(-4x + 2) + 2x + 16 = 0 
<=> 8x 2 - 4x - 16 + ự3 - X + %/-4x" = 0 


«4(2x z -x-3 


) + ự3-x-2 + N^4x-2 = 0 


, , x + 1 4(x + l) 

<=> 4(x + l)(2x -3) - — 3== ’ = 0 

v A ’ ^x+2 ^/=4x+2 


Q (x + l)Ỉ4(2x-3)- ' -J=-: 

\ V 3 - X + 2 y-4x + 2 

K~ 


= 0 <=> X +1 = 0 <=> X = -1 


=>y = 6 (*). 

Ta có được (*)là vì điều kiện đế giải phương trình lúc này là x<0. Mà với 
x<0=>K<0. 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (l;6). 

Bình luận : Bài toán này có độ khó hơn ví dụ 9 nhưng ý tưởng giải thì vẫn vậy. Ớ 
việc rút xong nhân tử, ta cần quan sát chặt chẽ bài toán đế tránh sai lầm cứ thế 
từng nhân tử vào rồi giải. Các điều này ở các phần trước chúng tôi cũng đã lưu 
ý khá nhiều. Các bạn cố gắng nắm chắc đe tránh những bước đi lằng nhằng 
không cần thiết. 

Ví dụ 13 : 

[2x 2 + X + yfx + 2 - 2y 2 + y + Jĩỹ +1(1) 

Giải hệ phương trình < (X, yeũ ) 

l^x 2 + 2y 2 -2x + y-2 = 0(2) 

(Thi thử chuyên đại học Vinh lần 3 năm 2014) 
Phân tích : Đây là một bài hệ hay, nhìn vào hệ thấy phương trình thứ nhất hai biến 
X, y đã có tính phân ly nên từ đây có thế định hướng đưa về phương trình thứ 
nhất về dạng phương trình có tính đối xứng đế bắt nhân tử. Tuy nhiên với cấu 
trúc sắp xếp các đại lượng chưa cho phép cho ta được biến đổi này. Do đó ý 
tưởng sẽ kết họp cả hai phương trình trong hệ đế có được phương trình dạng 
đối xứng. 

Lại có phương trình thứ hai trong hệ là phương trình bậc hai với hai biến X, y . 
Kiếm tra phương trình này không có delta chính phương nên hy vọng bắt nhân 
tử ở phương trình này cũng không giúp chúng ta được. 
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Quan tâm chính là sự khác biệt ở phương trình thứ nhất không giúp chúng ta 
đưa được về phương trình dạng đối xứng chính là sự sai biệt của hai đại lượng 

2x 2 + X đối với sjx + 2 và 2y 2 + y đối với Jĩỹ +1 . Và mục đích bắt nhân tử 

ở dạng đối xứng có chứa căn là khử căn. 

Từ nhận xét này ta thử phép tính sau : 

yj2y + l = *s/x + 2 «-2y + l = x + 2«>x = 2y-l. 

Vậy nếu khử căn thì ta cần có mối quan hệ giữa hai biến x,y là X = 2y -1. Khi 
đó ta có : 

© f(x) = 2x 2 + x + \/x + 2 -2y 2 -y-yj2y + l = 2(2y-l) 2 +2y-l-2y 2 -y 


= 6y 2 -7y +1. 

®g(x) = x 2 +2y 2 -2x + y-2 = (2y-l) 2 +2y 2 -2(2y-l) + y-2 = 6y 2 — 7y + l 
Như vậy khi x = 2y-l cho ta f(x) = g(x). 

Do đó ta sẽ đưa ý tưởng là lấy (1) - (2) vế theo vế. 

Cụ thể lấy (l) - (2) vế theo vế ta được phương trình: 

X 2 - 2y 2 + 3x + -v/x — 2 - y + 2 = 2y 2 + y + yỊĩỹ+ĩ 
<=> X 2 + 3x + 2 - 4y 2 - 2y + sỊx + 2 - yj2y + l — 0 

^(x-2y + l)(x + 2y + 2)+ , x ~ 2y ^" 1 =0 


<^>(x-2y + l) 


X + 2y + 2 + 


n/x + 2 + \j2y + 1 

1 


Với điều kiện của hệ 


n / x ” + 2 + yj2y — 1 
X + 2 > 0 


= 0 


thì biếu thức trong ngoặc đã rõ ràng về dấu nên 


[2y>l 

ta đã có được nhan tử như dự đoán. Vậy xem như hệ đã được giải quyết. 

X > -2 

Lời giải : Điều kiện: ị 1 . 

y> -7 

l 2 

Với (x,y)= -2;^ ta nhận thấy không thỏa hệ. Do đó ta chỉ cần xét với 

V 2 ) 


„ 1 

X > -2, y > -. 

2 

Lấy (1) - (2) vế theo vế ta được phương trình : 

X 2 -2y 2 + 3x + \Jx +2 - y + 2 = 2y 2 + y + yị2y + 1 
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<=> X 2 + 3x + 2 - 4y 2 -2y + -v/xT"2 - ^2y + 1 = 0 
<=>(x-2y + l)(x + 2y + 2) + . x ~ 2y ^ — ^0 

1 A ' ^/ĨT2 + ự2ỹTT 

( 1 ^ (*) 

<=> (x -2y + 1) x + 2 + 2y+ . , = =0 

K y \ V^T2 + ự2ỹTTj 

p 

X > -2 

Với < 1 => p > 0 . Do đó từ (*) ta có x-2y + l = 0<=>X = 2y —1. 

l y> 2 

Thay vào phương trinh thứ hai trong hệ ta được phương trình : 
y = l=>x = l 

6y 2 -7y + l = 0<=> 1 2- 

y = —=>x = -^ 

L ó 3 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = . 


Bình luận : Với bài toán này, thật chất chúng ta là rút X 2 = -2y 2 + 2x - y + 2 vào 
phương trình thứ nhất đế đưa về phương trình dạng hai biến phân ly có tính đối 
xứng rồi xét hàm số. Nhưng với quan điếm của chúng tôi, cách thế ấy quá “ảo 
diệu” không phải học sinh nào cũng có thế cho một phép “lạ, hiếm” như vậy cả. 
Trên tinh thần của hệ số bất định mà chúng ta tôi đã đi được đến lời giải như 
vậy. Đe có được điều đó thì từ sự phân ly giữa các biến ỏ phương trình thứ nhất 
chúng tôi hướng đến định dạng đối xứng (xét hàm số hoặc liên hiệp bắt nhân tử 
chung) nên chúng tôi nghỉ đến phép khử căn thức. Các căn thức đã rạch ròi về 
biến nên phép thử cho hai căn thức bằng nhau đe tìm mối quan hệ giữa hai biến 
là một tư duy tự nhiên. Việc còn lại chính là chúng ta đem thử lại tính đúng 
trong hai phương trình. Chú ý rằng với hệ này nếu xét tính đơn điệu, nếu chọn 
hàm số không khéo thì khi chứng tỏ hàm đơn điệu sẽ qua bước đạo hàm cấp 2 
khả rối. Tuy nhiên, dựa trên định dạng tính phân ly giữa biến và tính đối xứng 
của phương trình sẽ cho lời giải tự nhiên và đẹp. 



Phân tích : Bài toán này đã được người chê đê che giâu kỉ hơn, do tính hình thức 
của bài toán ncn việc giãi hộ này ý tưởng là cần phối hợp cả hai phương trình 
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trong hệ vì từ từng phương trinh trong hệ ta không thê làm được gì đê có nhân 
tử chung. Việc xuất hiện hai căn thức mà mỗi căn thức chỉ chứa X hoặc y nên 
ta có thế ấn phụ đế khử căn thức. Nhưng khi ấn phụ hóa thì ta sẽ đưa bậc của đa 
thức sẽ cao hơn bậc ban đầu. 

Vậy mục đích là khử căn thức, vậy ta sẽ thử phép tính sau : 

^2y = \/x — 1 X = 2y +1. Khi đó ta có : 

©f(x) = x 2 +4y(x-5)-l-4y 2 + x-2 s Jĩỹ -2x 2 -9x + 8-2%/x-l 

© g(x) = 4y ( X - 4) + X - 2a/x — T = 2x 2 -9x + 8-2\Jx -1 

Và như vậy với X = 2y+ 1 ta luôn có f (x) = g(x). Do đó ta sẽ lên ý tưởng là 

lấy (1) - (2) vế theo vế để bắt được nhân tử chung. 

Cụ thể lấy (1) - (2) vế theo vế ta sẽ có được phương trình : 

x 2 + 4y(x-5)-l-4y(x-4)-x = 4y 2 -X + 2^2y - 2sfx -1 


<=> X - 


(2y + l) 2 =2(ự2ỹ-^/^ĩ)^(x + 2y + l)(x-2y-l)= ^l y + J^l 


<=>(x-2y-l) 


y 2 y 

X + 2y +1 + ,— - j= 

V ^/ 2 y+ n/x^T 


= 0 . 




Tới đây từ điều kiện có được của hệ ta sẽ có được nhân tử chung như dự đoán. 
Vậy hệ đã được giải quyết. 

, fy > 0 

ri giải : Điêu kiện: { 

Ịx>l 

Nhận xét với (x,y) = (l;0) không thỏa hệ. Do đó ta chỉ cần xét x>l,y>0. 

Lấy (1) - (2) vế theo vế ta sẽ có được phương trình : 

X 2 +4y(x-5)-l-4y(x-4) = 4y 2 -X + 2^Ịĩỹ - 2sfx - 1 


X - 


(2y + l) 2 = 2(^2ỹ-N/x^T)<^>(x + 2y + l)(x-2y-l) = -^Ị-^^l 


^(x-2y-l) 


y 2 y 
X + 2y +1 + .— - , 

V v 2 y + Vx - 1 


=»(*)■ 


í X > 1 

Vì 1 _ => p > 0. Do đó từ (*) ta có 2y = X - 1 . 

Ịy > 0 ! 

Thay vào phương trình (2) ta có được phương trình : 

2(x-l)(x-4) + x = 2\Jx - 1 <=> 2x 2 - 9x + 8 = 2 \Jx - 1 
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- „ . 7 _ 4x 2 -20x + 17 „ 


« 4x 2 - 20x +17 + 2x -1 - 4-s/x^ĩ = 0 <» 4x 2 - 20x +17 +- IU = 0 

2x - 1 • 4vX 1 


«• 4x z -20x + 17 1 + -- --- =0 <c=>4x -20x + 17 = 0 

v ’{ 2x -1 + 4yx-ĩ 


vì X>1=>K>0 
5 + 2yfĩ 

X = —— : 

5-2 y/ĩ 

X =-—— : 

2 


3 + 2 yỊĨ 
4 

3 -2\ỊĨ' 
4 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là : 

, X ịÍ5 + 2y/2 3 + 2^2)Í5-2y/2 3-2y/2 

( x >y)= 


v 7 ll _ 2 2 J \ 2 4 ) J 

Bình luận : Bài toán này có ý tuởng tương tự như ví dụ 13, nhưng ngay từ đầu cấu 
trúc của hệ cho ta hướng đi hẹp hơn vì không chứa một phương trinh bậc hai 
hai biến như ví dụ 13. về lời giải của phương trinh tìm nghiệm, có thế bình 
phương hai vế đưa về phương trình bậc 4 tách được nhân tử. 


Ví dụ 15 : 


Giải hệ phương trình • 

ự(x + 3y-2)y-(x + l) 2 =x + 2y-l ( x>yeD ) 

(2y-3)x + (2x + y-l)ự2x + y =l + y-y 2 


Phân tích : Với hệ này, ta chăng phán đoán được gì từ hình thức của hệ nên trước 
hết ta sẽ biến đối hệ một chút cho bớt căn thức vì phương trình thứ nhất của hệ 

có dạng cơ bản Jf(x) =g(x) và khi sử dụng nâng lũy thừa thì sẽ thu được 

phương trình bậc hai hai ấn và hy vọng sẽ bắt được nhân tử. 

Cụ thế ta biến đối hệ trở thành hệ phương trình : 

X + 2y -1 > 0 

< (x + 3y-2)y-(x + l) 2 =(x + 2y-l) 2 
(2y - 3) X + (2x + y -l)ự2x + y = 1 + y - y 2 
x+2y-l>0 

<=> < 2x 2 + y 2 + 3xy - 2y + 2 = 0 

(2y-3)x + (2x + y-l)^2x + y = l + y-y 2 
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Kiếm tra phương trình bậc hai ấn trong hệ mới ta thấy không có delta chính 
phương nên việc bắt nhân tử chung từ phương trình này xem như thất bại. 

Với hệ mới ta chỉ còn một căn thức và có thế ấn phụ hóa căn thức nhưng nếu 
như vậy ta sẽ đưa hệ về một hệ chứa hai phương trình đa thức có bậc khá cao và 
lúc đó chọn lựa chắc cũng phải là tách nhân tử nên ở đây ta sẽ đề xuất một ý 
tưởng nhờ vào việc biếu thức gắn với căn bằng phép tính nhân có đại lượng 
giống trong căn và khi cho 2x + y -1 = 0 lập tức ta sẽ thoát được căn thức luôn. 
Vậy dự đoán mối quan hệ giữa hai biến lúc này là 2x + y -1 = 0 . Khi đó ta có : 

©f(x) = (2y-3)x + (2x + y-l)^2x + y + y 2 -y-1 

= (-l-4x)x + (l-2x) 2 - 2 + 2x = —3x —1 

©g(x) = 2x“ + y 2 +3xy-2y+ 2 = 2x 2 +(1 -2x) 2 +3x(l -2x) + 4x =3x + 1 

Vậy với y = 1 - 2x ta có : f (x) = —g(x). Do đó ta sẽ đấy ý tưởng là lấy phương 

trình thứ nhất trong hệ mới cộng vế theo vế với phương trình thứ hai trong hệ 
mới. 

Cụ thể ta sẽ có phép biến đổi sau : 

2x 2 +y 2 +3xy-2y + 2 + y 2 -y + 2xy-3x + (2x + y- l)-ự2x + y -1 = 0 
<^2x 2 +2y 2 +5xy-3x-3y + l + (2x + y-l)ự2x + y =0 
<=> (2x + y - l)(x + 2y -1) + (2x + y - l)^/2x + y = 0 

~2x + y-1 = 0 

<=>(2x + y-l)(x + 2y-1 + ự2x + yj = 0<=> Jx + 2y-l = 0. 

[2x + y = 0 

Và tới đây xem như hệ đã được giải quyết. 

X + 2y-1 > 0 

Lời giải: Điều kiện : < (x + 3y - 2) y - (x +1) 2 > 0 . 

2x + y > 0 

Với điều kiện này hệ phương trình đã cho được biến đối thành hệ phương trình : 
Ị(x + 3y-2)y-(x + l) 2 =(x + 2y-l) 2 
Ị(2y-3)x + (2x + y-iy2x + y = l + y-y 2 
Í2x 2 +y 2 +3xy-2y + 2 = 0(l) 

[y 2 +2xy-3x-y-l + (2x + y-l)ự2x + y =0(2) 

Lấy (1) + (2) vế theo vế ta được phương trình : 


218 






















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


2x 2 +2y 2 +5xy-3x-3y + l + (2x + y-l)ự2x + y =0 
<=> (2x + y - l)(x + 2y -1) + (2x + y - l)-ự2x + y = 0 


<=> 


(2x + y-l)^x + 2y-l + ^2x + y' =0 


<=> 


y = 1 - 2x 
1 

x + 2y-l = 0<=>(| x 3 . 


2x+y-l=0 
Jx + 2y-l = 
[2x + y = 0 


í \ 23 

© Với (x, y) = thử lại ta nhận thấy không thỏa hệ. 

V 3 3j 

©Với y = 1 — 2x thay vào (l) ta được: 3x + l = 0<=>x = -ì=>y = -^. 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là : (x,y) = . 

Bình luận: Bài toán này có định hướng giải giống các ví dụ 13, 14. Tuy nhiên nó 
một định dạng khó hơn một chút. Đặc biệt rất nhiều học sinh hay mắc sai lầm 
chỗ kết luận sau đây : 

(2x + y - l)Ịx + 2y- 1 + yị2x + yj = 0<í=>2x + y- l = 0. 


Vì nghỉ rằng X + 2y - 1 + yj2x + y > 0. Đó là sai lầm bởi vì từ điều kiện của bài 
toán ta có được đại lượng X + 2y -1 + ^2x + y > 0 nên ta cần có : 


Jx+2y-l=0 
[2x + y = 0 


Và sau đó kiếm tra lại nghiệm này đối với hệ. 


Ví dụ 16: Giải hệ phương trình 1 

x + n/x 2 -2x + 5 =3y + ựy 2 +4(1) 

2 2 ( x >y GŨ ) 

X 2 -y 2 -3x + 3y + l = 0(2) 


(Thi thử toanphothong.vn) 


Phân tích : Với hệ này ta cũng nhận thấy hai phương trình thứ nhất trong hệ có 
tính phân ly nên ta sẽ cố gắng đưa phương trình này về phương trình có tính đối 
xứng đế bắt nhân tử chung. Tuy nhiên sự sai biệt về hai đại lượng 


X, vx 2 -2x + 5 và 3y, \Ịy 2 +4 là khá lớn và không thể kéo theo được điều gì. 


Mặt khác ta cũng nhận thấy phương trình thứ hai trong hệ là phương trình bậc 
hai hai ấn nhưng lại không cho được delta chính phương nên phương trình này 
cũng không giúp ta bắt được nhân tử. 

Với ý tưởng “phân ly và đối xứng” ta có mục đích là khử căn nên ta sẽ thử phép 
toán sau : 
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o X 2 - 2x + 5 = y 2 + 4 <=> (x -1) 2 = y 2 <=> 

Ị_l-X = y 

© Với y = X -1 ta có các bước tính sau: 

• f(x) = x + \/x 2 -2x + 5 -3y-yjy 2 +4 =x-3(x-l) = -2x + 3 

• g(x) = x 2 - y 2 - 3x + 3y + l = x 2 - (x-l) 2 - 3x + 3x-3 + l = 2x-3 

Từ đây ta có: f(x) = -g(x). 

© Với y = 1 - X ta có các bước tính sau : 



>f (x) = x + a/x 2 -2x + 5 -3y--ựy 2 + 4 = x-3(l-x) = 4x-3 


• g(x) = x 2 -y 2 -3x + 3y + l = x 2 -(1-x) 2 - 3x + 3-3x + l = -4x + 3 
Từ đây ta có: f(x) = -g(x). 

Vậy qua hai bước thử ta dự đoán nếu ta lấy phưong trinh thứ nhất cộng với 
phương trinh thứ hai trong hệ vế theo vế ta sẽ có được nhân tử chung 

(x-l) 2 -y 2 . 

Cụ thể ta sẽ có phép biến đổi sau : 



Và tới đây, ta thấy nhận định của chúng ta đã đúng và phép bắt nhân tử chung 
cũng thực hiện được mà không cần đánh giá gì thêm về dấu của biếu thức trong 
ngoặc. Và xem như hệ đã được giải quyết. 

Lời giải: 

Lấy (1) + (2) vế theo vế ta có phương trình : 
x + ^Ịx 2 - 2x + 5 + x 2 -y 2 - 3x + 3y +1 = 3y + 

<=>(x-l) 2 + J(x-1) 2 +4-y 2 - \jy 2 +4 = 0 
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(x-l) 2 -y 2 +^(x-l) 2 +4- N /y 2 +4 = 0 
Ậx-lf +4 +^y 2 +4 


«(x-l) - 
<=>(x-l) 2 -y 2 + 


= 0 



( ^ 


1 - 1 

<N 

+ 

<N _ 

1 

X 

1_1 

1 4- 1 

= 0<^>(x-l) 2 =y 2 <=> 

v ^(x-l) 2 +4 + ^y 2 +4j 




vì T > 0 . 


y = X -1 
y = l-x 


3 1 

© Với y = X - 1 thay vào (2) ta có: 2x-3 = 0<=>x = -^=>y = -^. 

3 1 

©Với y = 1 - X thay vào (2) ta có : -4x + 3 = 0<=>x = ^-=>y = -V 
Vậy hệ phương trình có nghiệm là (x,y) = | 2 ’ 2 j’^4’4 j|' 


Bình luận : Bài toán này có rất nhiều lời giải là thế 3y = y 2 +3x-l-x 2 vào 
phương trinh thứ nhất và tạo ra nhân tử như trong lời giải. Điều đó là chính xác, 
nhưng chúng tôi thiết nghỉ phép thế này có được là do rèn luyện nhưng với đa 
số học sinh thì sẽ hỏi tại sao lại chọn phép thế đó ? Lối phân tích trên có lẻ là 
con đường tự nhiên nhất dẫn đến phép thế đó. Hy vọng sẽ trợ giúp cho các bạn 
một lối tư duy logic nhất đế có được sự trải nghiệm với những bài toán hệ. 


Ví dụ 17: 

2^4x 2 +y)x = 4-2y 2 (2 + 15y)(l) 

Giải hệ phương trình < 

/ A 2 [ r 10 +J2x + 3y+ 4 , . (vyeũ) 

(3y + 4x 2 )ựỹ= v +1 J (2) 


Phân tích : cấu trúc hệ này thật khó phán đoán đế làm gì từ hai phương trình 


trong hệ. Hệ chứa hai căn thức là yỊỹ, ự2x + 3y + 4 nhưng thực chất là duy nhất 
một căn thức ự2x + 3y + 4 nếu theo lẽ thường ẩn phụ hóa thì thật sự cũng 

chang tìm được mối liên quan nào giữa ấn phụ và ấn ban đầu của hệ. Thôi thì, 
hệ có phần đa thức nhiều hơn căn ta xem chuấn hóa cho căn thức được thoát 
căn là ưu tiên của chúng ta. 

Do các đại lượng X, y trong căn đều bậc nhất và có gắn vớí số 4 bằng phép cộng 


nên ta thử dự đoán 2x + 3y = 0 để ta có ^2x + 3y + 4 = 2. 
Vói dự đọận nậy ta sẽ thực hiện các phép tính sạụ : 
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® f (x) = 8x 3 + 2xy + 30y 3 + 4y 2 - 4 

= 8 í"^rì + 2 f “ vìy + 3 °y 3 + 4y 2 -4 = 3y 3 + y 2 -4 

V 2 ) V 2 ) 

©g(x) = 3y 2 + 4x 2 y-10-ự2x + 3y+ 4 

= 3y 2 +4^-^Jy-10-2 = 3(3y 3 +y 2 -4) 

Từ đây ta có được: g(x) = 3f (x). Khi đó ta đẩy ý tưởng là lấy (2) — 3• (1) vế 

theo vế. 

Cụ thể ta có: 

3y 2 + 4x 2 y-10-ự2x + 3y + 4-3(8x 3 + 2xy + 30y 3 + 4y 2 - 4 ) = 0 

<=> 24x 3 + 6xy + 90y 3 + 9y 2 - 4x 2 y + ự2x + 3y + 4 -2 = 0 

<=> 24x 3 - 4x 2 y + +90y 3 + 6xy + 9y 2 + -ự2x + 3y + 4 -2 = 0 

«(2x + 3y)(l2x 2 - 20xy + 30y 2 ) + 3y(2x + 3y) + 2x + 3y — = 0 

^|2x + 3y + 4 + 2 

( , I h 

«(2x + 3y) 12x 2 - 20xy + 30y 2 + 3y + - — =0 

\ ự2x + 3y + 4+2j 

Và tới đây việc bắt nhân tử chung đã thành công vì với điều kiện của hệ thì dấu 
trong ngoặc đã rõ ràng. 

Lời giải: 

. , .„ íy > 0 
Điêu kiện: < . 

[2x + 3y + 4>0 

Lấy ( 2 ) -3 • (1) vế theo vế ta có được phương trình : 

3y 2 + 4x 2 y -10 - ự2x + 3y + 4 - 3(8x 3 + 30y 2 + 2xy + 4y 2 - 4 ) = 0 

<=> 24x 3 - 4x 2 y + 90y 3 + 6xy + 9y 2 + yỊlx + 3y + 4 -2 = 0 

«(2x + 3y)(l2x 2 -20xy + 30y 2 ) + 3y(2x + 3y) + = — = 0 

v J 2x + 3y + 4 + 2 


<=>(2x + 3y) 12x 2 -20xy + 30y 2 +3y + - 


/2x + 3y + 4+2 


3v , „ 

<=>2x + 3y = 0<=>x = -22- vì c>0. 
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© Với X = 


3y 3 +y 


2 


3y , , 

-~Y thay vào (1) ta được phưcmg trình : 

-4 = 0«(y-l)(3y 2 +4y + 4) = 0 y = l^x = 


3 

2 


vì 3y 2 + 4y + 4>0. 


_ , .„ , y 3 A 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là : (x,y) = ~T-;1 • 

V 2 ) 

Bình luận: Bài hệ này có mức độ khó và phải kết họp nhiều kỹ năng mới có thế 
hoàn thành hệ. Với đề bài hệ đánh lừa cảm giác hai căn thức nhưng nếu ta tinh ý 
sẽ thấy hệ này bản chất thật chỉ chứa một căn thức. Còn căn thức còn lại chắc là 
ngụ ý của tác giả dùng để khống chế sự đánh giá sau này được thuận lợi hơn và 


rõ ràng là qua lời giải sự xuất hiện của yịỹ chỉ giúp đánh giá được đơn giản hơn. 
Ví dụ 18: Giải hệ phương trình 

[x 4 +2(3y + l)x 2 +(5y 2 +4y + ll)x-y 2 +10y + 2 = 0(l) 

\ v ’ (x,yeO ) 

y 3 +(x-2)y + x 2 + x + 2 = 0(2) 

(Thi thử toanphothong.vn) 

Phân tích : Đây là một bài hệ rất khó, bài hệ này muốn công phá nó thật sự là một 
vấn đề rất nan giải và đòi hỏi người giải phải hội tủ rất nhiều sự nhạy bén và kỷ 
thuật. Trước tiên quan sát hệ này chúng ta không thế thấy được đường lối nào 
cả, nhưng chúng ta ghi nhớ một điều giải hệ thật chất là kỉ năng thế “ghép và 
tạo” đe đưa đến giải một phương trinh hoặc một hệ đơn giản hơn. 

Nhưng chúng ta đã biết kỷ năng thế sẽ được thực hiện thành công khi mà ta có 
mối quan hệ giữa x,y phải thỏa f(x,y) = 0, trong đó f(x,y) thường là dạng 

đường thắng đi qua hai điếm nào đó là nghiệm của hệ hoặc một biếu thức ràng 
buộc đế tạo một phương trình hoặc một hệ đơn giản hơn. Từ suy nghỉ này, với 
bài toán này chúng ta cần đoán nghiệm trước. Nghiệm này thường là các số 
nguyên mà ta có thế tính tới như 0;±1;±2;±3 . 

Cụ thế trong hệ này, ta nhận thấy phương trình thứ hai trong hệ có thế thử 
nghiệm tốt hơn phương trình thứ nhất, mặt khác ta thử với y sẽ có lợi hơn thử X. 
Không khó nhận ra từ phương trình thứ hai ta biết được hệ không thế có nghiệm 
(x,y) = (x;0). 


[x 4 +8x 2 +20x + 11 = 0 

© Với y = l ta có hệ trở thành : \ „ <=>x = -l. 

l(* + l) =0 

[x 4 -4x 2 +12x-9 = 0 

©Với y = -1 ta có hệ trở thành : < (hê vô nghiệm) 

[x 2 +3 = 0 
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_ _ íx 4 +14x 2 +39x + 18 = 0.. 

© Với y = 2 ta có hệ trở thành : < ( hệ vô nghiệm ) 

[x 2 +3x + 6 = 0 
íX 4 -1 Ox 2 + 23x - 22 = 0 

© Với y = -2 ta có hệ trở thành : < _ <^>x-2 

Ịx 2 X 2-0 

Vậy qua bước đoán nghiệm ta nhận thấy hệ sẽ có hai nghiệm 
(x,y) = {(-U);(2;-2)}' 

Như vậy đường thẳng đi qua hai điểm A(-l;l),B(2;-2) là x + y = 0<=> y = -x . 
Khi đó ta sẽ có các phép tính thử sau : 

©f (x) = X 4 +2(3y+ l)x 2 +^5y 2 + 4y+ 1 lỊx - y 2 +10y+ 2 = (x + l) 2 (x -l)(x -2) 

©g(x) = y 3 +(x-2)y + x 2 + x + 2 = -(x + l) 2 (x-2). 

Và từ đây ta có nhận xét là: f (x) = -(x - l)g(x) . Và tới đây ta có thế đấy được 
ý tưởng là lấy (]) + (X -1 )■ (2) vế theo vế. Tuy nhiên ta chú ý rằng do bậc của 

X ở phương trình thứ nhất là 4 và bậc của y ở phương trình thứ hai là 3, cộng 
hưởng với y = -X nên đe tạo luận lợi cho tính toán ta sẽ hoán đối giữa X, y đế 
tạo sự cùng bậc cho X, y. 

Tức là ta sẽ đổi (1) + (x - 1).(2) thành (1) - (y + 1).(2). 

Cụ thể ta sẽ có: 

X 4 + 2(3y + l)x 2 +|5y 2 +4y + lljx-y 2 +10y + 2- 

(y + l)(y 3 +(x-2)y + x 2 + x + 2j = 0 

<^>x 4 -y 4 +5x 2 y + x 2 +4xy 2 +2xy + 10x-y 3 + y 2 +10y = 0 
^(x + y)(x 3 -y 3 +xy 2 -yx 2 +5xy-y 2 + x + y + loj = 0 

<^>(x + y)(x-y + 2)^x 2 -2x + y 2 +3y + 5j = 0. 

Và tới đây mọi thứ đã dần hiện rõ và ta có thế giải quyết được hệ. 

Lời giải: 

Nhận xét y = —1 không thỏa hệ nên với y^l ta lấy (l)-(y + l)-(2) vế theo vế 
ta có : 

X 4 + 2(3y + l)x 2 + (5y 2 +4y + ll)x-y 2 + 10y + 2- 

(y + l)(y 3 +(x-2)y + x 2 +x + 2) = 0 
«x 4 -y 4 +5x 2 y + x 2 +4xy 2 + 2xy + lOx - y 3 + y 2 + lOy = 0 
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<»(x + y)^x 3 -y 3 +xy 2 -yx 2 +5xy-y 2 + x + y + loj = 0 
<^>(x + y)(x-y + 2)Ịx 2 -2x + y 2 +3y + 5) = 0 


^(x + y)(x-y + 2) 


/ i\2 , J 1 

(x-1) + y + Ị +7 


= 0 ^ 


y = -x 

y = x + 2 


vì p > 0 . 


© Với y = -X thay vào (2) ta có : -(x +1) 2 (x - 2) = 0 <=> 

©Với X = y-2 thay vào (2) ta có : (y-l) 2 (y + 4) = 0 <=> 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là : (x,y) = |(-l;l);(-6;-4);(2;-2)|. 

Bình luận : Như đã nhận định ở phân tích, đây là một hệ rất khó và con đường đi 
đến lời giải như trong lời giải ở bài toán là một đoạn đường không hề bằng 
phang, nó đòi hỏi rất nhiều kỷ năng. Đe chế tạo ra được hệ này tác giả phải rất 
tinh tế trong “ghép và tạo” các phương trình lại với nhau. Tinh tế ở chỗ đó là 
chọn bộ nghiệm sao cho “đẹp” để người giải còn phán đoán, còn nếu chọn bộ 
số quá lẻ thì thật sự là một trở ngại rất lớn cho người giải vì lúc này cần rất 
nhiều sự bố trợ ở bên ngoài. Cho nên việc sáng tác là chuyện không hề khó 
nhưng đe cho người giải nắm được đường hướng giải là cả một nghệ thuật. Loại 
hệ này giải bằng phương án này thường sẽ cần một linh cảm về nghiệm trong 
mức cho phép được. Tuy hệ trcn là một hệ khó nhưng được đánh giá là một hệ 
rất hay và sau khi bài toán này ra đời dẫn đến một loạt bài toán được chế tác 
theo phương án này đồng loạt có mặt, tuy vẫn còn hạn chế ở khâu “chế nghiệm” 
nhưng đó cũng là một nét son mà bài toàn này mang lại. 

Ví dụ 19 : 

[x 2 +y 2 -2x + 2y-2 = 0(l) 

Giải hệ phương trình < (x,ye0) 

[x 2 +(3y + 4)y-8 = 2(2-x-y)(l + xy)(2) 

Phân tích: Với hệ này, chúng ta nhìn vào cấu trúc thấy hệ số X 2 trong hai vế 

phương trình giống nhau nên có lẻ ta sẽ nghỉ việc khử X 2 và ý tưởng này sẽ lập 
tức phá sản ngay vì chúng ta không cô lập được y theo X đế thực hiện phép thế. 
Phương trình thứ nhất là phương trình bậc hai hai ấn nhưng lại không có delta 
chính phương. Mặt khác phương trình thứ hai ta cũng sắp xếp được thành 
phương trình bậc hai hai ấn nhưng cũng không có được delta chính phương. 
Vậy với hướng tách nhân tử trên từng phương trình cũng không giúp được 


X = -l=> y = 1 
X = 2 => y = -2 
y = l=>x = -l 
y = -4 => X = -6 
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chúng ta. Vậy chỉ còn một cách cuối cùng là chúng ta sẽ “ghép và tạo” hai 
phương trình với nhau đế thu được một phương trình tách được nhân tử. 

Mặt khác do cấu tạo của hệ nên ta không thế “ghép và tạo” theo kieu 
(l) + k • (2) như ví dụ 3 được vì tính toán sẽ rất phức tạp. Do đó ta đẩy ý tưởng 
đi tìm nghiệm của hệ. 

Tinh chất tìm nghiệm dựa trên hình thức của phương trình (1). Ta biến đối (1) 
thành: 

2 2 „ „ , ,2 / .2 íl x-1 |- 2 í-l<x<3 

x 2 + y-2x + 2y-2 = 0<=>(x-ir+(y + l)-4=> + ^ . 

v ’ v '’ [|y + l| <2 [-3 < y < 1 

Vậy ta sẽ thử với các số “đẹp” sau: 0;±1;±2;±3. 

Không quá khó đế nhận thấy được hệ không thế có nghiệm (X, y) = (x; 0) . 
Í(x-1) 2 =0 

© Với y = 1 ta có hệ < v 7 <íí>x = l. 

[x 2 -1 = 2(1 -x)(l + x) 

íx 2 -2x-3 = 0 
® Với y = -l ta có hệ ị n 

|x 2 -9 = 2(3-x)(1-x) 

Vậy từ đây ta có được hai nghiệm của phương trình là (x,y) = |(l;l);(3;-l)|. 
Đường thẳng đi qua hai điểm A(l;l),B(3;-l) là x + y-2 = 0. Vậy mối quan 
hệ giữa x,y lúc này chính là x + y-2 = 0<=>y = 2-x. Khi đó ta sẽ thử các 
phép tính sau : 

©f (x) = X 2 + y 2 -2x + 2y-2 = X 2 +(2-x) 2 -2x + 2(2-x)-2 = 2ịx 2 - 4x + 3j 

© g(x) = x 2 + (3y + 4)y-8-2(2-x-y)(l + xy) 

= X 2 +(10-3x)(2-x)-8 = 4(x 2 -4x + 3) 

Vậy từ đây ta có: 2f(x) = g(x) và ta sẽ đẩy ý tưởng lấy 2-(l)-(2) vế theo vế 
ta có được : 

2^x 2 + y 2 -2x + 2y-2^-Ịx 2 + 3y 2 + 2x + 6y + 4xy-2x 2 y-2xy 2 -12^ = 0 

X 2 - y 2 - 6x - 2y - 4xy + 2x 2 y + 2xy 2 +8 = 0 
<=>(x + y-2)(2xy-y + x-4) = 0 

Và tới đây đường lối giải hệ này xem như đã rõ ràng. Giờ ta đi vào lời giải cho 
bài toán. 

Lời giải: 

Hệ ; g)ị)ưO[Ịtg t£Ị;ỊỊh |^| : ChCỊ;Ị|gỢC Ị^ịỊm (Ị^i lạ^ậnh hệ Ị.. . ;; ;;; 
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Ịx 2 + y 2 -2x + 2y-2 = 0(l) 

Ịx 2 +3y 2 +2x + 6y + 4xy-2x 2 y-2xy 2 -12 = 0 ( 2 ) 

Lấy 2 • ( 1 ) - ( 2 ) vế theo vế ta được phương trình : 

2^x 2 + y 2 -2x+ 2y-2j-Ịx 2 +3y 2 + 2x + 6y + 4xy-2x 2 y-2xy 2 -12^ = 0 

<=> X 2 - y 2 - 6x - 2y - 4xy + 2x 2 y + 2xy 2 +8 = 0 
<tí>(x + y-2)(2xy-y + x-4) = 0 


X + y-2 = 0 y = 2- X 

2xy-y + x-4 = 0 [(2x-l)y = 4-: 


©Với y = 2-x thay vào ( 1 ) ta được x 2 -4x + 3 = 0<=> 


x = l=>y = l 
x = 3=>y = -l 


©Với (2x-l)y = 4-X. Nhận xét với x ~2 không thỏa hệ. 


Ị 4 X 

Do đó với X y = ^—-k-, thay vào ( 1 ) ta được phương trình : 

2 2x 1 

2 

x 2 +y 2 -2x + 2y-2 = 0«(x-l) 2 + (y + l) 2 = 4«(x-l) 2 +f^—^- + 1 =4 

<=> 2x 4 - 6x 3 - X 2 + 8x + 3 = 0 <=> (x 2 - 2x - l)(2x 2 - 2x - 3 ) = 0 


X - 1 • V 2 > V - 1 ! v ? 2 
X - 1 yỊĨ >y — \ s!ĩ 


X -2x-l = 0 
0 « 

2x 2 -2x - 3 = 0 


1 -y/ĩ 


-l + x/7 , 
2 

l + x/7 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là : 

'(1;1);(3;-1);(i + ^;-1 + ^);(1-n/2;-1-^);' 

( x ’ y ) = * ị \ + sỊĨ ' -X + sỊĩ Ỵị Ị-JĨ_ ' Ị+^/T ) 


Bình luận : Bài toán này cũng được xây dựng dựa trcn ý tưởng của ví dụ 18. Tuy 
nhiên nó có tính gần gũi hơn một chút. Một điếm lưu ý cũng là mẹo nhỏ đó là nếu 
trong hệ có cho phép một phương trình nào đó chặn được vùng nghiệm của X, y 
thì ta cổ gắng thực hiện đổ kiểm soát vùng nghiệm, điều đó sẽ giúp chúng ta được 
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nhiều điều lợi. Chỉ trừ khi tác giả đã cố ý gài sẵn nghiệm “không đẹp” thì nó mới 
vô hiệu hóa. Chứ nếu bài toán mang tính cá nhân cộng hưởng với cộng đồng học 
sinh chứ không phải mẹo mực quá cá nhân thì ta đều kiếm soát tốt. 



Phân tích : Quan sát hệ này, ta thây câu trúc của hệ rât ngăn gọn. Qua câu trúc của 
hệ ta nhận thấy ngay được rằng hệ này không thế sử dụng phép thế. Do đó đe sử 
dụng ý tuởng rút nhân tử chung ta sẽ “ghép vào tạo” . Tức là (l) + k • (2) với ưu 
tiên cái nào bậc cao giữ nguyên. 

Cụ thể ta sẽ có : 8x 3 -y 3 -63 + k-^2x 2 + y 2 +2y-x-9Ị = 0 (*). 

Hãy đế ý phương trình (*)các biến có tính phân ly nên ta có quyền hy vọng (*) 
được biến đối trở thành dạng phương trình có tính đối xứng : 

(2x + a) 3 = (y + b) 3 . Như vậy ta cần chọn k,a,b sao cho : 

8 x 3 +2kx 2 -kx-y 3 +ky 2 + 2ky-63-9k = (2x + a) 3 -(y + b) 3 (*'). 

k = 6a 

-k = 6a 2 k = -6 

Đồng nhất hệ số hai vế của (*') ta có được : < k = -3b <=> < a = -1 

2 k = -3b 2 b = 2 

-63-9k = a 3 -b 3 

Và như vậy ta sẽ đấy ý tưởng là lấy (1) - 6 • (2) vế theo vế ta sẽ có : 

8 x 3 -y 3 -63-6^2x 2 + y 2 +2y-x -9j = 0 
<=>8x 3 -12x 2 +6 x-l = y 3 +6y 2 +12y + 8 

<^>(2x-l) 3 =(y + 2) 3 ^2x-l = y + 2«y = 2x-3 

Vậy là ý tưởng giải hệ đã rõ ràng. Giờ ta đi vào lời giải cho bài hê. 

Lời giải: 

. Í8x 3 -y 3 = 63(l) 

Hệ phương trình đã cho được viêt lại thành hệ : < 

|2x 2 + y 2 +2y-x-9 = 0(2) 

Lấy (l) - 6 • (2) vế theo vế ta có được phương trình : 

8x 3 -y 3 -63-6(2y 2 +y 2 +2y-x-9) = 0 

<=> 8x 3 - Ị 2x 2 +6x - 1 = ỵ 3 +6ỵ 2 + 12y + 8 
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<^>(2x-l) 3 =(y + 2) 3 Cí>2x-l = y + 2«y = 2x-3 


Thế y = 2x -3 vào ( 2 ) ta được : 2x 2 - 3x - 2 = 0 <=> 


x = 2=>y = l 

1 .. . 
x = --^=>y = -4 
2 


Vậy hệ phương trinh có nghiệm là 


(x,y) = |(2;l);^;-4j|. 


Bình luận: Nhìn vào lời giải ta nhận thấy lời giải gọn và đẹp nhưng đế đi lời giải 
đó chúng ta cần có một kỉ năng và rèn luyện sự quan sát nhất định. Câu hỏi vì 
sao lại nghỉ đưa về hằng đắng thức đã được chúng tôi trả lời trong phần phân 
tích. 


IV. HỆ PHƯƠNG TRÌNH GIẢI BẰNG PHƯƠNG PHÁP ẨN PHỤ HÓA 

Đây là một plĩương pháp cũng thường dùng trong hệ phương trình. Đặc điếm 
nối bật của phương pháp này chinh là cần phát hiện ra ấn phụ và xử lí mối liên 
quan của ấn phụ với các đại lượng có trong hệ. Vì tỉnh chất của ân phụ là 
phong phú nên đòi hỏi người giải phải có cái nhìn nhạy cảm và rèn luyện sự 
phản xạ trong từng bài toán. Việc xuất hiện của ấn phụ cũng có hai khả năng : 
© Khả năng 1: Đại lượng cần ấn phụ xuất hiện trực tiếp trên hệ. 

© Khả năng 2 : Đại lượng cần đặt ấn phụ có được sau khi khai triển bới các 
phép biến đoi cơ bản như sử dụng hằng đắng thức, nhân chia cho một đại 
lượng nào đó khác 0, tách thêm bớt. 

Chúng ta sẽ gặp các bài toán ấn phụ trong hai lớp dạng toán quan trọng của hệ 
đó là : 


© Hệ hữu tỷ. 

© Hệ có chứa căn thức. 

Các bài toán sử dụng phương pháp ấn phụ hóa thường sau khi ấn phụ xong sẽ 
được chuyến về các loại phương trình và hệ phương trình : 

© Phương trình đắng cấp, các phương trình tích, các phương trình quen thuộc. 
© Hệ đối xứng loại 1, loại 2, hệ đắng cấp, hệ giải băng phương pháp thế , hệ 
giải bằng phương pháp nhân tử hóa. 

Bây giờ chúng ta sẽ đi vào quan tâm hai thế loại chính mà chủng ta đã nhắc 
đến. 


1) An phụ hóa với hệ hữu tỷ 

Đối với hệ hữu tỷ đế ấn phụ hóa chúng ta thường dựa vào các đặc tính có trong 
hệ như sau : 


- Hệ có chứa các chứa các đại lượng mà khỉ ấn phụ hóa đưa về hệ đối xưng loại 
1, loại 2. 

- ị ;ệỊệ pỊyứagýc ệệịi lu\ạạgdặpẬẹj ộigả ẬịỆÌ:fýịựmg-ỊfậỊìh0Ị>$Ịậ hệị\ 
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Hệ có chứa các đại lượng ax + by, ax - by, ax + —, ay + —, ax + —, ay + —. 

X y y X 

Hệ có được ấn phụ hóa sau khi thực hiện phép nhân hoặc phép chia cho một 
đại lượng khác 0. Thường ta hay chia hoặc nhân cho các đại lượng : 

x,y,x 2 ,y 2 ,x 3 ,y 3 ,ax n y m ... 

Một sô tinh chất cân nhớ đó là : 


2 1 

• X +-^ = 
X 


1 Ỵ - 2 , 1 

x + — -2; y + -y■ 


' l' 2 
, y+77, 

V yj 


- 2 . 


2 2 3 /_ \2 1 / __\2 

• X -xy + y =ị(x-y) + -(x + y) 


2 _ 2 3, , 2 , 1 , ,2.2 ,2 (x + y) 2 +(x-y) 2 

x 2 +xy + y 2 =^-(x + y) + 3-(x-y) ;x 2 +y 2 =y-^_y- L 

. 3, o.,., 2 _( x+ y) 3+ ( x -y) 3 . „3, o., 2 .,_( x +y) 3 -( x -y) 3 

• X +3xy = -- -— ; y +3x y = -- -— 


_ 4 ,4 _ 

• X -y = - 


2 

(x 2 -y 2 )-(x + y) 2 +(x-y) 2 
2 


1 , _ ,1 , X 

; x + - + y + - = (x + y) 
X y 


l xy) 


(x 2 + y 2 ) 

( x 3 + y 3 ) 


1 + — 

V xyj 

í 


1 + — 

V xy) 

2 


1 

x + — 

V yj 

í 


1 

x + — 

V yj 


+ y + - ; 

X . 


+ y+- 

X 


2 .„2 1 „ x , y ,. , _ 1 , k 

X - xy + y = 1 <=> = 1 ; xy = k <=> —— + — V 

y+1 x+1 x+1 y+k 


= 1 



X 2 + y 2 +7 


= 4 


x + y + 1 (x,yeO) 

[(xy-2x -2y + 4)(x + y-4) = 6 


Phân tích : Với hệ này, ngay từ cấu trúc của hệ ta dễ dàng thấy đại lượng cần ấn 
phụ hóa đã xuất hiện ở phương trình thứ hai trong hệ. 

Thật vậy, ta có : 

(xy-2x-2y + 4)(x + y-4) = 6<=>(x-2)(y-2)(x-2 + y-2) = 6. 

Việc bây giờ của chúng ta sẽ biến đối phương trình thứ nhất ương hệ sẽ theo hai 
đại lượng lặp lại có trong phương trình hai. 

Phương trình thứ nhất ương hệ được viết lại: 
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X 2 +y 2 + 7 = 4(x + y + l)«-x 2 - 4x + 4 + y 2 - 4y + 4-5 = 0 

^(x-2) 2 +(y-2) 2 =5. 

, , Ẵ ía = x-2 

Như vậy đê giải hệ này ta chỉ cân ân phụ : < 

lb = y 2 

Ta tiến hành giải hệ như sau: 

Lời giải: 

Điều kiện: x + y + 1^0 

Hệ phương trình đã cho được viết lại thành hệ phương trình: 

[x 2 +x + 7 = 4x + 4y + 4 í(x-2) 2 +(y-2) 2 =5 

[(x(y-2)-2(y-2))(x-2 + y-2) = 6 j(x -2)(y + 2)(x-2 + y-2) = 6 

ía = x-2 

Đặt ■<. . Lúc đó hệ (1) trở thành : 

Ịb = y-2 v ’ 


(I) 


a 2 +b 2 =5 


I TƯ -Ư (a + b) -2ab = 5 

«■ \ v ’ <=> -í 

ib(a + b) = 6 ^ab(a + b) = 6 


36 

a 2 b 2 


- 2ab = 5 


1 

a + b = — 
ab 




2a 3 b 3 + 5a 2 b 2 -36 = 0 


a + b = 4- 
ab 




(ab-2)(2a 2 b 2 + 9ab + 18) = 0 


<=> 


, Ư 

a + b = — 
ab 


[a + b = 3 
I ab = 2 


Từ đây ta suy ra a, b là nghiệm của phương trình : X 2 - 3X + 2 = 0 <=> 
©Với 


X = 1 
X = 2 


©Với 


a = l 

II 

<N 

1 

v X 


oị 

[b = 2 

to 

II 

fa = 2 

r x-2 = 2 



[b = l ì 

II 

<N 

1 


X = 3 

y=4' 

x = 4 

y = 3' 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = |(3;4);(4;3)|. 

Bình luận : Thật tế bản chất của hệ này là hệ đối xứng loại 1 nên ta hoàn toàn có 
thể sử dụng phương pháp giải của hệ đối xứng loại 1 để giải bài toán này, tuy 
nhiên hình thức của hệ của chúng ta cũng giúp chúng ta đặt ấn phụ kiếu khác đế 
đưa về hệ đối xứng loại 1. 


Ví dụ 2 : Giải hệ phương trình 


6(3x-2) 2 +5(y + 4) 2 =221 


(vyeũ) 


(xy(3x-4)(y + 8) = 36 
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Phân tích : 

Với hệ này, cơ bản từ phương trình thứ nhất trong hệ ta đã có thế nghỉ ngay đến 

a = (3x-2) 2 

ân phụ là hai đại lượng < . 

b = (y + 4) 2 

Giờ chúng ta chỉ cần biễu diễn được các đại lượng ở phương trình thứ hai thông 
qua ấn phụ mới là bài toán xem như được giải quyết. 

Với phương trình thứ hai đã thực hiện biến đối như sau : 

(3x 2 -4x)(y 2 +8y) = 36. 

Rõ ràng ta chỉ cần nhân 3 cho hai vế phương trình vừa biến đối và thêm bớt ta 
sẽ có được các đại lượng phù hợp với ẩn phụ đã đặt. Thật vậy, ta có : 


(9x 2 -12x)(y 2 +8y) = 108« (3x-2) 2 -4 (y + 4) 2 -16 


= 108. 


6 a + 5b = 221 


[(a-4)(b-16) = 108 


Vậy lúc đó ta sẽ được hệ : 

bằng phương pháp thế. 

Lời giải: 

Hệ phương trình đã cho được viết lại thành hệ : 
6(3x-2) 2 +5(y + 4) 2 =221 
|~(3x-2) 2 -4~| (y + 4) 2 -161 = 108 

a = (3x-2) 2 

Đặt ị ,(a,b > o). 

b = (y + 4) 2 

Lúc đó hệ (I j trở thành hệ: 

Í6a + 5b = 221 
|(a-4)(b-16) = 108 
221 -6a 


và hệ này hoàn toàn giải được 


(I) 


o\ 


b = - 


(a-4) 


221 -6a 


oi 


-16 


V 


= 108 


b = 


221 -6a 


(a-4)(l41-6a) = 540 


oi 


b = 


221 -6a 


6 a- -165a +1104 = 0 
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"ía = 16 |3x-2 = 4 jx = 2 

' b _ 221-6a ịb = 25 Ịy + 4 = 5 [y = l 

5 « |a = ^ «■ Ỉ3x-2 = [ X = 1±2ỄỈ 

a = 16va = ^ 2 y_Ị 3 

L 2 u_ 152 _ . ỊĨ52 _ -20 + 2^90 

[rĩ [r 4 -\Tr [r 5 

Vậy hệ phương ừinh đã cho có nghiệm: (x, y) = |(2;l); 

Bình luận : Bài toán khá cơ bản chỉ cần một chút tinh ý ở phương trinh thứ hai ta 
sẽ đặt ân phụ thành công. 

L 2 3x 

2 y + xy-y = —p 

Ví dụ 3: Giải hệ phương trình < 4 (X, y e □ ) 

[x 3 +1408y 3 =16xy 2 (x + 2y-2) 

Phân tích: Với hệ này từ phương trinh thứ nhất trong hệ chúng ta có thế dễ dàng 
rút được X theo y và thực hiện phép thế. Nhưng do cấu tạo bậc của phương 
trinh thứ hai là khá cao nên phép thế sẽ gây nhiều trở ngại khi tính toán. 

Mặt khác cũng từ cấu tạo của hệ ta cũng dễ dang thấy (x,y) = (0;0) luôn thỏa 
hệ. Do đó ta tính đến xét nếu X 5* 0, y * 0 thì ta sẽ có được điều gì từ hệ. 

Quan sát phương trinh thứ nhất ta sẽ có biến đối sau : 

(x + 2y-l)4y = 3x <=>(x + 2y-l)^ = 3. 

X. 

Tới đây, ta nhận thấy phương trình thứ hai trong hệ cũng có một đại lượng gần 
giống với đại lượng x + 2y-l nên ta có quyền hy vọng bài toán sẽ giải quyết 

[ a = iz 

được nếu đặt < X 

b = x + 2y-l 

Với ý tưởng này ta sẽ cố gắng biến đối phương trình hai theo ấn phụ thử xem. 

Ta có phương trình hai được viết lại là :x 3 +1408y 3 =16xy 2 (x + 2y-l-l). 

Nếu ta đem chia hai vế phương trinh này cho 64y 3 ta sẽ được phương 

/ \3 

trinh: — +22 = -^-(x + 2 y-l-l). 

\4y) 4y v > 

Và tới đây mọi thứ đã rõ ràng. Và đi vào giải quyết hệ với một chút điều chỉnh 
về ấn phụ đế có lợi trong tính toán. 
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Lời giải : Nhận xét với (x,y) = (0;0) ta có hệ luôn thỏa mãn. 
Xét với X ^ 0,y ^ Ota có hệ được biến đối trở thành : 


(x + 2y-l) — = 3 
X 


' X ' 


iv 4 yy 


(I) 


+ 22 = V x + 2y ” 1 " 1 ) 


Đặt 


4y ,a^0. 
b = x + 2y-l 


Lúc đó hệ (l) được biến đổi thành hệ sau: 


ỊỊ-3 

a 


a 


■+22 = a(b-l) 




<=>■ 



íb = 3a 


íb = 3a 


+ 22 = a(3a-l) Ịa 3 -3a 2 + a + 22 = 0 Ị(a + 2)(a 2 -5a + 11) = 0 

20 


íb = 3a 

a = -2 

- = -2 

00 

1 

II 

X 



4y <=>■ 

5 <=>i 

[a = -2 

so 

1 

II 

x> 

X + 2y -1 = -6 



X = — 


y = - 


ị ( 20 5 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x,y) = < (0;0); 

{ ỳ 3 6. 

Bình luận : Với hệ này chỉ cần một chút quan sát và lựa chọn chia đại lượng thích 
hợp ta sẽ tìm được ấn phụ. Cái hay của bài toán ấn phụ là nếu tác giả lựa chọn 
biếu thức ấn càng khéo thì sẽ “làm chặt” bài toán càng khó đe phát hiện cái gì 
cần ấn phụ. Tuy nhiên, tác giả luôn có một “điếm hở” nào đó đế ta đi đến việc 
ẩn phụ được cho bài toán. Như ví dụ sau đây. 

Ví dụ 4: Giải hệ phương trình: 

2x 3 y + 8xy + 3x 2 y + 12y = 5 

6xy 2 (4x 3 + 8x - 3 ) + (x -l)(7x 2 - 13 ) = 54y : 


(x,yeũ) 


Phân tích : Nhìn vào hệ nếu ta không khéo ta sẽ nghỉ đến phép thế. Tuy nhiên, 
giống ví dụ trước do cấu tạo của phương trình thứ hai trong hệ có bậc khá cao 
nên phép thế sẽ là không khả thi. Với phương trình thứ nhất ta đế ý một chút sẽ 
thấy vế trái của nó có thế tiến hành tách nhân tử. 

Thật vậy, ta có phép biến đối cho phương trình thứ nhất. 
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2x 3 y + 8xy + 3x 2 y + 12y = 5 <=>2xy|x 2 + 4) + 3y|x 2 + 4^ = 5 
»y(2x + 3)(x 2 +4) = 5 

Phương trình thứ hai được biến đối trở thành phương trình : 

24x 3 y 2 + 48x 2 y 2 - 18xy 2 + 7x 3 - 7x 2 - 13x +13 - 54y 2 = 0. 

Với cấu tạo của phương trình thứ nhất khi biến đối ta có thế nghỉ đến phương án 

fa = 2x + 3 |a = 2xy + 3y 
ân phụ hóa có hai khả năng xảy ra : <! / - . \ V ị 

p s * Ịb = y(x 2 +4) [b = x 2 +4 

Tuy nhiên do sau khi khai triến phương trình thứ hai ta cảm nhận với việc ấn 
fa = 2xy + 3y 

phụ hóa < thì tỉ lệ biên đôi các đại lượng trong phương trình thứ 

[b = X + 4 

hai sẽ có khả quan hơn. 

Mặt khác quan sát phương trình thứ hai ta nhận thấy tống các hệ số 
24 + 48-18 + 7-7 + 13-13-54 = 0 nên chắc chắn X = 1 là nghiệm của 
phương trình thứ hai. Với nhân xét này ta sẽ tiến hành tách nhân tử phương 
trình thứ hai ta sẽ được : 

24x 3 y 2 +48x 2 y 2 -18xy 2 -54y 2 + (x -l)(7x 2 - 13 ) = 0 
^y 2 (24x 3 +48x 2 -18x-54) + (x-l)(7x 2 - 13 ) = 0 
^y(x-l)(24x 2 +72x + 54) + (x-l)(7x 2 -13) = 0 
«• (x - l)(24x 2 y 2 + 72xy 2 + 54y 2 + 7x 2 - 13 ) = 0 
<^(x-l)Ịó(4x 2 y 2 + 12xy 2 +9y 2 ) + 7(x 2 +4)-4lj = 0 

<tí>(x-l)Ị6(2xy + 3y) 2 +7^x 2 +4j-4lj = 0 
Và lúc này hệ phương trình đã cho sẽ được viết lại: 

(2xy + 3y)(x 2 +4) = 5 

(x-1) 6(2xy + y) 2 +7^x 2 +4^-41 =0 

Như vậy hệ đã được giải quyết bằng ẩn phụ hóa. 

Lời giải : Hệ phương trình đã cho được biến đối thành hệ phương trình : 

(2xy + 3y)(x 2 +4) = 5 

y 2 (24x 3 +48 x 2 -18x-54) + (x-1)(7x 2 —13^ = 0 
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oi 


(2xy + 3y)(x 2 +4) = 5 
(x-1) 6(2xy + 3y) 2 +7^x 2 +4j 

(2xy + 3y)(x 2 +4) = 5 
x-1 = 0 

6(2xy + 3y) 2 +7(x 2 +4)-41-0 


-41 


= 0 

X = 1 

(2xy + 3y)(x 2 +4) = 5 


6(2xy + 3y) 2 +7(x 2 +4)-41 = 0 
(2xy + 3y)(x 2 +4) = 5 


[ x_ l íx = l 

© Với hệ phương trình :< , ./ - \ 

Ị(2xy + 3y)(x 2 +4j = 5 [5y = l 

6(2xy + 3y) 2 +7(x 2 + 4)-41 = 0 
(2xy + 3y)(x 2 +4) = 5 


© Với hệ phương trình : 
ía = 2xy + 3y 


oị 


(!)• 


X = 1 


y=- 


Đặt 


b = x 2 +4 


,b >4. 


Lúc đó hệ (ì) trở thành : 


I 6a 2 + 7b -41 = 0 
I ab = 5 


o< 


6 -^—+ 7b-41 = 0 
25 

b 

a = — 

5 


oị 


6b 2 +175b-1025 = 0 
b 

a = — 

5 


b = 5vb = - 
b 

a = — 

5 


205 


[a = 1 2xy + 3y = 1 
^ ]b = 5 0 x 2 +4 = 5 


" Í2xy+ 3y = 1 x 1 

1-1 JyV 

ị 2 *y + 3y = l r x = _ 1 

- x_ [ly =1 

Vậy hệ phương trình đã có nghiệm là (x,y) = |(-l;l); l;ìj|. 

Bình luận : Bài toán này có độ khó hơn hai ví dụ trước, đe giải nó đòi hỏi sự quan 
sát kỉ lưỡng, kết họp được nhiều kỉ năng cần có và lựa chọn ấn phụ hóa phù họp 
vớịi§ấụ:ift : ức ị?ị$a ỌỉỊÌỊ: toqp:!;:. '!;!;!: ịịịịị! ÌỊiỊiỊ : - : i : - : - : 
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y(x 2 +7Ì = x 2 -l 

Ví dụ 5: Giải hệ phương trình < 

(x,ye0 ) 

x 2 y(x 2 y + 5y-9) = 3(5y-3-10y 2 ) 


Phân tích : 


Với hệ này, cấu trúc đề cũng đẩy ta đến ý tưởng thế nhưng đúng là quá gian nan 
khi thay vào phưong trình thứ hai trong hệ vì phương trình thu được sau khi 
thực hiện phép thế lên đến bậc 8. Và quả thật bài toán này không the thế đơn 
giản vậy được. 

Đe hệ như vậy, ta cũng chang nhìn nhận được gì, do đó ta chọn phương án khai 
triến hết các tích có trong hệ ra. 

, _ [x 2 y + 7y + l-x 2 =0 

Cụ thê ta sẽ có hệ sau : \ 

[x 4 y 2 + 5x 2 y 2 - 9x 2 y + 30y 2 - 15y + 9 = 0 

Với hệ này chúng ta nhận thấy cũng chang khả quan gì đến việc nhìn ra gì từ 
hệ. Tuy nhiên cấu trúc của phương trình thứ hai trong hệ cho ta chút linh cảm gì 
đó về hằng đắng thức. Mặt khác ta nhận thấy rằng nếu y = 0 hệ vô nghiệm, thôi 
thì ta chia toàn bộ phương trình thứ hai cho bậc cao nhất của y đế dễ bề quan 


sát hơn. 

Cụ thế ta sẽ có phương trình thứ hai được biến đối thành : 
4 , - 2 9x 2 _ 15 9 


X + 5x — 


+ 30- —+ —r- = 0. 

y y y 


Ba đại lượng x 4 ,5x 2 ,—- rất gợi ý cho điều chúng ta linh cảm là đúng và có lẻ 


với a là một hằng số. 


, i ư _ 2 3 

hăng đăng thức ở đây sẽ có dạng X + a + — 

V y) 

Với ý tưởng này ta sẽ đột phá biến đối phương trình hai như sau : 
4 , „ , 9 , -2 , 6x 2 , 12 , 2 15x 2 27 


X + 4 + —r- + 4x + 

y 


- + + x -- 

y y 


- — + 26 = 0 

y 


<=> 


6 V 2 

X 2 + 2 + — 


2 15x 21 n 

+ X 2 -——- — +26 = 0 


yj 


<=> 


X 2 + 2 + — 

yj 


2,^,3 15x 2 30 n 

+ X + 2 + - - —— - — + 24 = 0 


y y 


<=> 


X 2 + 2 + — 

yj 


+ x 2 +2 + —-5 


(x 2 + 2 ) —+ 24 = 0 
V ỉ ỵ 


237 


















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Và lúc này ta nhận ra được cân ân phụ hóa như sau : 


a = X 2 + 2 + — 

y 

b 4 í+2 )! 


vấn đề bây giờ ta cần biễu diễn được phương trình thứ nhất thông qua các đại 
lượng ấn phụ hóa. Đe được như vậy ta cần thực hiện phép biến đối sau cho 
phương trình thứ nhất trong hệ. 

Cụ thể ta có : 

1 2 p 

x2 y + 7y + l-x 2 = 0<=>x 2 + —- —+ 7 = 0 <=>3x 2 + — -X 2 - —+ 21 = 0 


_ _ 2 , 3 
<=>3x +-- 


(x 2 + 2) 


Q /T Q 

—+ —+ 21 = 0<=>3x 3 + 6 + — - 

y y y 


(x 2 +2) 


y 

- + 15 = 0 

y 


<=>3 


r , 2,3 

X 2 + 2 + — 

yj 


-(x 2 +2)^ 


)—+ 15 = 0. 

y 

Và như vậy việc chọn đại lượng cần ấn phụ đã xong. Chúng ta đi vào lời giải 
cho bài toán này. 

Lời giải: Hệ phương trình đã cho được biến đối thành hệ: 
íx 2 y + 7y + l-x 2 =0 

jx 4 y 2 + 5x 2 y 2 - 9x 2 y + 30y 2 - 15y + 9 = 0 

Nhận thấy hệ không thế có nghiệm (x,y) = (x;0) nên với y Ti 0 ta biến đối hệ 
thành : 


|3x 2 y + 21y + 3-3x 2 =0 
[x 4 y 2 + 5x 2 y 2 - 9x 2 y + 30y 2 - 15y + 9 = 0 




3x 2 + -- —+ 21 = 0 


4 -2 9x“ 15 9 

X + 5x- 1 —— + 30 — 0 

y y y 




3x 2 +6 + -- — -- + 15 = 0 

y y y 

4 /1,9-2, 6x" 12 2 /X 3 

X + 4 + -V + 4x + —— + — + X+2 + — - 5 

y y y y 


(x 2 + 2 ) —+ 24 = 0 

V /y 


oi 


í , rì 
X 2 +2 + - 

y ) 

X 2 + 2 + — 


- (x 2 + 2 ) — +15 = 0 

V / y 


IV 


+ x 2 +2 + —-5 


yj 


(x 2 +2Ì- + 24 = 0 

V / y 


(!)• 
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a = X 2 + 2 + — 


b = (x 2 + 2 Ì- 

V /y 

LÚC đó hệ (ì) trở thảnh hệ : 


a = 17 


3a-b + 15 = 0 b = 3a + 15 fb = 3a + 15 [b = 66 

<=> 1 <=>1 <=> ^ 
a 2 + a - 5b = -24 a 2 -14a-51 = 0 a = 17va = -3 fa = -3 


r _ (x 2 + 2 ) + — = 17 

fa = 17 ' ’ y 

©Với ị 

I b = 66 / 2 , 3 

1 (x 2 + 2)— = 66 

V /y 

2 _ 3.. , , , fx = ll 

Suy ra X +2,— là hai nghiệm của phương trình X -17X + 66 = 0<=> . 

y X = 6 


Với ị 3 
- = 6 
y 


X 2 + 2 = 11 Íx 2 =9 

3 « 11 «“ 


X = -3 


x^+2 = 6 X 2 = 4 


Với < 3 <=> 

- = 11 


, _ 3 0 f v __V 

11 7 

y n 


, „ fx 2 +2Ì + - = -3 

fa = —3 ' ' y 9 

© Với V <=>t (hệ vô nghiệm vì (-3) -4-6 <0). 

b = 6 / 2 . 3 , 

1 X 2 +2 — = 6 

V /y 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Bình luận: về bản chất hệ này được xuất phát từ một hệ cơ bản nhưng vì tác giả 
đã chọn một đại lượng đế thay thế quá khéo nên bản chất của hệ đã có sự biến 
đối quá lớn. Sự biến đối này đã làm cho hệ này trở thành một bài hệ rất khó 
đoán. Chú ý rằng khi từ hệ theo ấn phụ tìm được nghiệm cho ấn phụ a,b thì 
khi chuyến qua đại lượng ban đầu ta lại thu được một hệ đối xứng loại một với 


hai biến X 2 +2, — . 

y 


Ví dụ 6 : Giải hệ phương trình 


Ịx 2 +l)y 4 +l = 2xy 2 Ịy 3 -+l) 


(x,yeũ) 


xy 2 (3xy 4 - 2 ) = xy 4 (x + 2y) +1 

(Thi thử Lương Thế Vinh - Đồng Nai) 

Phân tích: Với hệ này, ta nhận thấy các tích trong hệ không giúp chúng ta đánh 
giá được gì nên ta sẽ khai triến các tích có trong hệ ra hết đe có rộng đường 
quan sát hệ. 


Cụ thể ta có: 


x 2 y 4 + 2xy 2 +1 + y 4 - 2xy 5 = 0 
3x 2 y 6 - 2xy 2 - x 2 y 4 - 2xy 5 -1 = 0 


Quan sát cả hai phương trình lúc này trong hệ, ta có nhận xét đầu tiên là cả hai 
phương trình đều chứa hằng đẳng thức (xy + 1 ) 2 . Do đó ta tiếp tục biến đổi hệ 


như sau: 


(xy 2 +l) 2 + y 4 -2xy 5 =0 
3x 2 y 6 -2xy 5 -(xy 2 +l) 2 =0 


Với hệ này, quan sát ta nhận thấy nếu chia cả hai phương trình trong hệ cho y 4 
ta sẽ có được các đại lượng trong cả hai hệ giống nhau. 


Thật vậy, ta sẽ có: 


X + —- +1 - 2xy = 0 


3x y -2xy- x + 


Với hệ này, ấn phụ hóa như sau: 


a = X + 


Ịb = xy 


Lời giải: Hệ phương trình đã cho được biến đối thành hệ: 


x 2 y 4 + 2xy 2 +1 + y 4 - 2xy 5 = 0 

3^|ịỵ^ị|p2^| -:|p 2 iii|ỵ 4 ịf|Ị: = i 
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Nhận thấy nghiệm (x,y) = (x,0) không thỏa hệ nên với y + 0 ta biến đối hệ 


trở thành: 


(xy 2 +l) + y 4 -2xy 5 = 0 ^ X+ > 

<=> ị 

|3x 2 y 6 -2xy 5 -(xy 2 +l) =0 3x 2 2 


X + —- - 2xy + 1 = 0 


y - 2xy - X + -y =0 

l y ) 


a = X + - 


[b = xy 


, a > 0 . Lúc đó hệ (l) trở thành hệ: 


a -2b + 1 = 0 fa = 2b-l 


a = 2b -1 


3b 2 -2b-a = 0 3b -4b + l = 0 b=lvb=4 


a = -- • 
3 


Đối chiếu điều kiện ta nhận: 


a = l X + —T = 


ĩ « 


! í(- 2 ) 2 


xy = 1 


X 2 +X-1 = 0 
X 2 +X + 1 = 0 


1 

X = — 

y 


' 2 , v l n -l + \Ỉ5 -\--j5 

X +X-1=0 X =- — vx =-— 

2 2 


«í_ 1 

X = — 

y 


1 

X = — 

y 


— 1 + yjs 
2 

1 + 2/5 

2 

-l-y/ỉ 

2 

ĩ-yỊs 


Vậy hệ phương trinh đã cho có nghiệm là: 

( . ^j(-l + ylsi + yls\(-l-ylsi-yls 

1 2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Bình luận: Bài toán này tương đối cơ bản chỉ cần phát hiện ra hằng đắng thức và 
lựa chọn chia thích họp là sẽ có được đại lượng cần ấn phụ. 


Ví dụ 7: Giải hệ phương trình 


1 81 _ 1 

(x + l) 4+ (y + 3) 4= 5 



fl , ì 

--3x 


fl 

xyíx 2 +4Ị + X 

= 3 

V / 1 

ly J 


ly ) 


(x.ysũ) 


Phân tích: Ớ hệ này, từ phương trình thứ nhất ta có thế dự đoán có lẻ bài toán 

1 


hướng đến việc ẩn phụ hóa như sau: 


b = 


x + 1 
3 

y + 3 


. Nhưng với phương trình thứ 


xy 

( „ , > 
X 2 + — + 4 

-3 

X 2 + — + 4 

= 0<=>(xy-3) 

r 1 3 

X 2 + — + 4 


l y J 


l y J 


l y V 


hai cách sắp xếp các tích như vậy không cho chúng ta nhận thấy mối liên quan 
nào liên quan đến ấn phụ mà ta dự đoán. Do đó ta sẽ tiến hành khai triến toàn 
bộ các tích có trong phương trình thứ hai đế dễ phán đoán xem dự đoán của 
chúng ta có đúng không? 

Biến đối phương trình thứ hai trong hệ ta có được: 

x 3 y + 4xy + --3x 2 -4--12 = 0. 

y y 

Phương trình vừa biến đối, chúng ta nhận thấy có thế nhóm nhân tử chung nên 
ta sẽ tiến hành nhóm nhân tử như sau: 


= 0 . 


Với phương trình tích cuối ta chỉ thu được: xy = 3. 

1 k 

Áp dụng tính chất xy = k <=> ——— H-— = 1 ta sẽ có : 

x+1 y+k 

13, 

x+1 y+3 

1 3, 

Thật vậy, ta có : ——- H——— = l<=>y + 3 + 3x + 3 = xy + 3x + y + 3<=>xy = 3. 
X +1 y + 3 

Vậy bài toán đã được giải với việc ấn phụ hóa như ta dự đoán. 

'x*-l 

Lời giải : Điều kiện : < y ^ -3 . 

y*0 

Hệ phương trình đã cho được biến đối thành hệ phương trình : 
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(x + l) 4 

(y+3) 4 

1 X „ 

X y + 4xy + — -3x 

y 

1 

81 

1 

(x + l) 4 

(y+ 3 ) 4 

X 

II 

u> 


1 

81 

+ ———- 


1 81 _ 1 

(x + l) 4+ (y + 3) 4_8 


81 1 


y + 3 + 3(x + l) = (x + l)(y + 3) 


(x + l) 4+ (y + 3) 4 8 


x+1 y+3 


. Lúc đó hệ (I j trở thành : 


a 4 +b 4 =4 [a 4 +(a-l) 4 =^ fl6a 4 -32a 3 +48a 2 -32a + 7 = 0 

8 ^1 8 «<! 
a +b = 1 b = l-a [b = l-a 


1 

(2a-l) 2 

Ỉ4a 2 -4a + 7Ì = 0 

Í2a-1 = 0 

H 

b = l-a 

V / <s>. 

b = l-a 


vì 4a 2 - 4a + 7 = (2a -1) + 6 > 0 

11 

X +1 _ 2 fx +1 = 2 íx = l 


3 _ 1 Ịy+3=6 Ịy = 3 

y+ 3 _ 2 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là: (x, y) = (1;3). 

Bình luận: Bài toán trcn nếu không biết sử dụng tính chất xy = k thì sẽ rất khó 
giải. Vì với phép thế X theo y hoặc nguợc lại sẽ cho lời giải rất khó khăn. Các 
bạn cần chú ý và ghi nhớ vì rõ ràng với bài toán nếu áp dụng được tính chất chỉ 
ra sẽ cho được lời giải rất gọn gàng và đẹp. 
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Tư duy logic tìm tòi lòi giải Hệ phương trình 



9 9 

X +y +xy = 4y-l 

Ví dụ 8 : Giải hệ phương trình • 

y „ (x,yeũ) 

X + y = -ệ -— + 2 

X +1 


Phân tích : Với hệ này, ta nhận thây cả hai phương trình trong hệ đêu chứa đại 
lượng X 2 +1 và X + y. Tuy nhiên đại lượng X 2 +1 gắn với đại lượng y qua 

hình dạng — y — , còn đại lượng X + y ở phương trình thứ nhât lại găn với đại 


X 2 +1 


lượng y thông qua hình dạng y(x + y)nên ta nghỉ đến chia hai vế phương 
trình thứ nhất cho y . 


X 2 +1 


+x+y=4 


Lúc đó ta sẽ có hệ phương trình đã cho tương đương với hệ : - 


x+ y--^T = 2 

l X +1 


Và tới đây hình hài đặt ấn phụ đã quá rõ ràng nên ta đi tiến hành giải hệ. 
Lời giải : Nhận thấy (x,y) = (x;0) không thỏa hệ. 


X 2 +1 


- —+x+y=4 

Do đó với y ^ 0 ta đưa hệ phương trình về hệ : ■ y (ì) 


x+ y--^T = 2 

l X +1 


X 2 +1 

_ a = -—— 

Đặt < y 

b = X + y 


a + b = 4 

1 

II 

x> 

b-2 = 2«< 

A 1 „ 

4 — a — — = 2 <=> < 

a 

a 

a 5É 0 

a ^ 0 


b = 4-a 

«2 I 


2 

— = 1 [x 2 +l = 3-x [x 2 +x-2 = 0 

H y ° c_,_ v ° r_" 

„, „0 ly = 3 “ x [y = 3-x 

x + y = 3 


x=lvx = -2 y = 2 

- <=> ; 

ly=3-x fx = -2 


ly = 5 
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Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là (x,y) = |(1;2);(-2;5)|. 

Bình luận : Bài toán này khả cơ bản và phép đặt ấn phụ đã có trước trong hệ. 



y(l + 3x 3 y) = -2x 6 

Ví dụ 9: Giải hệ phương trình ■ 

, , (x,yeũ) 

l + (l0y + l)x 3 =-3(3y 2 +y + 2jx 6 


Phân tích : Với hệ này, quan sát hai phương trình trong hệ ta nhận thây được ngay 
rằng nếu chia cả hai vế của hai phương trình cho X 6 ta sẽ được các đại lượng 

giống nhau đó là —-; y . 

X 

í(ị + 3y ] = ” 2 

T-x 4- r • A, 1 \ 1 1 • £, +Ẳ • 1 /V X vx / 

Do đó ta tiên hành biên đôi hệ như sau : < 

+ +í ? + + +9y2+3y+6=0 
Lx X X 

Để cho hệ được dễ nhìn hơn đặt u = -ỉ- để tiến hành biến đổi hệ về hệ sau : 


yu(u + 3y) = -2 


yu(u + 3y) = -2 


u +10yu+u + 9y +3y + 6 = 0 [u +6yu + 9y + 4yu + u + 3y + 6 = 0 

J yu(u + 3y) = 2 

[(u + 3y) 2 + u + 3y + 4yu + 6 = 0 

Không khó đế nhận thấy hệ (*) với hai biến u + 3y, yu đã biết cách giải. 

Do đó ta tiến hành giải hệ như sau . 

Lời giải: 

Nhận thấy hệ không thế có nghiệm (x; y) = (0; y). Do đó với X + 0, ta biến đối 
hệ thành : 


Kị + 3 y h 2 

Ặ + ? + Ặ +9y2+3y+6=0 

lx X X 


với u = —- 

X 


yu(u + 3y) = -2 


u 2 + 6yu + u + 9y 2 + 3y + 6 + 4yu = 0 


|yu(u + 3y) = -2 |yu(u + 3y) = -2 

[u 2 + 6yu + 9y 2 + u + 3y + 4yu + 6 = 0 [(u + 3y) 2 + u + 3y + 4yu + 6 = 0 
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Đặt 


ía =u + 3y 


b = yu 

Lúc đó hệ (ì) trở thảnh hệ : 


1 ab = -2 

|a 2 +a + 4b + 6 = 0 


o< 


b~’ 


, 8 

a 2 +a-- + 6 = 0 


oi 


b~’ 


o 


a 3 +a 2 +6a-8 = 0 


b=-H 


a 

(a-l)((a + l) 2 +7) = 0 


<=> • 


Ju + 3y = 1 Ju = l-3y fu = l-3y 

°tyu = -2 ^ị(l-3y)y = -2^j 3 y 2 -y-2 = 0 


[a = l 
[b = -2 

u + 3y = l 


oị 


y = lvy = -T- 

3 


<=> 


u = -2 

y = i 

fu = 3 <=> 
2 

y= . 




ly=1 


<=> 


2 
3 


X = - 


y=i 


3/2 


X = 


3/3 


L ' ' Ll y -f Ll y -f 

F ^ _ \( 1 ;ư 1 2^1 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = < -J=;l ; 

K v2 ) Vv3 3JJ 

Bình luận: Việc phát hiện ra ấn phụ của bài toán không quá khó. Tuy nhiên, đây là 
một dạng hệ rất thường gặp. 



2^x 2 + y 2 j (x + y) = 25xy 
4(x 4 + y 4 )(x 3 + y 3 ) = 119xV 


(x,yeũ ) 


Phân tích : 

Không quá khó đế nhận định đây là hệ đối xứng loại 1. Tuy nhiên nếu áp dụng 
cách giải của hệ đối xứng loại 1 vào hệ này thì ta phải xử lí phương trình đại số 
bậc khá cao và tính toán sẽ rất vất vả. Do đó ta cần phải biến đối hệ này sau cho 
có thế ấn phụ hóa đế giảm bậc của phương trình xuống. 

Không khó đế nhận định được rằng hệ này luôn có nghiệm (X, y) = (0; 0) . 

Với xy =£ 0 ta biến đôi hệ về hộ sau : 
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(*W) 2 , , 25 

■(x + y) = -=r 


xy 

^ X 4 + y 4 ^ 
2 .2 




ư x , y^ 

vy + x; 


(x3 + y> 


119 


(x 2 + y 2 )(x + y): 


25 

2 


(2 2 X 

' X y 

71 + 72 

vy x y 


7^7 


119 

4 


IV x y 

Với hệ mới ta nhận thấy các đại lượng X 2 + y 2 ,x 3 + y 3 có thể biểu diễn theo 


2 ,2 

X y 


X + y , còn đại lượng thì có thể biểu diễn theo đại lượng — + — nên ta 

y X y X 


sẽ ân phụ hóa 


XV 

a = —+ — 

y X. 

b = X + y 


-2 = a 2 - 2, X 2 +y 2 =b 2 -2xy,x 3 +y 3 =b 3 -3bxy . 


Kh i đó ta sẽ có : 

2 2 / 

XV X y 

y 2 + x 2 = Ị.ỹ + x; 

Và giờ ta cần biễu diễn được xy theo hai ấn a,b nữa là xem như phép đặt ấn 
phụ thành công. 

Điều này lại không khó vì từ 


2 . 2 
X y X + y 
a = —+ —= -——— 


y X 


xy 


2 o b 

xy • a = b“ - 2xy xy = 


a + 2 


[x 2 +y 2 =b 2 -2xy 
Kết họp với các bước phân tích này ta sẽ đưa hệ về hệ sau : 

b 2 - 


r f 2 _ 2b 2 ^ 

â + 2 


b=-7 

2 


(a 2 -2) 


V / 

V a + 2 y 


119 

4 


Hệ này khá cơ bản chỉ cần sử dụng phép thế. Vậy xem như bài toán được giải 
quyết. 

Lời giải : Nhận xét (x ; y) = (0 ; 0) luôn thỏa hệ. 

Xét xy ^ 0 ta biến đối hệ đã cho trở thành hệ sau : 


f X , y ^ 

V y X 

V , y 2 ^ 


(x 2 +y 2 )(x + y) = - 


25 

2 


ịrn' 


(xW) = 


119 

4 
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r fx , yì 
ly xj 




(x + y) 2 -2xy](x + y) = -^ 



2 


X y 

— + — 

ly xj 

-2 

"(x + y) 3 -3xy(x + y)" 


119 

4 


(I) 


Đặt 


x , y 

a = — + — 

y X • 

[b = X + y 


Ta có: 


a = 


2 . 2 
X +y 

xy 


<=> ■ 


b 2 = X 2 + y 2 + 2xy 


I xy • a = b 2 -2xy 
1 b 2 - 2xy = X 2 + y 2 


xy : 


a + 2 


Lúc đó hệ (I) trở thành: 


í „ 9 u2l 

b 2 ——— 
a + 2 


V 




b=-ạ 

2 


(a 2 -2) 

ị*-*) 

\ / 

V a + 2 y 


oi 


119 

4 


2a 2 b 3 =-25(a + 2) 
|4b 3 (a 2 -2j(a-l) = 119(a + 2) 


Nhân chéo hai vế của hai phương trinh cho nhau ta được phương trình: 

(a 2 -2)(a-L) 


119a 2 b 3 (a + 2) = -50(a + 2)(a 2 - 2)(a -1) o 119a 2 = -50| a z - 
<=> 50a 3 + 69a 2 - lOOa +100 = 0 <=> (2a + 5)(25a 2 - 28a + 201 = 0 


>)■ 


<=>2a + 5 = 0<=>a = -Ệ => b = 1 vì 25a 2 -28a + 20>0 
2 


Với 


5 

a = 

2 oi 

b = l 


* + ỵ = - 

y X 

x + y = l 


2 ^ Í2x 2 + 2y 2 = -5xy ^ Ị2 (1 - 2xy) = -5xy 


x + y = l 


<=> ■ 


xy = -2 íx(l-x) = -2 [x 2 -x-2 = 0 


-í\. y — AI 1 A 1 

<=> -ị 

x + y = l [y = l-x 


<=> ■ 


ly = l-x 


<=> 


[x + y = 1 

íx = -l 

íy=2 

[x = 2 

y=-i 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm: (x,y) = |(0;0);(-l;2);(2;-l)|. 

Bình luận: Bài toán này về bản chất thì không khó. Nhưng nếu không tinh tế và máy 
móc thì sẽ trở thành bài hệ khó với những phép tính đại số rất khó chịu. Thông 
qua bài hệ này, chúng tôi muốn nhắn gửi đến các bạn đối với một hệ càng quen 
thụ^:tqỊịẹànặịiỊđiả;ịịịỊịnh : jlịệ;^ịịy lịgỊỊịị xtỊịịn:y^ỗh:|Ịtập có lịpỊỈịphặtvỊ^ịb^ịíOáiií. ;:*ịị 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


Ví dụ 11: Giải hệ phương trình < 

(x 2 +y 2 )íl + — 

V \ xy J 

10-x-y = —+ — 

y X 

2 _25 

2 (x,yeũ) 

Phân tích: 


Với hệ này, nhìn nhận từ tính chất chúng tôi đã lưu ý trước chúng ta nhận thấy 
phương trinh thứ nhất trong hệ được biễu diễn dưới dạng phương trình: 


0 

X H- 

y ) 


+ y+- 


25 

2 


Thật vậy ta có : 

(* 2 + y 2 ) 


VV 2 

V xy; 


/2 2 \ 

í. 

2 

1 ^ 


= X +y ) 

i + — + - 





xy 

x 2 y 2 J 


- y 1 


( n 

r í 

n 

+ 2 —+ —r- 

= 

x + — 

+ y + - 

X X 2 


l y) 

1 k 

x; 


y y 


Và như vậy, có khả năng hệ này sẽ giải quyết được nếu ấn phụ hóa: 


a = X + — 

y 

, ,, r 

b = y + — 

X 

Việc bây giờ chúng ta sẽ cố gắng biến đối phương trình thứ hai theo hai ấn phụ 
đó. Cấu trúc của phương trình thứ hai để như vậy cũng chẳng giúp cho được gì, 
thôi thi ta khai triến quy đồng hết ra xem sao ? 

Cụ thể ta có : 

10 - 3x - y = - + — <=> xyíio -3x - y) = 3x + y <=> 3x 2 y + xy 2 + 3x + y = lOxy 
y X 


3 1 


<=>3x + y + —+ —= 10<=>3 

y X 


1 


+ y + — = 10. 

X 


1 

x + — 

V yj 

Và như vậy việc ấn phụ hóa đã xong và giờ ta đi giải quyết hệ. 

Lời giải: 

Điều kiện : xy ^ 0. 

Hệ phương trình đã cho được viết lại thành hệ phương trình sau : 

Íi2 , _ \2 


' l ' 2 

x + — 

V yj 


+ 


1 

y+7 


25 
2 


[3x 2 y + 3x + xy 2 +y = 10xy 


v ' 

y+7 

X 


1 

x + — 

yj 

3x + — + y + — = 10 
: V: ; : : 


25 

2 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


o 


1 

x + — 

V yj 

í 


x + - 




y + - 


+ y + — = 10 

X 


25 

2 


(I) 


Đặt 


a = X + — 

y 

, r , 1' 
b = y + — 

X 


Lúc đó hệ (ì) trở thành hệ sau : 


2 ,2 _ 25 
a +b = — 


2 ol 


3a + b = 10 


o 


, 175 

10a 2 -60a + —— = 0 


o 


b = 10-3a 


5 7 

a = — va = — 

2 2 0 

b = 10-3a 


a 2 +(10-3a) 2 =y 
b = 10-3a 
5 


a = ■ 


b-l 

2 

7 

a = — 

2 

b=-ỉ 

2 


© Với 


5 

a = — 
2 

b = - 


o 


1 _5 

x+ y _ 2 Í2xy + 2 = 5y fy = x 

1 5 |2xy + 2 = 5x |2x 2 -5x + 2 = 0 

y + — = — L 

X 2 


o 


1X = 2 

[y =2 

1 

X = — 
2 


y 


©Với 


7 

a = - 
2 


b-ì 

2 


o 


1 _7 

x + y _ 2 |2xy + 2 = 7y jx = -7y 

[2xy + 2 = -x |l4y 2 + 7y-2 = 0 


<=> 


y+-=-T 

X 2 


X = - 


y = - 


1_ 

2 

-7 + Ặ6Ĩ 
' 28 
7-Ặ6Ĩ 
4 

-7 -ỰĨ6Ĩ 
28 
7 + Ặ6Ĩ 


250 


gịtrìnhilậ;;: 





















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 
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,_Ị (2 . 2) / I . I . 7 - \ I ('1.7 ỵỊm 7 V 161 7-V 161 

^ x,y ' ỉ ^2 ; 2j\ 28 ’ 4 J\ 28 ’ 4 Jj' 


Bình luận: Bài toán này nếu nhớ được tính chất thì sẽ phát hiện ấn phụ nhanh, còn 
nếu không thì ta cứ khai triến ra cũng sẽ thấy được điều đó nhưng sẽ khó phán 
đoán hơn nếu biết tính chất của biếu thức đặc biệt đó. 



y(x 2 + 2x + 2 ) = x(y 2 + ó) 

Ví dụ 12: Giải hệ phương trình • 

v \ (x,ye0) 

(y-l)(x 2 +2x + 7) = (x + l)(y 2 +l) 


Phân tích : 

Với hệ này, ngay từ hệ ta quan sát được trong cả hai phương trình đều chứa đại 
lượng X +1, còn biến y không có gì đặc biệt nên ta sẽ cố định biến y như 
trong đề bài và chọn ấn phụ hóa đại lượng t = X + 1 . 

Biến đối hệ đã cho thành hệ : 

y(( x + 1 ) 2 +1 ) = x (y 2 + 6 ) (t-l)(y 2 +óỊ = y(t 2 +lỊ 

(y-l)Ị(x + l) 2 +6) = (x + l)(y 2 + l) (y-l)(t 2 +ó) = t(y 2 +l) 

Với hệ cuối cùng ta nhận thấy hệ sẽ luôn đúng nếu t = y vì bản chất của hệ 
chính là hệ đối xứng loại 2. Do đó ta tiến hành phương pháp cơ bản của loại hệ 
này đế bắt nhân tử chung t - y bằng cách lấy hai phương trình trừ nhau vế theo 
vế ta có : 

(t-l)(y 2 +6)-(y-l)(t 2 +6) = y(t 2 +l)-t(y 2 +l) 

<=>(t-y)(t + y-2ty + 7) = 0 

Nhìn vào tích biến đổi cuối cùng, ta nghỉ tiếp đến một phương án cũng thường 
dùng trong hệ đối xứng loại 2, đó là cộng vế theo vế hai phương trình với nhau. 
Thực hiện phép cộng này ta có phương trình : 

(t-l)(y 2 +6) + (y-l)(t 2 + 6) = y(t 2 +l) + t(y 2 +l)<^t-£| + (y-|) =\- 

Với các bước phân tích ta nhận định rằng từ hệ đã ấn phụ hóa ta sẽ tách được 
hai hệ mới sau : 

t - V - 0 t + y - 2ty + 7 = 0 

(ỹ-i)(t* +6 )-.(y* + .)< I ) v r,-|Ỵ lr y _|Y 

V -V \ Ả ) ■ L 

Nhận xét hệ (l) rất đơn giản, hệ (II) đối xứng loại 1. Vậy xem như ta đã tìm 
; ^ựỢ9 ; ỊỊiưqp ; g gịặi qụỵ ; qt ; xhọ ; ^ỊỘ b.íỊỊỌ đa.ỊỊ...... ...... ..... ...... ................................ 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Lời giải : Hệ phương trinh đã cho được biến đối thành : 
y Ị(x + l) 2 +lỊ = x(y 2 +6) 

(y-l)((x + l) 2 + óỊ = (x + l)(y 2 + l) 


Đặt t = X +1, hệ trở thành : 


(t-l)(y 2 +6) = y(t 2 + l)(l) 
(y-l)(t 2 +6) = t(y 2 +l)(2) 

Lấy (l) - (2) vế theo vế và thu gọn ta có được phương trình : 
(t-y)(t + y-2ty + 7) = 0. 

Lấy (1) + (2) vế theo vế và thu gọn ta có được phương trình : 



t-- + y-- 


ì_ 

2 


© Với t = y thay vào (2) ta có phương trình: 

Jx+1=2 


t -5t + 6 = 0<=> 


t = 2 = y 
t = 3 = y' 


<=> 


ừ = 2 

x + l = 3 
y = 3 

2 


<=> 


íy=2 

ịx = 2 

[y=3 

\2 


Ẩ f 5Ỵ ( 5Ỵ 1 

© Kêt họp t + y - 2ty + 7 = 0 và t ~ 2 j +1 y - 1 = , ta được hệ phương trình: 

(III) 


t + y-2ty + 7 = 0 

' 5Ỹ , ( 5> 2 

t--l + y-ỉ 


IV 


V 


2 


|t + y-2ty + 7 = 0 
[t 2 +y 2 -5(t + y) + 12 = 0 


fs = t + y 2 

Đặt r ,S-4P>0. 

• [p = ty 


Lúc đó hệ (III) trở thành 
Đối chiếu điều kiện ta nhận : 


ÍS-2P + 7 = 0 


s -5S-2P = 12 


<=> • 


1 2P = s + 7 
I s 2 - 6S + 5 = 0 


<=> 


S = 1 
|p = 4 
fs = 5 ' 

p = 6 
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_ Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 

"ít=3 rjx+i=3 rjx=2 
[s = 5 [t + y = 5 |y = 2 Ịy = 2 ịy = 2 
jp = 6^Ịty = 6 ° jt = 2 ° jx + l = 2^ jx = l ■ 

_ly = 3 L\y = 3 |_\y = 3 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là : (x,y) = |(l;2);(2;3);(2;2);(l;3)|. 

Bình luận: Tuy phép ấn phụ hóa trong bài toán này ngay lúc đầu không được nét 
lắm. Nhưng nhìn toàn diện hệ này, thì là một hệ rất hay vì đã thu trong nó cả hai 
loại hệ cơ bản. Một hệ có tính kiếm tra kiến thức cơ bản khá tốt. 

Í(2x-3y)(l0-7x-12y) = 2 

Ví dụ 13: Giải hệ phương trình ị / , , X ~ (x,yeũ) 

(5x 2 +45y 2 -6)(2x-3y) =-l v 7 

'hân tích : cấu trúc bài hệ quá ngắn gọn, thông tin bài hệ cho chúng ta cũng ngắn 
gọn như cái đề của bài toán, đó chính là cả hai phương trình đều chứa 2x -3y . 
Thôi thì ta tìm cách tách các đại lượng còn lại theo đại lượng này thử xem. 
Trước khi tách, chúng ta cần chắn chắn định vị rằng các đại lượng đó không thế 
tách hết được theo đại lượng mà ta đã thấy (tức là còn dư một điều gì đó !) 

Ớ phương trình thứ nhất trong hệ đại lượng 2x - 3y chỉ là bậc nhất nên ta sẽ 

tách: 10 —7x — 12y = 10-2(2x — 3y) — 3(x + 6y). 

Vậy sau khi tách xong đại lượng 2x -3y ở phương trình thứ nhất ta thấy còn 
dư đại lượng X + 6y . 

Với phương trình thứ hai trong hệ đại lượng 2x - 3y là bậc 2 nên ta sẽ tách : 

5x 2 +45y 2 - 6 = x 2 +12xy + 36y 2 +4x 2 -12xy + 9y 2 -6 
= (x + 6y) 2 + (2x - 3y) 2 - 6 

Vậy qua hai lần tách ta nhận thấy trong hệ chứa hai đại lượng X + 6y, 2x - 3y. 

(2x-3y)(l0-2(2x-3y)-3(x + 6y))= 2 

Do đó ta viêt lại hệ như sau : < / , , X , 

í(x + 6y) +(2x-3y) -6j(2x-3y) =-l 

Tới đây ta có thế ấn phụ hóa 
a = x + 6y , Ấ , a(l0-2a-3b)-2 

_ đê biên đôi hệ thành : < / » - X 7 

b = 2x-3y (a 2 +b 2 -6)b 2 =-l 

Hệ này vẫn giải được bằng phép thế, tuy nhiên ta sẽ thu được phương trình bậc 
6 và tính toán vẫn rắc rối. Tuy nhiên nếu ta biến đối hệ trở thành hệ sau thì sẽ 
có chuyến biến rõ ràng. Thật vậy, ta có : 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


(2x-3y)(l0-2(2x-3y)-3(x + 6y)) = 2 


_Ị_ 

2x-3y 

1 


|(x + 6y) 2 +(2x-3y) 2 -ój(2x-3y) 2 

r r 

3(x + 6y) + 2 2x-3y + 

V 

(x + 6y) 2 +(2x-3y) 2 + 

c 

3(x + 6y) + 2 2x-3y + 

V 

( 

(x + 6y) 2 + 2x-3y + 

V 


(2x-3y) 2 


= -l 


= 10 


= 6 


2x-3y 


1 


2x-3yy 

Rõ ràng với hệ cuối với phép ẩn phụ : 
Í3a + 2b = 10 


a = X + 6y 


b = 2x-3y + 


1 sẽ cho hệ 


2x-3y 


a 2 +b 2 =8 


và không có gì tốt hơn được nữa !. 


Vậy ta đi vào lời giải cho bài toán. 

Lời giải : Hệ phương trình đã cho được biến đối thành hệ 

(2x -3y)(l0-2(2x -3y)-3(x + 6y)) = l 
Ị(x + 6y) 2 +(2x-3y) 2 -ój(2x-3y) 2 =-l ^ 

Nhận xét với 2x-3y = 0 không thỏa hệ nên với 2x-3y^0 ta biến đối (*) 


thành hệ: 


r 


3(x + 6y) + 2 
(x + 6y) 2 +(2x-3y) 2 + 


1 




2x -3y+ _ 

V 2x-3y J 

2 1 


(2x-3y) 2 


= 10 

= 6 




3(x + 6y) + 2 
(x + 6y) 2 


2x-3y + 


1 


3 


2x-3y 


= 10 


2x-3y + 


1 


(I)- 


2x-3y 
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Đặt 


a = X + 6y 
b = 2x-3y + 


1 


, b > 2. Lúc đó hệ (*) trở thành hệ phương trình sau : 


2x-3y 


Í3a + 2b = 10 


cr 

II 

o 

1 

u> 

p 

< 

<=> • 

2 

[a 2 +b 2 =8 


13a 2 -60a + 68 = 0 


b = 


10-3a 


~ w _34 
a = 2va = — 
13 


<=> 


a = 2 
b = 2 
34 
13 

b=Ịl 

13 


a 


I )oi chiếu điều kiện ta nhận: 
fx + 6y = 2 

1 b = 2 


oi 


íx = 2-6y 


2 x _ 3 y + 2 ^ 3 ỹ = 2 ^ ỉ ( 2x - 3y - 1 ) 2=0 


íx + 6y= 2 
oị' ' ,o ị 

[2x-3y = l 


4 

X = — 

5 

1 ■ 

y 5 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là : (x,y) = 


4 Ị_ 
5 ; 5 


Bình luận : Đây là một dạng hệ khá quen thuộc, tuy nhiên đã được biến tấu che 
đậy khá nhiều. Tuy vậy, bài toán vẫn có điếm hở đe chúng ta nhận ra vấn đề đế 
tháo gỡ toàn bộ hệ. Bài toán trên còn có thế được giải bằng phép thế như sau : 

, 2 

Từ phương trình thứ nhât trong hệ ta rút được : ——= 10 - 7x - 12y. 

2x-3y 

Thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta sẽ có được phương trình : 

4(5x 2 + 45y 2 - ó) = - (7x + 12y -10) 2 

«. 69x 2 + 324y 2 +168xy - 140x - 240y + 76 = 0. 

Kết họp với phương trình thứ nhất trong hệ ta sẽ được hệ phương trình : 

Jl4x 2 -36y 2 +3xy-20x + 30y + 2 = 0 
Ịổ9x 2 +324y 2 + 168xy-140x-240y + 76 = 0 

Đây là hệ tống quát bậc hai hai ấn mà chúng tôi đã trình bày phương pháp giải. 
Các bạn hãy thử giải lại xem nhé! Và hầu hết các bài toán thuộc the loại hệ này 
đều có thể đưa về hệ bậc hai dạng tổng quát. 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Ví dụ 14 : Giải hệ phương trình < 

í 4 8 _3 

(x + 2y + l) 2 (x + y + 2) 3 (x,yeũ). 

x(x + 3) + y(2y + 5) = -3xy 

Phân tích : 


Với hệ này, phương trình thứ nhất gợi ý ngay được ấn phụ nhưng ta cần xét đến 
hệ số của tử có trong phân số không đi “đôi” được với số mũ của đại lượng 
dưới mẫu nên có thế bài toán nhắm đến ấn phụ hóa hai thành phần sau : 
ía = x + y + 2 
[b = x + 2y + l 

Quan sát phương trình thứ hai trong hệ khi khai triến có dạng bậc hai hai ấn nên 
ta xét tới trường hợp có the tách nhân tử liên quan đến ấn phụ không ? 

Cụ thể ta có : x(x + 3) + y(2y + 5) = -3xy <3>x 2 +2y 2 +3x + 5y + 3xy = 0. 

Thật không may là phương trình này không có delta chính phương. Vậy bây giờ 
có lẻ con đường từ ấn phụ hóa ta tìm ra mối quan hệ giữa X, y với a,b thế vào 
là con đường tự nhiên nhất. Tuy vậy, ta vẫn cảm thấy nếu nhìn vào đại lượng 
hai ẩn phụ ta thấy tích của chúng có các hệ số của x 2 ,y 2 ,x,y,xy rất giống với 
biếu thức bậc hai kia. Vậy tại sao ta không thử một phép thử lấy tích số của 
chúng xem sao ? 

Ta thử phép tính sau : (x + 2y + l)(x + y + 2) = x 2 +2y 2 +3x + 5y+ 3xy+ 2. 

Và như vậy ứng với phép thử ta sẽ có sự biến đối cho phương trình thứ hai như 
sau : 

X 2 +2y 2 +3x + 5y + 3xy = 0<^>x 2 +2y 2 +3x+ 5y+ 3xy+ 2 = 2 
«(x + 2y + l)(x + y + 2) = 2. 

Tới đây hệ đã rõ quá rõ ràng về việc ấn phụ hóa. Do đó ta đi vào giải quyết bài 
toán. 


Lòi giải: Điều kiện : • 


[x + y + 2^0 
[x + 2y + 1^0' 

Hệ phương trình đã cho được biến đối thành hệ : 


8 


= 3 


(x + 2y + l) 2 (x + y + 2) 3 <^><J 

[x 2 + 2y 2 + 3xy + 3x + 5y + 2 = 2 


--—-— — --—— = 3 

(x + 2y + l) 2 (x + y + 2) 3 (ì) 

(x + y + 2)(x + 2y + l) = 2 


Đặt 


ía = x + 2y + l , , 

,a,b 5É 0. Lúc đó hệ (1) trở thành hệ : 
[b = x + y + l w 
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x+2y+l=2 
x + y + l = l 


X = —1 


vì p > 0, Va 0. 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x;y) = (-1;1). 

Bình luận : Với bài toán này, như chúng tôi đã phân tích sau khi ấn phụ hóa xong 


, fa = x + 2y + l íx = 2b-a-l , 

thì ta có thê giải hệ sau : < <=> < , rôi thay vào phương 

[b = x + y + l [y = a-b 

trình thứ hai trong hệ khai triến và thu gọn ta cũng sẽ được ab = 2. Cách này 
tuy tư nhiên nhưng mặt hạn chế của nó là phải tính toán khá nhiều. Mặt khác 
các bạn lưu ý khi tác giả nào đó muốn chế bài toán theo kiếu này và tạo bậc cao 
như thế, thì do yếu tố tính đến sau khi thể phải giải phương trình bậc cao nên có 
khả năng ở phương trình thứ hai là dạng tống bậc nhất cho a,b ở dạng 
ma + nb + c = 0, nếu ở dạng này thì khá đơn giản đế tách. Còn nếu muốn sử 
dụng ab = k thì tác giả buộc phải ghép chúng lại với nhau bằng tích khi đó 
chúng ta chỉ cần đế ý tới các hệ số có trong phương trình thứ hai liên kết với 
tích hai ấn phụ ta sẽ tìm ra kết quả. Hạn chế của loại hệ này là sẽ tạo bậc khả 
cao nên hoặc tác giả ngụ ý đưa về hệ đối xứng quen thuộc thì với hai suy nghỉ 
tư duy trên, chúng ta vẫn giải quyết tốt. Còn nếu tác giả muốn đưa về phương 
bậc cao thì cần hạn chế cách xây dựng ở phương trình hai. Do đó nếu gặp loại 
toán nào tương tự như bài hệ này thì ta cứ theo hai chiều tư duy đã chỉ ra đe giải 
quyết như vậy vẫn cho lời giải tự nhiên và gọn. 
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Phân tích : 

Với hệ này, nhìn vào hình thức của hệ chúng ta chưa thấy được gì hướng đi của 
bài toán cả. Tuy phương trình thứ hai trong hệ là một phương trinh bậc hai hai 
ấn nhưng kiếm tra ta biết được phương trình này không có delta chính phương. 
Với phương trình thứ nhất của hệ ta vẫn có thế xem đó là phương trình bậc hai 
theo biến X coi y là tham số và thật không may phương trinh này cũng không 
có delta chính phương. 

Vì vậy, ta tiến tới suy nghỉ khai triến hết các tích trong cả hai phương trình đe 
quan sát xem thế nào ? 

Í9xy 3 -24y 2 + 27x 2 y + 40y+ 3x-16 = 0 
Lúc đó ta có hệ : < 

[y 2 +9xy-10y + 3x + 9 = 0 

Quan sát hệ này ta nhận thấy cả hai phương trình có liên quan đến đại lượng 
y 2 + 3x nên suy nghỉ đầu tiên ta đưa hệ về hệ sau : 

9xy^y 2 +3xj-24y 2 +40y + 3x-16 = 0 

y 2 + 3x + 9xy - lOy + 9 = 0 

Ớ bước tách thứ nhất ta thấy phương trình thứ nhất trong hệ vẫn có thế có thế 
nhóm tiếp thêm đại lượng y 2 + 3x bằng cách thêm bớt cho y 2 .Do đó ta tiến 
hành tách tiếp như sau : 

9xy(y 2 +3xj + y 2 +3x-25y 2 + 40y-16 = 0 
y 2 + 3x + 9xy-10y + 9 = 0 




(y 2 +3x](9xy + l)-(5y-4) 2 =0 
y 2 +3x + 9xy-10y + 9 = 0 

Tới phép biến đối này ta lại nhận thấy cả hai phương trinh trong hệ đều chứa ba 
đại lượng chung đó là y 2 + 3x;9xy + l,5y - 4. 

(y 2 +3x](9xy + l) = (5y-4) 2 


Thật vậy, ta biến đối tiếp hệ ta sẽ có : 


Và tới 


y 2 + 3x + 9xy + l-2(5y-4) = 0 


hệ này nêu ta xem ân phụ hóa là 


[a = y 2 +3x 
Ịb = 9xy + l 


ta sẽ được hệ đối xứng loại 1 với 


hai ấn a, b và xem 5y - 4 là tham số hoặc có thế ấn phụ hóa luôn 


a = y +3x 
b = 9xy +1 . 

c = 5.V-4 
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Cách tiếp cận thứ hai là ta thấy cả hai phương trình trong hệ đều chứa 3x nên ta 
nghỉ tới phép rút thế hoặc trừ vế theo vế hai phương trình cho nhau ta sẽ có 
phương trình : 

9xy 3 - 24y 2 + 27x 2 y + 40y - y 2 - 9xy +1 Oy - 25 = 0 
<=> 9xyỊy 2 + 3x j - 9xy - 25y 2 + 50y - 25 = 0 

<=> 9xy^y 2 + 3x - lỊ = 25(y-l) 2 . 

Mặt khác với phương trình thứ hai ta sẽ có : y 2 + 3x -1 + 9xy = 10(y -1). 


Í9xy(y 2 +3x-l) = 25(y-l) 2 

Và lúc này ta sẽ có hệ : < 3 ' . Và ta có thể ẩn phụ 

y 2 +3x-l + 9xy = 10(y-l) 

ra = 9xy , 

hóa: ị và xem y-1 là tham sô hoặc có thê ân phụ hóa luôn 

[b = y 2 +3x-l 

a = 9xy 

< b = y 2 + 3x-l. 
c = y-1 

Ngoài ấn phụ hóa thì trong cả hai trường họp ta vẫn có thế giải bằng phương thế 
nhân thêm đại lượng và rút thế. Thật vậy : 


© Trường hợp 


Ị hóa thì trong cả hai trường họp ta 
ại lượng và rút thế. Thật vậy : 

í(y 2 +3x)(9xy + l) = (5y-4) 2 
y 2 +3x + 9xy + l = 2(5y-4) 


(y 2 +3x)(9xy + l) = (5y-4) 2 
(y 2 + 3x + 9xy + l](9xy +1) = 2(5y - 4)(9xy +1) 
Từđâytasuyra : (9xy + l) 2 -2(5y-4)(9xy + l) + (5y-4) 2 = 0 


<=> 9xy +1 = 5y - 4 <=> xy = 


5(y-l) 


Và thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta sẽ được phương trình theo biến y . 

9xy(y 2 +3x-l) = 25(y-l) 2 
© Trường hợp 2: < 3 

[y 2 +3x-l + 9xy = 10(y-l) 

9xy(y 2 +3x + l) = 25(y-l) 2 

Ịy 2 + 3x -1 + 9xyj9xy = 90(y -l)xy 


<^> < 

Ịy 2 + 3x -1 +9xyj9xy 
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Từ đây ta suy ra : 

25(y-l) 2 -90(y-l)xy + 81x 2 y 2 = 0o5(y-l) = 9xy^xy = ^y-^ ■ 

Và ta cũng thế như trường hợp 1. 

Vậy là qua các bước phân tích các bạn đã thấy rõ bài toán có nhiều cách tiếp 
cận khá nhau. Sau đây, chúng tôi sẽ trình bày lời giải ở một cách tiếp cận dễ 
hiếu nhất . Còn cách khác các bạn tự thực hành giúp chúng tôi vì khác về bản 
chất ấn phụ nhưng giải là như sau . 

Lòi giải: 

Lấy (1) - (2) vế theo vế ta có phưong trình : 
9xy(y 2 +3x)-9xy-25(y-l) 2 =0c^9xy(y 2 +3x-l) = 25(y-l) 2 . 


Lúc đó ta sẽ có được hệ phưong trình : 


9xy(y 2 +3x-l) = 25(y-l) 2 
y 2 +3x + 9xy = 10(y-l) 


(I) 


© Cách 1: Đặt 


a = 9xy 

b = y 2 + 3x -1. Lúc đó hệ (ì) trở thành : 
c = y-l 

Suy ra a,b là nghiệm của phưong trình : 

X 2 -10cX + 25c 2 =0«(x-5c) 2 =0<»x = 5c . 

Lúc đó ta sẽ có hệ : 

_ 5(y-l) 


ab =25c 2 
a + b = 10c 


|9xy = 5(y-l) 

[y 2 +3x-l = 5(y-l) 


o 


9y 

y 2 + 5 ^~^ +4-5y^0 


(y = 0 không thỏa hệ). 


3y 


oi 


X = 


5y-5 


o< 


9y Oị 

9y 2 — 45 y 2 + 5 ly —15 — 0 
5y-5 


X = 


5y-9 

"V" 


X = 


9y 


y = l 


o< 


3y 2 -12y + 5 = 0 


X = 


(y-l)(3y 2 -12y + 5) = 0 
5y-5 

"V" 


, 6 v2l 6 + 21 

y = lv y = — i —vy=—r- 
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íx = 0 

Hy = . v< 


-1 + V2Ĩ 

9 

6 + sỊĨĨ 


-I-V 2 T 

9 

6-sỊĨĨ 


© Cách 2 : Từ hệ 


9xy(y 2 +3x-l) = 25(y-l) 

y 2 + 3x-l + 9xy = 10(y-l) 

Với X = 0 => y = 1 là một nghiệm của hệ. 

Với y = 0 không thỏa hệ. 

Í9xy(y 2 +3x-l) = 25(y-l) 


Với X ^ 0, y ^ 0 ta có biến đổi hệ về hệ: 


(y 2 + 3x-l + 9xyj9xy = 90xy(y-l) 


Từ đây ta suy ra được phương trình : 

25(y-l) 2 -90xy(y-l) + 81x 2 y 2 =0^[5(y-l)-9xy] 2 =0 


<=> 5(y - 1 ) = 9xy <=> X = 


5y-5 

"V" 


Thế vào phương trình thứ hai ương hệ ta có phương trinh : 

y = l=>x = 0 

6 • v/ĩĩ -I + V 2 Ĩ 

y= —--=>X : 


9y 3 -45y 2 + 51y-15 = 0<=> 


3 


y : 


6 - 


-I-V 2 Ĩ 


3 9 

Qua hai cách giải ta có nghiệm của hệ phương trinh đã cho là : 


J (0-1V 

'-1 + yỊĨĨ 6 + yỊĨĨ' 

' —l — y/ĩĩ' 6-%/21'ì] 

U U ’V’ 

9 ’ 9 

V J 

3 ; 9 Jj 


Bình luận : Bài toán này chính chúng tôi là tác giả của nó. Bài toán này ra nhằm 
mục đích kiếm tra kỷ năng phán đoán nhân từ của học sinh và thông qua đó 
hướng đến các phép giải cơ bản. Khi bài toán này ra đời có nhiều ý kiến hỏi về 
cách tạo ra hệ này. Chúng tôi cũng xin đưa đến các bạn nguồn gốc ra đời của nó 
được chúng tôi thực hiện “ghép và tạo” đơn giản theo ý tưởng tổng quát sau 
đây. 

+ Bước 1 : Tạo bốn đa thức : 

y , X w X w X _ , íf(x,y) + g(x,y) = h(x,y) 
f(x,y),g(x,y),h(x,y),k(x,y) sao cho ; : , ' , • 
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+ Bước 2 : 

Ghép [f(x,y) + g(x,y)-a-h(x,y)] + p[f(x,y)-g(x,y)-p-k(x,y)] = 0 
<^>F(x,y) = 0. 

+ Bước 3 : 

ÍF(x,y) = 0 

Sau đó chúng ta ghép lại ta được hệ phương trình : < 

[f(x,y)-g(x,y) = k(x,y) 

Trong quá trình tạo đa thức cần “ghép và tạo ” ta sẽ điều chinh điều kiện của 
hệ đối xứng loại 1 và nghiệm của hệ sao cho phù họp. Và cố gang chọn đa 
thức sao cho hình thức phương trình có chô “đế thở” về mặt hình thức và 
đường hướng đi ngược lại lời giải của bài toán đối với người giải được thực 
hiện tốt nhất có thế. Sự lắt lẻo khó chịu sẽ tăng lên nếu chúng ta chọn các đa 
thức và hệ số có tinh “làm khó ” sẽ tạo ra nhiều hệ thủ vị. Và điếm thú vị xoay 
quanh vấn đề này còn nằm ở chó chưa chắc đa thức ban đầu ta chọn là hướng 
đi duy nhất. Đây chính là điếm thu hút của bài toán. 



Phân tích : 


Với hệ này, ta dễ dàng nhận thấy phương trình thứ nhất đối xứng với biến X, y . 
Còn phương trình thứ hai thì không có được sự đối xứng như vậy. Hình thức 
các tích của phương trình thứ hai trong hệ cũng không cho chúng ta được nhận 
định được gì nên ta sẽ tiến hành khai triến hết ra xem thế nào. 

Cụ thế ta sẽ có hệ được biến đối thành : 

jx 3 +x 3 y 3 +y 3 -7 = 0(1) 

j-2x 3 -2x 3 y 3 -2y 3 +3x 2 y 3 +3xy 3 -15x 2 +75x-74 = 0(2) 

Ta thấy phương trình thứ hai có sự cô lập của hai biến x,xy nên ta sẽ đấy ý 
tưởng kết hợp hai phương trình lại đế tìm sự đối xứng và phân ly bắt nhân tử 
chung. 

Tức là ta cần “ghép và tạo” như sau : 

(-2x 3 - 2x 3 y 3 - 2y 3 + 3x 2 y 3 + 3xy 3 -15x 2 +75x- 74 ) + 

k-(x 3 +x 3 y 3 + y 3 -17) = 0 

<=>-2x 3 -2x 3 y 3 -2y 3 +3x 2 y 3 +3xy 3 -15x 2 +75x- 

iịiị; 74 + Ịcx 3 + kx 3 ỵ 3 :^ : Ị«ỵ 3 : n:!:^:ĩi;:P 
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<=>(-2 + k)x 3 -15x 2 + 75x-74-17k + y 3 ((-2 + k)x 3 +3x 2 +3x + k-2) = 0 (*) 
Từ (*) ta có quyền hy vọng (*) được viết dưới dạng : y 3 (ax + b) 3 = (dx + e) 3 


Tức là : 


(-2 + k)x 3 -15x 2 +75x-74-17k + y 3 ((-2 + k)x 3 + 3x 2 +3x + k-2) 


= (dx + e) 3 -y 3 (ax + b) J (i) 

Với T = d 3 x 3 + 3d 2 ex 2 + 3de 2 x + e 3 - y 3 Ịa 3 x 3 + 3a 2 bx 2 + 3ab 2 x + b 3 j. 

-2 + k = d 3 
3d 2 e = -15 


3de 2 =75 

. , e 3 =-74-17k 

Đông nhât hệ sô hai vê của (i j ta có : < <=> < 

a 3 = -k + 2 
3a 2 b = -3 
3ab 2 = -3 
b 3 =-k + 2 

Vậy lấy (2) + 3 • (1) vế theo vế ta có phưong trình : 
y 3 (x + l) 3 = (5-x) 3 <=>y(x + l) = 5-x<=>xy + x + y = 5. 

f 3 , „3,,3 , ,3 _ -7 

., , „ x+xy+y=7 

I lr\ hp no nhn Tt*rv thònh hp • J J J 


a = -l 
<=> < b = -1. 


e = -5 


Do đó hệ đã cho trở thành hệ : < 

[xy + x + y = 5 

Hệ này là hệ đối xứng loại 1 đã biết cách giải. 

Lời giải: 

Hệ đã cho được biến đối thành hệ : 
jx 3 +x 3 y 3 +y 3 -17 = 0(l) 

j-2x 3 - 2x 3 y 3 - 2y 3 + 3x 2 y 3 + 3xy 3 -15x 2 + 75x - 74 = 0 (2)' 

Lấy (2) + 3 • (1) vế theo vế ta sẽ có phương trình : 

X 3 - 15x 2 + 75x - 125 + y 3 + x 3 y 3 + 3x 2 y 3 + 3xy 3 = 0 y 3 (x + 1) 3 = (5 - x) 3 

«>y(x + l) = 5-x<^>xy + x + y = 5 (3). 

Kết họp (3) và (l) ta được hệ : 
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Ịx 3 +x 3 y 3 +y 3 =17 í(x + y) 3 -3xy(x + y) + x 3 y 3 = 17 
[xy + X + y = 5 [xy + x + y = 5 

Đặt P = X + y ,S 2 -4P>0.Lúcđóhệ (1) trở thành hệ: Ị s -3SP + P = 17 
[p = xy ' ■ [s + p = 5 


|s 3 -3S(5-S) + (5-S) 3 =17 
Ịp=5-S 


js 2 -5S + 6 = 0 ÍS = 3vS = 2 

|p = 5-s [P = 5-S 




s = 2 

p = 3 
s = 3 
p = 2 


Đối chiếu điều kiện ta có nhận : 


fc 3 °li +y ;M y r 3 :\ « 

[p = 2 [xy = 2 [x 2 -3x + 2 = 0 



Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là : (x,y) = |(l;2);(2;l)|. 

Bình luận: Bài toán này gốc gác của nó là một bài toán cơ bản, nhưng qua việc 
“ghép và tạo” hệ đơn giản đã sinh ra một hệ rất khó đoán ấn phụ. Một biến tấu 
rất khó chịu nhưng lại hấp dẫn. Với phân tích trên sẽ giúp các bạn tìm được lời 
giải cho một số bài toán tạo hệ như vậy và đó có lẻ là con đường tư duy tự 
nhiên cho loại bài toán này! 


Ví dụ 17 : Giải hệ phương trình < 

' 4 n 4 

X -2x = y -y 

. ,3 (x,yeO) 

(x 2 -y 2 ) =3 


(Chọn đội tuyển quốc gia ĐHSP Hà Nội) 


Phân tích : Quan sát hệ này, chúng ta nhận thấy trong hệ chứa các hằng đắng thức 
X 4 -y 4 ,x 2 -y 2 . Các hằng đẳng thức này đều liên quan đến hai đại lượng 
X + y, X - y nên ta sẽ suy nghỉ đặt ẩn phụ hóa như sau : 


Í2x = a + b 


[a = X + y 
Ịb = x-y 


=>i 


y = 


a -b 
2 


ab = X 2 -y 2 


4 4 _ , 

X - y = ab 


V 


—ì 
2 J 


264 























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


Và như vậy xem như hệ sẽ trở thảnh : 


^ ( a 2 +b 2 ^ 

ab 


2 

ỊaV =3 

này hoàn toàn có thế giả tốt nhờ phép thế hằng số theo biến. Do đó ta đi vào lời 


V - J 

,3u3 


-< a+b > + i ^ 0 .H ệ 


giải cho bài toán như sau. 

Lời giải: 

Hệ phương trinh đã cho được biến đối thảnh hệ : 


ỉ(x 4 -y 4 Ị = 4x-2y 

ỷ-?)’-> 


(>)■ 


a = X + y 

Đặt < 

lb = x-y 


2x = a + b 
2y=a-b 
X 2 - y 2 = ab 


Lúc đó hệ (I) trở thành: 


l(x 4 -y 4 j = ab(a 2 +b 2 ) 

Ịa 2 +b 2 j = 2(a +b) 


ab 


aV=3 


-a +b 


oị 


ab 


<^>- 


» ■ 


© Với 


[ a 3 b + ab 3 = a + a 3 b 4 
a 3 b 3 = 3 


[a 3 b 3 =3 
ịa = 0 
a 3 b 3 =3 


oị 


i(a 2 b + b 3 -a 2 b 4 -l) = 0 1 


a 3 b 3 = 3 


Ịa 2 +b 2 j=a +3b 
a 3 b 3 =3 

(b 3 -l)(l-a 2 b) = 0 


a 3 b 3 = 3 


lva 2 b = l 

[a = 0 

[b = l 1 


, - V- 



[a 3 b 3 =3 1 

[ a v=3 1 


a 2 b = 1 


hệ vô nghiệm. 


©Với 


1 b = 1 fb = l fx + y = 1 

[a 3 b 3 =3^|a = 3/3 ^ jx-y = 3/3 


oị 


1 + « 


X = 


-1 + 3/3 ' 


©Với 


a 2 b = 1 a 2 b = 1 


a 3 b 3 =3 |ab z =3 


<=> • 


oi 


b = - 


oi 


3/3 


oi 


b = ; 


x+ y=ri£T 


oi 


.-y = 3/9 


3/3 


y = - 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


(*,y)=< 


Ịf 1 + 1/3 -1 + 1 / 3 ) 

' 2 

_>ìl 

[1 2 ; 2 / 

W' 

x/3 Jj 


Bình luận : Bài toán này tuy đơn giản nhung nếu không phát hiện ra cách đặt tống 
hiệu của hai đại lượng x,y thì sẽ khó giải quyết. Phương pháp này cũng rất 
thường được sử dụng trong giải hệ bằng phương pháp ẩn phụ. 



6 x 2 y + 2y 3 +35 = 0 


5^x 2 + y 2 ) + 2xy + 5x + 13y = 0 


(x,yeD) 


Phân tích : Hệ này thường được giải dưới dạng “ghép và tạo” tức là chọn k đê tạo 
ra một phương trình có nhân tử. Cách đó khá gọn và cho lời giải đẹp mắt nhưng 
để được điều đó phải qua một quá trình đòi hỏi đầy kinh nghiệm. Chúng tôi sẽ 
đi lời giải này bằng cách đặt ấn phụ cho gần gũi hơn với đa số học sinh và kết 
hợp với cách “ghép và tạo” đơn giản hơn . 

Câu hỏi là dựa vào đâu đe nghỉ đến đặt ấn phụ? Câu trả lời là ở phương trình 
thứ nhất ta có : 

6x 2 y + 2y 3 +35 = 0<^>2Ịy 3 + 3x 2 yj + 35 = 0 . 


9 ; _ r r ^ # ^ f -5 2 1 /V I 1 1 A y ỉ r 

ơ tính chât chúng tôi đã nêu ra ta sẽ có : y + 3x y = -- 7 -—, kêt 


2 

hợp với hình thức của phương trình thứ hai ta hoàn toàn có thế ấn phụ hóa : 
[a = X + y 
Ịb = x-y' 

2 ..2 _ a 2 +b 2 

X + y =--- 


Khi đó ta sẽ có 


a + b 
2 

a-b 


Và ta sẽ đưa hệ đã cho về hệ : 


xy = - 


a 2 -b 2 


a 3 -b 3 +35 = 0 


^a 2 +b 2 ^ 


a 2 -b 2 


+ 5 


a + b 


+ 13 


a-b 


= 0 


. Hệ này gần giống ví dụ 18 chúng tôi đã phân tích ở phương pháp cộng trừ, 
nhân chéo. Do đó ta đi vào lời giải cho hệ. 
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_ Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 

Lời giải: Hệ phương trình đã cho được viết lại thảnh hệ: 

2Íy 3 +3x 2 yì + 35 = 0 

(*) 

5^x 2 +y 2 ) + 2xy + 5x + 13y = 0 

2 2 _ a 2 +b 2 

X + y =-— 

2 

... _a 2 -b 2 
xy= 4 

Đítír‘ + ?> 

Ịb = x-y 2 

a-b 
y 2 

„3 .3 

3 . -,„ 2 ,, _ a -b 
y +3x y = -—- — 

2 

Khi đó ta có hệ (*)trở thành hệ phương trình : 


a 3 -b 3 +35 = 0 

s a 2 +b 2 ^1 a 2 -b 2 Ya + b^| a-b 


[a 3 -b 3 +35 = 0(1) 

(i). 

[3a 2 +2b 2 +9a-4b = 0(2) 

Lấy (1) + 3 • (2) vế theo vế ta sẽ có được phương trình : 

a 3 -b 3 +35 + 9a 2 + 6b 2 +27a-12b = 0^(a + 3) 3 =(b-2) 3 ^a = b-5. 
Thế vào (2) ta có : 

3 b-5) +2b 2 +5b-45 = 0^b 2 -5b + 6 = 0^ , " 

v ’ L b = 3 ^ a = -2 

1 

^ ,. [a = -3 í X + y = -3 x 2 

l b=2 l x -y=2 


©Với 


ị" a = -2 f X + y = -2 


<=> < 

b = 3 [ x-y = 3 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là (x,y) = 


2 ’ 2 2 ’ 2 


Bình luận : Hướng giải trong bài toán tuy hơi dài vì cần ấn phụ và sử dụng nhân 
hệ số để “ghép và tạo” nhưng đó là con đường tư duy tự nhiên hơn nếu ngay từ 
đầu chúng ta chọn nhân hệ số đế “ghép và tạo”. Vì khi làm trực tiếp ‘ghép và 
tạo” sẽ cần những kỷ năng phán đoán khá là “tinh quái” về nghiệm trước đế tạo 
ra một phương trình có đúng ngay nghiệm cần tìm đó là phương trình : 


(2y + 5) 


x + - I + 
V 2 


. 5 

y+ § 


2 h 


= 0. 


Ví dụ 19: Giải hệ phương trình 


+ (2 y-x)(l + 6xy) = 


x + 2y-l 


+ 8y 3 


2 

(x 2 -4y 2 ) -2(x + 2y + l) = (x-2yỹ 


1 -- 


12 


(x-2y) 


(x,yeũ) 


Phân tích : 

Quan sát hệ ta dễ nhận thấy, tuy hình thức khá rối nhưng phép đặt ấn phụ hóa 
lại cực kì rỗ ràng. Đó là ta sẽ ấn phụ hai đại lượng sau : a = X + 2y,b = X — 2y. 
Do đó chúng tôi sẽ không phân tích sau vào ví dụ này mà sẽ đi giải trực tiếp hệ. 

Lời giải: 

, íx + 2y 

Điêu kiện : < 

|x 2y 4- 0 

Hệ phương trình đã cho được biến đối thành hệ phương trình sau : 

6 


(x-2 y)((x-2y) 2 -l) = 


x + 2y-l 


((x-2y)(x + 2y)) 2 -2(x + 2y)-(x-2y) 2 -2 = 


12 


(I) 


X -2y 


ía = x + 2y , 

Đặt < ,(a ^ 1, b ^ 0). Lúc đó hệ (1) trở thành hệ phương trình : 

' b - X 2\- 


■í" 1 -')" 


a -1 


b 2 V 2 - 2a - b 2 - 2 = — 


o 


(a-l)(b 3 -b) = 6(l) 


b 3 a 2 -2ab-b 3 -2b = 12(l) 


(n) 


Không khó nhận thấy rằng hệ này sẽ không có nghiệm (a,b) = Ị(a,l);(a,-l)j. 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


Do đó với b^±l từ (ì) ta CÓ : a = ——— 
w b 3 -b 


+ 1. Thay vào ( 2 ) ta có phương 


trình : b 


b 3 - b + 6 3 

z 

_ 9 

V-b + 6^ 

l b 3 -b J 


l b 3 -b J 


b-b -2b = 12 




<=> 


b 3 (b 3 -b + ó) 2 -2b(b 3 -b + ó)(b 3 -b)-b 3 (b 3 -b) 2 -2b(b 3 -b) 2 = 12(b 3 -b) 2 
b 3 (b-2)(b + 2)^b 2 + 2j = 0<=>(b-2)(b + 2) = 0- 


b = 2 => a = 2 
b = -2 => a = 0 


. a = z X + zy = z X — z 

© Với ị y y 

Ịb = 2 Ịx-2y = 2 Ịy = 0 

fa = 0 fx + 2y = 0 x 1 
©Với <! _ oị _ _ <^>ị 1 . 

\b = -2 ]x-2y = -2 Ịy = ^ 

Đối chiểu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = |(2;0); -l;^-j|. 

Bình luận : Bài toán không khó nhận ra ấn phụ hóa, cái hơi sợ sợ là phép thế tạo 
phương trinh bậc khá cao, nhưng do tính “ co rút” của phương trinh bậc cao này 
ta bắt được nhân tử khá nhanh. 



(3x-2y) 6 +(2x-3y) 6 =1 
(x + y)(l9x 2 -37xy + 19y 2 ) = l 


(x,y e □ ) 


Phân tích : Với cấu tạo bậc khá cao của phương trình thứ nhất ta quyết định đặt ấn 
phụ hóa như sau : 

ía = 3x-2y „ , fx + y = a + b 

í, „ . Khi đó ta sẽ có: < - - - . 

[b = 3y-2x [l9x 2 -37xy + 19y 2 =a 2 -ab + b 2 


Lúc đó hệ phương trinh đã cho trở thành hệ : 

ía 6 +b 6 =l 


a 6 +b 6 = 1 


(a + b)Ịa 2 -ab + b 2 ) = 1 


<=>• 


) = 1 [a 3 +b 3 =1 


Hệ này giải khá đơn giản. 

Lời giải: 

ía = 3x-2y íx + y = a + b 
Đặt « => ị , , , 

[b = 3y-2x [19x 2 -37xy + 19y 2 =a 2 -ab + b 

Lúc đó hệ phương trinh đã cho trở thành hệ : 


2 • 


269 



















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 




a 6 +b 6 =1 


a 6 +b 6 = 1 


Ị(a + b)^a” -ab + b 2 j -1 ịa 3 +b 3 =l 

Từ : a 6 +b 6 = 1 => a,b e [—1; 1]. Mặt khác ta có : 


Ịa 3 =l-b 3 >0 

b 3 = l-a 3 > 0 


ì,be[0;l]. 


; (a 3 -l) + b 3 (b 3 -l) = 0 




Lấy hai phương trình trừ nhau vế theo vế ta có : 

fa(a 3 -l) = 0 

b(b 3 -l) = 0 

Vậy kết họp phương trình thứ nhất trong hệ lại ta sẽ có : 

2 

X = — 

5 
3 

y 5 
3 ' 

X = — 

5 


a 6 + b 6 = 1 

"1 

o 

II 

03 

"1 

[3x-2y = 0 

/ -Ị - 

1 

[b = l 

1 

3y-2x = l 

a a -11 = 0 <=> 


<=> 


r <=> 

V / 

j 

fa = 1 


[3x-2y = l 

b(b 3 -l) = 0 


o 

II 

-O 


[3y-2x = 0 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là (x,y) = |Ị ^’5 


Bình luận: Bài toán sau khi ấn phụ hóa sẽ chuyến về hệ đối xứng loại 1 nhưng lại 
không chọn giải quyết bằng phương pháp của loại hệ đối xứng loại 1 được vì 
bậc khá cao nên chắc sẽ có những biến đối đại số khá rối. Lời giải trong bài 
được dựa trên lối giải tổng quát của một loại hệ tổng quát sau đây mà ta cũng 


hay gặp: 


jx 2m + y 2m =l 

j x 2n+l +y 2n + l =1 



j và hệ trong ví dụ là một biến tấu của hệ 


tổng quát. 

2) An phụ hóa với hệ chứa căn thức. 

Đối với hệ chứa căn thức thường chúng ta sẽ gặp các sự biến tấu sau đế ấn phụ 
hóa. 

- Ân phụ hóa có ngay trên hệ (trên một phương trình hoặc cả hai phương trình). 

- Ân phụ hóa có được sau một phép biến đối như nâng lũy thừa, chia hoặc nhân 
một đại lượng nào đỏ khác 0. 

về cách nhìn chung cơ bản là như vậy, nhưng do sự biến tấu ấn phụ rất phong 
phủ nên cách tốt nhất nó chinh là rèn luyện cảm giác sự liên quan đến đại 
lượpg cạp .ãtĩ.phụ.yậ cậg.ặại hự.ợng£Ộn lạịẬrong hệ,... .... .. . . . .. ........ 
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Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


Mục đích chung trong việc ấn phụ hóa là khử căn thức. Ta thường cỏ hai cách 
ân phụ hóa như sau : 

- Đặt một ẩn phụ dạng a = Jf (x) biến đổi đưa về phương trình hoặc về hệ 

7 __ ' 7 - 7 _ • _ 7 . _ 2.1 


phương trình đã biêt cách giải. 

' , [a = Jf(x) [a = Jf(x) 

- Đặt hai ân phụ ở hai dạng < V < v 

b = N /ÌÕÕ [b = g(x) 


đê xử lí trên một phương 


trình hoặc toàn hệ đế từ đó đưa về các phương trình hoặc hệ đã biết cách giải. 
Ví dụ 1: Giải hệ phương trình 


x + 2J5x 2 -y 2 =5 


(x,yeũ) 


ự21x 2 +4(x + l-y 2 J-4(x + 2)ự5x 2 -y 2 =-19 
Phân tích : Quan sát hệ này, chúng ta dễ dàng nhận thấy đầu tiên là cả hai phương 
trình trong hệ đều chứa chung một đại lượng -^5x 2 - y 2 . Tuy nhiên, nếu quan 

sát thêm chút nữa ta lại đế ý thấy cả hai phương trình trong hệ cũng chứa chung 
đại lượng X + 2 . 

Bây giờ vấn đề còn lại là ta sẽ biến đổi đại lượng 21x 2 + 4^x +1- y 2 j theo hai 

đại lượng chung mà ta nhận ra được đó là X + 2,5x 2 - y 2 . 

Muốn vậy, ta sẽ đi xác định hai số m,n sao cho 

21x 2 +4(x + l)-4y 2 =m(x + 2) 2 +n(5x 2 -y 2 ). 

Ta có : 21x 2 +4x + 4y 2 + 4 = (m + 5n)x 2 +4mx + ny 2 + 4m . Đồng nhất hai vế 
phương trình này ta sẽ tìm được m = l,n = 4. 

Vậy ta sẽ có : 21x 2 + 4(x + l)-4y 2 = (x+ 2) 2 +4^5x 2 - y 2 Ị . Vậy hệ sẽ giải 


với phép đặt 


a = X + 2 
b = J5x 2 + y 2 


Lời giải : Điều kiện : 


5x 2 - y 2 > 0 


ì 1 giai . Lyiv^u TYiyLi . -s 0 0 \ 

21x 2 +4Íx + l-y 2 )>0 

Hệ phương trình đã cho được biến đối thành hệ : 


X + 2 + 2 J5x 2 - y 2 = 7 


Ạx + 2) 2 + 4(5x 2 - y 2 ) - 4(x + 2)^5x 2 - y 2 = -19 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


a = x + 2 


Đặt 


b = 1^5 X 2 - y 2 


, a<7,b>0. 

a + 2b = 7 


ti ~r — / 

Lúc đó hệ (ì) trở thành hệ : ị I— -— 

w Wa 2 +4b 2 -4ab = -19 


I a 2 +4ab + 4b 2 = 49 


-4ab = a 2 +4b 2 -49 


Ị— -— <=>s Ị— -— 

va 2 +4b 2 -4ab = -19 a 2 +4b 2 + Va 2 +4b 2 -30 = 0 


I -4ab = a 2 + 4b 2 - 49 


<=>• 


\Ja 2 + 4b 2 =5 


vì 


\/a 2 + 4b 2 


>0 


íab = 6 

«1 , „ «<1 
a 2 + 4b 2 = 25 


6 

a = — 
b 

4b 4 -25b 2 +36 = 0 


6 

a = — 

b 

b 2 = 4 V b 2 = — 


a = 3 

<=><! Iv-Í 

1 b = 2 


a = 4 

b-i 

2 


©Với 


p 

II 

u> 

íx + 2 = 3 

[x = l 


Ị — -— <=H 


CN 

II 

[ự5x 2 -y 2 =2 

II 

N 

1 


©Với 


a = 4 

x + 2 = 4 

X = 2 

, 3 « 

Ĩ7~2 -2 3 <=> \ 

2 71« 

b = — 

V5x 2 - y =- 

y = — 

l 2 

r 2 

4 


ừ=i 

h, 

ừ=-i 

X = 2 

ự7Ĩ 


y=- 


X = 2 


yỊĨĨ 


Đối chiếu điều kiện và thử lại ta có nghiệm của hệ là 


(x,y)= (1;1);(1;-1); 




l V " A ~ 2J 

Bình luận : Hệ phát hiện ra ấn phụ khá đơn giản, nếu không nhận xét ra thêm nhân 
tử chung của cả hai phương trình là X + 2 thì ta vẫn giải hệ rất tốt với một ấn 
phụ cho căn thức. Phần còn lại là giải hệ bằng phương pháp thế hệ quả khá đơn 
giãn. 
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lx + y + 3+Jx-y + 5= 5 


Ví dụ 2: Giải hệ phương trình< (x,yeO) 

[ự8x + 4y + 17+ự3x + 4 =3-4x-2y 

Phân tích : Với hệ này chứa tất cả là bốn căn thức. Tuy nhiên, ta quan sát được ở 
phương trình thứ hai trong hệ hai đại lượng 8x + 4y + 17,3-4x-2y có hệ số 
đứng trước x,y liên quan đến đại lượng 2x + y + 3. Mặt khác giữa hai đại 
lượng 2x + y + 3, X - y + 5 có dấu của y trái dấu và tổng hệ số của X ở hai 
lượng này là 3 nên 3x + 4 cũng liên quan đến hai đại lượng đó. Với suy nghỉ 
này ta sẽ ấn phụ hóa hai căn thức ở phương trình thứ nhất. 

„ „ * . , fa = j2x + y + 3 _ ía 2 = 2x + y + 3 _ „ 2,2 „ 


:2x + y + 3 


3x = a 2 +b 2 -8. 


Cụ thể ta có: =>r ' 7 ' -'=>3x = a 2 +b 2 

[b = yỊx - y + 5 [b 2 =x-y + 5 

Mặt khác ta lại có : 

8x + 4y + 17 = 4(2x + y + 3) + 5 ; 3-4x-2y = 9-2(2x + y + 3) . 
Vậy là hệ hoàn toàn có thế giải quyết theo hai ấn phụ mới là a,b . 
2x+y+3>0 
X - y + 5 > 0 

Lời giải: Điều kiện : < 4 

X > 

3 

3-4x-2y>0 

Hệ phương trình đã cho được viết lại là : 

Ị 2-y/2x + y + 3 + yịx - y + 5 = 5 ( ^ 

Ịự4(2x + y + 3) + 5+ự3x + 4=3-4x-2y 1 


a = J 2x + y + 3 _ . ọ n _ . 9.9 

,a,b> 0. Ta có : 3x = a 2 +b 2 -8^>3x + 4 = a 2 +b 2 -4. 

b = Jx- y + 5 


Lúc đó (*) trở thành hệ : 


2a + b = 5 


la 2 +5 + Va 2 +b 2 - 4 =9-2a 2 


b = 5 -2a" 


+ 5+ Ja 2 +(5-2a) 2 -4 + 2a 2 -9 = 0 


b = 5-2a 


+ 5 +-\/5a 2 -lOx + 21 +2a 2 - 9 = 0(l) 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 

Xét (l),tacỏ (1) <=> \j4ã 2 +5 - 3 + *\/5a 2 -lOx + 21 -4 + 2^a 2 -lj = 0 
4 ( a2_1 ) 5(a-l) 2 

<=> v — + ==—= -+ 2(a-l)(a + l) = 0 

V 4a 2 +5+3 y5x 2 +10a + 21 +4 

4(a + l) 13a + 3 + 2(a + l)^5a 2 -10x + 2l]_ n 

v V4a 2 +5+3 x/5a 2 -10a + 21 +4 y 

c“ 

<=>a = l=>b = 3 vì c > 0, Va > 0. 

2 
3 

10 ■ 

3 


r 2 

Bình luận : Bài toán tuy chứa nhiều căn thức nhưng nếu tinh ý phân tích các hệ số 
theo chuẩn đại lượng nào đó ta vẫn tìm được ẩn phụ phù họp và đưa đến giải 
một hệ cơ bản. Nguồn gốc của bài toán là xuất phát một phương trình vô tỷ nào 
đó được chọn sẵn và bằng phép thay thế ta sẽ được một hệ đẹp. Và việc còn lại 
là chúng ta sẽ rút thế và đi ngược lại đế tìm kiểm phương trình vô tỷ ban đầu đã 
được che giấu. 

Ví dụ 3: Giải hệ phương trình 

xị5x + ĩJx 2 - y \ = 3>y + 8 

‘ ' _1 (x.yeũ) 

2(2x-l )\jx 2 - y- 2(y + l) = 5x(l-x) 

Phân tích : Bài toán này, quan sát hệ chúng ta chỉ thấy hệ có một căn thức, đại 
lượng trong căn chứa y và ngoài căn cũng chứa y nên ta sẽ nghỉ ngay đến 
phép ân phụ hóa căn thức và phép thê. 

Đặt t = <Ịx} - y => y = X 2 -1 2 . Và thế vào hệ ta sẽ có hệ phương trình sau : 
x(5x + 3t) = 3(x 2 -t 2 ) + 8 Í2x 2 +3xt + 3t 2 =8 

< <=>s^ 

2(2x-l)t-2Íx 2 -t 2 +l) + 5x 2 -5x = 0 [3x 2 +4xt + 2t 2 -5x-2t-2 = 0 

Hệ cuối là hệ bậc hai tống quát đã biết cách giải. Giờ ta đi vào giải hệ . 

Lời giải: 

Điều kiện : X 2 - y > 0. 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) 



í a = 1 í J2x + y + 3 = 1 r 2x + y = -2 

Vậy ta có: r _ <*{ <^ r ' . 

[b = 3 [ựx-y + 5=3 l x -y = 4 


«(a-l) 
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Đặt t = sjx 2 -y,t > 0. Ta có : y = X 2 - 1 2 . 

Thay vào hệ ta được hệ phương trình: 

x(5x + 3t) = 3(x 2 -t 2 ) + 8 Í2x 2 +3xt + 3t 2 =8(1) 

2(2x - l)t - 2(x 2 -1 2 +1) + 5x 2 -5x = 0 [3x 2 + 4xt + 2t 2 - 5x - 2t - 2 = 0(2) 


Lấy (l) - 2 • (2) vế theo vế ta được phương trình : 
t 2 -(4-5x)t + 4x 2 -10x + 4 = 0«-(t + x-2)(t + 4x-2) = 0 


t = 2 -X 
t = 2-4x 


Với t = 2 —X thay vào (l) ta có phương trình : 


X -3x + 2 = 0<=> 


X = 1 => t = —1 
X = 2 => t = 0 


r , , , , íx = 2 íx-2 íx = 2 

Đôi chiêu điêu kiện của t ta có : _ 1 1—- <=> < 

0=0 h/TTLo \y= 4 

Với t = 2 - 4x thay vào (1) ta có phương trình : 

X = 1 => t = -2 


19x 2 -21x + 2 = 0 <=> 


2 . 30 

X = —-=> t = —- 

19 19 


Đối chiếu điều kiện của t ta có: 


2 

2 

X = — 

X = — 

19 

19 

<=> y 

<=> ị 

30 

n — 30 

t = — 


l 19 

r 19 l 


19 


896 

361 


Đối chiếu điều kiện của hệ ta có nghiệm của hệ là: (x, y) = j(2;4) 

Bình luận: Với bài toán có một căn thức lặp lại ở cả hai phương trình trong hệ 
thông thường ta sẽ lụa chọn phép ấn phụ hóa và sử dụng phép thế. Bài toán 
chúng ta vừa nghiên cứu xong là một loại hệ như vậy và ta đưa về hệ phương 
trình bậc hai tống quát quen thuộc, hệ này ta có thế lựa chọn nhiều cách tiếp cận 
như chúng tôi đã đề cập ở các phần trước. Nguồn gốc của bài toán này chắc 
chắn bắt nguồn từ một hệ bậc hai có trước rồi sau đó người ta sử dụng phép 
thay thế. 
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Ví dụ 4: Giải hệ phương trình 

y 2 + 2x -1 = 9/1 +X + 2-ựl + y 

ị , _ , / ' X ,-(x,yeũ) 

Ị(y — x)(y +1) — 1 = (^2 — y 2 

Phân tích: Với hệ này ta quan sát thấy trong hệ cả hai phương trình đều liên quan 
đến hai đại lượng đó là V1 + X, Jỉ + y nên ta có thể ẩn phụ hóa: 

I a - vì 7 X Jx = a 2 -1 
\b = Ặ+ỹ |y = b 2 -l 

(b 2 -l) 2 +2(a 2 -l) = l + a + 2b 
Khi đó ta sẽ có hệ phương trình mới: < ' ' ' ' 

(b 2 -a 2 )b 2 +(b 4 -2b-l)a = l 

Với hệ mới ta đe ý đến phương trình thứ hai trong hệ là một phương trình bậc 

hai theo biến b 2 nên ta có quyền hy vọng bắt nhân tử từ phương trình này. 

Cụ thể ta sẽ có : 

(b 2 - a 2 )b 2 + (b 4 -2b - l)a = 1 <z> (1 + a)b 4 -(a 2 + 2a)b 2 -(a +1) = 0. 

Ta có A ^2 = Ịa 2 + 2a j + 4(a +1) 2 = Ị^a 2 + 2a + 2 Ỵ . Điều này đã chứng tỏ được 

phương trình thứ hai trong hệ mới tách được nhân tử và như thế hệ hoàn toàn 

được giải quyết. 

, fx > -1 

Lời giải: Điêu kiện : •< 


X>-1 


a = sjx + ] 


y>-l 


(a,b>0). Ta có : 


X = a -1 
y = b 2 -1 


Khi đó hệ phương trình đã cho 


T [b = VFĩI v ' [y = b 2 -i ^ 0 

trở thành : 

(b 2 -l) 2 +2(a 2 -l) = l + a + 2b (b 2 -l) 2 +2(a 2 - l) = l + a +2b(l) 

(b 2 -a 2 )b 2 + (b 4 -2b-l)a = l (l + a)b 4 -(a 2 +2a)b 2 - (a + l) = 0(2) 

Từ ( 2 ) ta có = ^a 2 + 2aỊ + 4(a +1) 2 = ^a 2 + 2a + 2 Ỵ. 

Do đó ta có ( 2 ) <=>Ịb 2 -a -lj|ab 2 +b 2 +lj = 0<^>b 2 =a + l vì ab 2 +b 2 +1 > 0 . 

Thay vào b 2 =a + l vào (l)tacó: 

3a 2 -a-3 = 29 / 3 + 1 <=>3(a 2 -a-l) + 2(a--Vã+I) = 0 


<=>3 a 2 -a-ll + 2 


a -a-1 
a + -v/ã +1 


= 0<=> a -a-1 3 + - 


â + V â + 
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<=> 


a = 


1 + y /5 
2 

1-V5 


Đối chiếu điều kiện ta có : a = 


1 + • 


^2 _ 3 + 2\f5 


Vậy ta sẽ có : 


a = - 


y+i = 


l + y/5 


3 + 2\Í5 




x + l = 


y+i = 


3 + n/5 

2 

3 + 2^ 




X = - 


1 + ^5 

2 

1 + V5 


Đối chiếu điều kiện của hệ ta có nghiệm của hệ là (x, y) = 


1 + yỊsi + ^ỉs' 

_ 9 _ 


V ~ “2 

Bình luận: Đây là một cách đặt ấn phụ thường gặp trong hệ chứa căn thức và 
không khó phán đoán. Xuất phát điếm của nó là dựa trên một phương trình tách 
được nhân tử và sử dụng phép thế để tạo ra điềư kiện ràng buộc trong hê. 


Ví dụ 5: 


Giải hệ phương trình < 

2(3x-5y) N /x 2 -y 2 =3(5x-3y-3) 

, (x,yeũ) 

(ựx + y + ựx-y-l) =8 + (x-y-2) 2 


Phân tích : Với hệ này ta nhận xét thấy xuất hiện các đại lượng 
X + y, X - y, X 2 - y 2 nên ta nghỉ đến phép đặt ẩn phụ như sau: 

a 2 +b 2 



a = X + y 

b 2 =x-y 


X = - 


2 

a z -tv 


[ y= — 

Kh i đó ta sẽ có phương trình thứ nhất trong hệ trở thành : 


7a 2 + b 2 ^ 

vl 2 


-5 


V-b 2 ^ 


2 


V 


ab = 3 




' ỊV+ b 2 X 

vl 2 


-3 


V-b 2 ^ 


2 


V 




-3 
2 2 


<=> 2(4b 2 - a 2 )ab = 3(a 2 + 4b 2 + 3 ) <=> 8ab 3 - 2a 3 b -3a 2 - 12b 2 -9 = 0 
<=> 8ab 3 + 4a 2 b 2 + 6ab - 2a 3 b - 4a 2 b 2 - 3a 2 - 6ab - 12b 2 - 9 = 0 


<=> 


2ab(2ab + 4b 2 +3)-a 2 (2ab + 4b 2 +3)-3(2ab + 4b 2 +3) = 0 
«(2ab + 4b 2 +3)(2ab-a 2 -3) = 0. 

Vậy tới đây ta chỉ còn thực hiện phép thế vào phương trình thứ hai trong hệ. 
Vậy xem như hệ đã được giải quyết. 


277 





















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 
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Lời giải: Điều kiện : 


[x + y > 0 
1 x-y>0 


I a - Jx + y 

Đặt < _, (a,b >0). Từ phép đặt ta có : 

|b = ựx-y 


a 2 + b 2 


a 2 - b 2 


o 


<=>• 


Lúc đó hệ phương trình đã cho trở thành hệ phương trình : 

í í-2 .i2\ í _2 ,_2 44 í í _2 . ì 2\ (2 1 4 

ã z + b“ a-b- a-+b- a -b“ 

2 3 --- - 5 --- ab = 3 5 --- - 3 --- - 3 

2 2 2 2 

\ \ J \ 

(a + b-1) 3 = 8 + (b-2) 2 

2(4b 2 -a 2 )ab = 3(a 2 +4b 2 +3) Í8ab 3 -2a 3 b-3a 2 -12b 2 -9 = 0 
(a+b-1) 3 =8 + (b-2) 2 Ị(a + b-l) 3 =8 + (b-2) 2 

í8ab 3 + 4a 2 b 2 + 6ab - 2a 3 b - 4a 2 b 2 - 3a 2 - 6ab - 12b 2 - 9 = 0 


(a + b-1) 3 =8 + (b-2) 2 


oi 


oi 


2ab(2ab + 4b 2 + 3 ) - a 2 (2ab + 4b 2 + 3 ) - 3 (2ab + 4b 2 + 31 = 0 
[(a+b-l) 3 =8 + (b-2) 2 
(2ab + 4b 2 + 3)(2ab - a 2 - 3 ) = 0 
(a + b-l) 3 = 8 + (b-2) 2 

b = 


>)=' 


2ab-a 2 - 3 = 0 _ _ . 

<=> <í vì 2ab + b + 3 > 0 

(a + b-1) =8 + (b-2) 


o< 


a 2 +3 


2a 


.2 , TỸ í 2 ~ 4 2 


oi 


a-l + 


a +3 
2a 


= 8 + 


a +3 
2a 


-2 


b = 


a 2 +3 
2a 


(3a 2 -2a + 3) 3 =64a 3 +2a(a 2 -4a + 3) 2 


o< 


b = 


a 2 +3 
2a 


oi 


27a 6 -56a 5 + 133a 4 -224a 2 +165a 2 -72a + 27 =0 

a 2 +3 

b = ——— 

2a 

)=' 


(a -1) 2 (27a 4 - 2a 3 + 102a 2 -18a + 271 = 0 
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, _a 2 +3 
b = ——— 

2a 

(a -1) 2 Ị"26a 4 + (a 2 - a) 2 + (9a -1) 2 + 19a 2 + 261 = 0 

= ^ vì 26a 4 +(a 2 -a) 2 +(9a-l) 2 +19a 2 +26>0 

5 
2 

_3 ■ 

2 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = 

Bình luận : Bài toán nhận ra ấn phụ không khó, chú ý rằng cách đặt ấn phụ kiếu 
“tổng, hiệu” thế này cũng thuờng được sử dụng trong bài toán hệ căn thức. Độ 
khó của hệ ta đang xét là khâu kiếm soát tính toán và khai triến hằng đắng thức 
họp lí. 



Phân tích : Với hệ này, chúng ta nhận thây hệ chứa ba căn thức nhưng hai căn 
thức ở phương trình thứ nhất có ẩn phụ hóa cũng không giúp chúng ta được gì. 
Căn thức ở phương trình thứ hai nếu chúng ta ấn phụ hóa nó thì khả năng biễu 
diễn biến X hoặc biến y theo ấn phụ mới và biến cũ sẽ có tác dụng hơn vì lúc 
đó nó chuyển về phương trình đa thức quen thuộc có thể nhắm đến được cách 
phân tích nhân tử. Đối với bài toán vì trong phương trình thứ hai có chứa duy 
nhất y nên ta sẽ rút y theo biến X và ấn phụ mới. Cụ thế ta có : 

Đặt t = Jx - y + 3 =>y = x-t 2 +3. Khi đó phương trình thứ hai trong hệ sẽ 
được viết lại thành phương trình sau : 

^2x 2 + x + 4Ịt-x-2^x-t 2 + 3^ = 6x 2 +24 

<=> 2t 2 + (2x 2 + X + 4)t -3(2x 2 + X + lo) = 0 . 

<=> (t -3)^2x 2 + x + t + loỊ = 0-£í>t = 3. 

Và như vậy ta đã có cơ sở đe thực hiện phép thế giải phương trình thứ nhất 
trong hệ. 

Tuy nhiên, nếu với góc nhìn sâu hơn và đủ tinh tê hơn thì chúng ta nhận thấy 
trước căn thức là một tam thức bậc hai theo biến X và vế còn lại cũng có bậc 


5 ._ 3 " 
2 ’ 2 / 
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hai theo biến X nên ta thử hy vọng xem rằng nếu ta đặt ấn phụ hóa như sau : 


a = ,/x - y +: 


•Ị thì có giải quyết được phương trình thứ hai. 

[b = 2x 2 +x 

Điều này đã quá rõ ràng ở bước đặt đầu tiên cho một phương trình rất rõ ràng 
giữa hai ẩn phụ a,b . 

Vậy, tới đây ta có hai đướng giải quyết cho bài toán để có được phép thế, và 
như thế hệ đã được giải quyết. 

3y 2 +37x-35>0 

Lời giải: Điều kiện : < 3x 2 - y - 5 > 0 
X - y + 3 > 0 

Đặt t = yỊx - y + 3, t > 0 , Ta có : y = x-t 2 +3. Lúc đó phương trình thứ hai 
trong hệ được viết lại: 

Ị^2x 2 + x + 4jt-x-2^x-t 2 +3j = 6x 2 +24 = 0 

<^> 2t 2 +^2x 2 + X + 4jt -3^2x 2 + X + loj = 0 

3)^2x 2 + x + t + loj = 0<^>t = 3«- yjx - y + 3 = 3c^>y = x- 6vì 

Í2x 2 +x + 10> 0 
|t>0 

Thay y = X - 6 vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 
^3(y-6) 2 +37X-107 -^3x 2 -x + 6-5 -n/3 

< > v3x 2 . X • I v3x 2 - X • I - võ V3 (1). 

Xét hàm số f(x) = -v/3x 2 + X + 1 -a/3x 2 -x + 1 , Vxeũ . 


Ta có : 


f'M= 


6 x + l 


6 x-l 


3 x + 


3 X- 


2V3x 2 +x + 1 2V3x 2 -x + 1 


3 x + - 


1Y 11 


n" 11 

3 X - 4 
V 6 ) 12 


Lại xét hàm số g(t) = - 


3t 2 + — 


Vt SŨ . Ta có : 


g'( t ) = - 


4 3t +•• . 3r + 


■ > 0, Vt SŨ 
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( r 

( 0 


>g X-- 

l 6, 

l 6 


Do đó hàm Số g(t) đồng biến VteU . 

.. , 1 1 

Mặt khác ta có: X + — > X — n 
6 6 

Từ đây ta có f'(x)>0,Vxeũ . Do đó hàm số f(x) đồng biến Vxeũ . Suy ra 

f(x) = >/5-%/3 có tối đa một nghiệm. Mà f (l) = ^ -\fĩ. Do đó X = 1 là 

nghiệm duy nhất của (l). Suy ray = -5. 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (l;-5). 

Bình luận: Với hệ này, việc đặt ấn phụ bắt nhân tử là một phép đặt quen thuộc qua 
các ví dụ trên , độ khó của hệ này nằm ở giải phuơng trình tìm nghiệm, cấu trúc 
giải phuơng trình này chúng tôi sử dụng phuơng pháp “hàm số lồng hàm số đại 
diện” it thấy đế giải một phuơng trình vô tỷ. 


Ví dụ 7: Giải hệ phuơng trình 


(x,yeũ) 


(x-y) 2 +4(y-ựy(x-l)) = l 

2(3 + 2y) Vx+I - 2 (2x -1) yjỹ = 9 
Phân tích : Với hệ này, một lần nữa ta quan sát đuợc trong hệ trong hệ chứa ba căn 
và -v/x +1. Tuy nhiên do cấu trúc phuơng trình thứ nhất trong hệ 

, Ẩ , [ a = y/x -1 

đây ta đi đên ý tuởng đặt ân phụ hóa nhu sau : < . Khi đó ta có phuơng 

lb = Vỹ 

trình thứ nhất đuợc biến đối như sau : 

(a 2 -b 2 +l) 2 +4(b 2 -ab) = lc^(a 2 -b 2 ) 2 +2(a 2 -b 2 )-4b(a-b) = 0 

a -b = 0 

<=> , - 

(a + b) +2 = 0 

Và như vậy ta đã có thế thực hiện phép thế đế giải phương trình thứ hai. 
y(x-l)>0 
y>0 


Lời giải: Điều kiện : 


<=> 


X + 1 > 0 


I X > 1 

ly>0' 


a = -v/x-1 ______ , 

Đặt < , a,b>0 . Từđây ta có : x-y = a -b +1. 

l b = vỹ 

Lúc đó phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối như sau : 

(a 2 -b 2 +l) 2 +4(b 2 -ab) = lo(a 2 -b 2 ) 2 +2(a 2 -b 2 )-4b(a-b) = 0 

(a -b)Ị(a + b)(a -b) 2 + 2(a -b) -4bj = 0 

•(a-b)Ị(a + b) 2 (a-b) + 2(a-b)j = 0 


<s> a-l 
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<=>(a-b) 2 Ị(a + b) 2 +2j = 0<=>a = b vì (a + b) 2 +2>0. 
Phương trình thứ hai được biến đối thành phương trình : 
2(3 + 2b 2 )^a 2 +2-2b(2a 2 +l) = 9 (*) 

Thay a = b vào phương trình (*) ta có phương trình : 

2^3 + 2a 2 j-\/a 2 + 2 = 4a 3 + 2a + 9 <=> \Ịã 2 + 2 - (a + l) = 


4a +2a + 9 
4a 2 +6 


-(a + l) 


<=> 


<=> 


l-2a 


(2a-l)(2a + 3) 


ị 


ẵ + 2 + â + 1 


1 

a = — 
2 

2a 2 


4a z +6 


/ - 1 \ 1 2â + 3 

<=>(2a-l) J - - 9 - 

+2 + a + l 4a 2 +6 


= 0 


-5a + 3 = (2a + 3 )\f; 
Xét phương trình : 


(*) 


a 2 +2 


2a 2 - 


5ci + 3 — (2â + 3) + 2 1 


a > 0 

2a 2 -5a + 3 > 0 


\ 2 

(2a 2 -5a + 3J = (2a + 3) 2 (a 2 + 2 ) 




0<a<lva>7 

2 

32a 3 -20a 2 +54a + 9 = 0 


Xét hàm số f(a) = 32a 3 -20a 2 +54a + 9, Vae(0;l] 

5 


u 


3. ... 

— ;+co 
2 


Ta có : f'(a) = 96a 2 -40a + 54 = 96 


a - - 


24 


299 

+ ^>0, VaG(0; 1 ]u 
6 


3 


Vậy hàm số r (a j là hàm số đồng biến trên hai khoảng (0; 1 ] và 
Mặt khác ta lại có : 

©Va e(0;l] =>9< f (a)< 75 nên f (a) = 0 vô nghiệm Va e(0;l]. 

“3 X r 3 V 

©Va e ^-;+co 1 f(a) > 153 nên f (a) = 0 vô nghiệm Va e 2 ’ + 00 J' 

Vậy phương trình 2a 2 - 5a + 3 = (2a + 3) Va 2 + 2 vô nghiệm. 

Do đó từ (*)<=> a = Ị<=> \X 1 = Ị«X = — =>y = —. 
v ’ 2 2 4 4 

, , , f ỹ Ị A 

Đôi chicu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = 4 4 1' 


2 
3 

— ;+G0 

2 J 


— 1+00 


282 























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


Bình luận : Bài toán vẫn là phát hiện ấn phụ và khéo léo chọn được ấn phụ phù 
họp đế cỏ những triển khai cỏ lợi nhất. _ 



- ,y~ 2x 
9x + — + 2 y + — = 4 
X V y 


f 2x ,Y y A 


IV y 2 


(x,yeũ) 


v 7Y-9 
vx 2 J 


= 18 


I_ LV J _I 

Phân tích : Với cấu trúc hệ này, ta nhận thấy ngay ấn phụ đã xuất hiện ngay từ 

L_ L 7 y 


phương trình thứ nhât trong hệ. Cụ thê ta sẽ đặt: 


a = J9x + — 

X 


b =Jy + f 


. Tuy nhiên vấn 


đề bây giờ là ta cần biễu diễn phương trình thứ hai phải liên quan đến ấn phụ. Vì 
với phép đặt như vậy ta không thế làm gì đế thế xuống phương trình thứ hai cho 
ra một biếu thức liên quan đến ấn phụ. 

Ta nhận thấy các đại lượng trong tích ở vế trái phương trình thứ hai có gì đó 
ngược ngược với biếu thức trong hai căn mà ta ấn phụ hóa. Vậy phải chăng đây 
là một kết quả đã được biến đối từ một điều “thuận” của ấn phụ? Đe tìm hiếu ta 
sẽ đi ngược lại vấn đề là phá cấu trúc tích đó để sắp xếp lại. 

Cụ thế ta có phương trình thứ hai được viết lại thành phương trình : 

(2x - y 2 )(y - 9x 2 ) = 18x 2 y 2 <=> 18x 3 + y 3 + 9x 2 y 2 = 2xy 


. 9x , y , 9 , 9x 

<=> —— +1— + -xy = 1 <íí> —- 
y 2x 2 y 


9 y y 2x 

+ - xy + 2— + -Ị- ■ — - 2 
2 2x 2x y 


. 9 

<=> -X 
2 


2 x 

y+Y 1 , 

y J 


y_ 

2x 


2x 

y +í Y, 

y J 


\ í 

= 2 <=> 


2x 

y +í Y, 

. y J 


9x + — 1 = 4. 

X. 


Và tới đây mọi thứ đã hoàn toàn. Ta sẽ đi vào lời giải cho bài hệ. 


Lời giải: Điều kiện : 


Đặt 


a = J9x + — 

X 


xy 

9x + — >0. 

X 

2 x 

y + — >0 

y 


(a,b > o). 


_ trị . 

Phương trình thứ hai trong hệ được biến đối lại thành phương trình : 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


(2x - y 2 )(y - 9x 2 ) -18x 2 y 2 <=> 18x 3 + y 3 + 9x 2 y 2 = 2xy 

9x 2 y 2 9 9x 2 9 y 2 y 2x 

<=>—— + T— + -xy = l<=> —— + -XV + — + —-— = 2 

2 x 2 


9 y‘ y 2x _ 

+ - xy + 2— + -2- • — = 2 

y 2 2x 2x y 


9 

í 2x^ 

y 

f 2x^ 

- f n yl 

í 2x^ 

<=> -X 

y + — 

+ — 

y + — 

= 2 <=> 9x + — 

y + — 

2 

l y 7 

2 x 

l y 7 


l y J 


= 4 


í a + 2b = 4 fa = 4 - 2b 

, <=> 
ab = 2 


[a = 4 - 2b [a = 2 

(2-b)b = 1 ^{b = 1 ^jb = l ^ 


9x + 2- = 2 

X 


, 2x 
y + “7 = 1 

y 


9x 2 + y = 4x 

< > 2 * <>’ 
ly 2 +2x = y 


y = 4x — 9x“ 


(( 


4x-9x 2 j = 2x -9x 2 




y = 4x — 9x 


X — 


V 


(9x 2 -7x + 2) = 0 




y = 4x — 9x‘ 

X = 0 V X = 


1 


[x = 0 

[y=0 

1 

X = — • 

9 

1 

y 3 


21.0 
9 ; 3 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x, y) = 9 , 1 . 

Bình luận : Đây là một bài rất hay , đẹp về hình thức và độc đáo về chọn đại lượng 
cần đặt ấn phụ. Đặc biệt là con số 1 ở phương trinh thứ 2, nó mang một ‘tính 
chất đầy ma thuật” nếu không gỡ được nó thì khó lòng đi được hết đoạn đường 
giải bài toán. Tác giả của bài hệ này, thật tinh tế và có những tính toán hết sức là 
thú vị. 


Ví dụ 9: 

Giải hệ phương trình : 


\ỊĨ 7 - 4x 2 +Ựl9-9y 2 =10-2x-3y 
x>/Ĩ3^4x 2 ' + y^G6ỹ 2 ' = 3 


(x,y G ũ ) 


Phân tích : Với hệ này, chúng ta nhận xét trên từng phương trình chăng cho chúng 
ta mối liên quan nào cả. Tuy nhiên đế ý cả hai phương trinh trong hệ ta nhận xét 
thấy một điều khá đặc biệt. Đe nhìn rõ điều đó ta biến đối hệ thành : 

2x Wl7-4x 2 +3y + ^/l9-9y 2 =10 
xVl3-4x 2 +y^9-16y 2 =3 
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Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


Điều đặc biệt ở đây là nếu trên phương trình thứ nhất có dạng a + b thì dưới 
phương trình thứ hai lại có dạng ab và đặc biệt sự liên kết giữa 2x,4x 2 và 
4y,16y 2 nó gợi cho chúng ta sắp xếp một điều gì đó liên quan đến a + b để từ 
đó có ab . Như vậy ta sẽ đấy ý tưởng của bài toán là ấn phụ hóa như sau : 


a = 2x + vl7-4x a = 


b = 3y + Jl9-‘ 


' -4x" +17 


b 2 = 6y\/l9 -9y 2 +19 


xyt / — 4x 


yựi9-‘ 


a 2 -17 


b 2 -19 


a + b = 10 


Và như vậy hệ ban đầu trở thành một hệ đơn giản sau : ì a 2 -17 b 2 -19 

———— + = 3 

l 4 6 

Vậy hệ hoàn toàn được giải quyết. 

Lòi giải: 

v/Ĩ7„>/Ĩ7 

Íl7 -4x 2 > 0 2 2 


Điều kiện : 


19 9y 2 > 0 \ ĩõ V Tõ 

—-—— <y< ——— 


a = 2x + yl7-4x“ 
b = 3y + Jl9-9y 2 


xyt / -X 


y Jl9-‘ 


a 2 -17 


b -19 


Vậy hệ phương trình đã cho được biến đối thành hệ : 


a + b = 10 

a 2 -17 b 2 -19 ^ 


a + b = 10 


a = 10-b 


- + ——— = ?> [3a z +2b =125 [5b -60b +175 = 0 la = 5 


©Với 

Ja = 3 Í2x + Vl7-4x 2 =3 jl7-4x 2 =(3-2x) 2 Í2x 2 -3x-2 = 0 

l b = 7 [3y + Vl9-9y 2 =7 |l9-9y 2 =(7-3y) [Oy 2 -21y + 30 = 0 

/1- _1. ĩ ^ 


(hệ vô nghiệm) 
©Với 


/ới 

Ja = 5 12x + Vl 7 - 4x 2 =5 jl7-4x 2 =(5-2x) 2 Í2x 2 -5x + 2 = 0 
l b = 5 3y + N /Ĩ9^9r=5 |l9-9y 2 =(5-3y) 2 [3y 2 -5y + l = 0 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


X = 1 V X = — 

2 

5 + %/Ĩ3 5-^3 

L 6 6 

Đối chiếu điều kiện của hệ ta có nghiệm của hệ là: 


ífo. 5 + 5-VĨ3\f 1.5 +VĨ3\f 15- \JĨ3 ^ị] 

(x ’ y) i ; 6 Ẵ : * « Jl? « >1? « J • 


Bình luận: Bài toán này tác giả đã đề xuất một cách đặt ấn phụ dựa trên một vài 
đặc điểm của ẩn phụ trong phương trình vô tỷ để giải quyết chéo trên hệ. Phép 
đặt có được là một kỷ thuật thường gặp trong tích phân đó là phép thế Euler. 
Hình dáng đặt ân phụ này rât ít gặp nhưng cũng là một ý tưởng hay và sau này 
có một số tác giả sủ dụng “phép thể Euler” đế chế tác một số bài toán khác. Tuy 
nhiên, trở ngại của phép thế này trong hệ chứa căn thức đó là trên một phương 
trình nếu dùng phép thế này thì đòi hỏi kỷ năng biến đối đại số khá rắc rối đế 
đưa về một tích rồi từ đó xoay ngược lại bằng kỷ năng liên hiệp, bình phương 
cho ra được mối quan hệ. Với chúng tôi phép thế Euler ứng dụng trong bài toán 
này thì rất hay 



Phân tích : Với hệ này quan sát trong hệ chứa tới bôn căn thức, tuy nhiên cả bôn 
căn thức này chang có liên quan gì đến nhau. Do đó ta cần đấy ý tưởng ấn phụ 
hóa trên một phương trình trong hệ rồi sử dụng phép thế. Hãy chú ý tới phương 
trình thứ nhất trong hệ các biếu thức có gì đó rất quen thuộc nhưng lại rất lạ 
mắt. về sự quen thuộc là cấu trúc của vế trái có nét gì đó liên quan đến liên hiệp 
hoặc hàm số như một số bài toán chúng ta nghiên cứu, nhưng cái lạ ở đây là ta 
không thể áp dụng các phương án quen thuộc để giải quyết vì tính sắp xếp các 
biến bị đan chéo nên việc ghép liên hiệp hay đưa về hàm số là không thế. 
Nhưng ta sẽ cố gắng biến đổi sự lạ mắt này về sự quen thuộc thông qua phép đặt 
ẩn phụ hóa sau đây : 



Kl^iịỊÓ^hưqp tjgỊỊjh tỊỊỊln^lấtỊỊỊỊ-^gịlỊlộ phpmgjịỊỊ!ÌrỊ^;Ịỉq^;|::::::::: : : : : : Ị|Ịịjị: : : : : 
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a 2 +1 b 2 -1 Ỵb 2 +1 a 2 |~ab-l 

— +—— 1 = 1 <=> , » 

2a 2b 2b 2a abía + bì" 


[ 2a 2b 2b 2a J |^ab(a + b) 2 +(a-b) 2 = 0 
Từ đây ta có: ab = l<=>Ịx + x/x 2 ~+ĩ\ịy + yỊy* +7j = l (*) 

Hệ thức (*) hết sức quen thuộc mà ta đề cập ở các phần trước nên đến đây ta 

xem như phép thế đã có và hệ đã được giải quyết. 

. , Í5x + y + 2 > 0 

Lòi giải : Điêu kiện : < 

[3x + y + 3 > 0 


Do vx 2 +: 


a 2 -1 


b 2 -l 


1 _ Ư_X 

a.-x + yx 2 +1 y- 2b 

< _=z> < 

b = y + ự7+ĩ = 


, a,b > 0 


/y 2 + 1 = 


b 2 +1 


Với phép đặt này, từ phưong trình thứ nhất trong hệ ta có : 

f 2 . 1 1.2 ,Vi.2 . 1 2 1 b 

a +1 b -1 b +1 a -1 

=1 

v 2a 2b 2b 2a ^ 

<=>Ịa 2 b + b + ab 2 -ajỊab 2 +a + a 2 b-bj = 2ab 


Cí>^a D-1-D-i-ao —aj^aD -t-a-i-a D — Dj = zao 

ab -1 2 2 

<=> 2 2 <=>ab = l vì ab(a + b) + (a-b) >0,Va,b>0 

ab(a + b) + (a-b) =0 

<=>Ịx + x/x 2 + ljỊy + \/y 2 + 1 j = l (l). 

Vì ựy 2 +l -y>|y|-y>0=> yjy 2 +1 - y > 0 nên ta có (l) trở thành : 

X + x/x 2 +7 = ijy 2 +1 - y « X + y + x/x 2 +1 - lỊỹ 2 + 1=0 

X 2 - y 2 ( /n/x 2 + ì+x + s Ịy 2 + \+y'] 

x/x 2 +l+ựy 2 +l [ \jx 2 +1 +\Jy 2 +1 , 

x/x 2 +1 + X + Jy 2 +1 + y 

<^>x + y = 0<^>y = -x vì -- . ' ■ ->0. 

yx 2 +1 +yy 2 + 1 

Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


’ + 2 — (x + 


2Í8x 2 +7x + l)-2(3x + l)ự4x + 2 =(x + l)ự2x + 3 x>~ 

<=> 2(8x 2 + 7x +l) = (x + l)ự2x + 3+(2x +1 + 4x + 1)74x4 2 
^12(8x 2 +7x + l)-6(x + l)ự2x + 3-6(2x + l)ự4x + 2-6(4x + l)ự4x + 2=0 
<»34x 2 +5x + ll + 3(x + l)ự2x + 3(ự2x + 3-2) + 3(2x + l)(ự4x + 2-2) + 

2(4x + l)(4x + 4-3ự4x + 2) = 0 

<=> (17x +1 l)(2x -1) + 

3(x + l)(2x-l)ự2x + 3 6(2x41)74x4 2 (2x-l) 2(4x + l) 2 (2x-l) _ 0 

72x 4 3 4- 2 74x 4 2 4- 2 374x 4- 2 4- 4x 4- 4 

3(x + l)x/2tữ 6(2x + l),/4ĨĨI 2(4x+l) 2 1 


>X + 3+2 


. . _ _ 3(x4l)ự2x + 3 6 2x41)74x42 2(4x4-1) 

<>(2x I) 17x4-114-^ , 4 v , ' _ —4 - -^22 —z-- = 0 

’ 72x43 42 74x4242 374x42 44x44 


<=>2x-l = 0<=>x = ^-=>y = -i vì T>0,Vx>-^-. 

2 2 2 

, , , i' I 1 \ 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x, y) = 2-; -2- . 

\2 2 ) 

Bình luận : Đây là một bài hệ rất khó, hình ảnh đặt ấn phụ trong bài toán là một 
biến tấu của phép đặt Euler đã nhắc ở ví dụ trên. Nhược điếm của các đặt này, 
là xử lí khá rắc rối, iru điếm là phép đặt ấn phụ này còn mới lạ so với những 
kiếu ấn phụ thông thường ta hay gặp. Mặt khác độ khó của bài toán còn nằm ở 
cách giải phương trình thứ hai, nếu ta không khéo léo thì sẽ dẫn đến những biến 
đối hết sức khó khăn. 

Ví dụ 11: Giải hệ phương trình 

(4-x -y)Í7x42 +^2x 2 44xy 472x j 

' í ỉ — 7 - 77 3 (x,yeD ) 

2 J2x^2xy4 2x4 4y4x 2 j 44xy =29x-6x 2 -2 


(x,yeũ) 


Phân tích : Với hệ phương trình đang xét, cấu trúc của hệ thật khó đế nhìn nhận 
điều gì được ngay, mà ta cần phán đoán trên từng phương trình trong hệ. 

Với phương trình thứ nhất ta nhận thấy 72x chứa cả hai vế của phương trình 
nên ta sẽ đẩy ý tưởng chia cho hai vế phương trình cho 72 x", khi đó ta sẽ được 


phương trình : (4 - X - y ) 



'4X4l =4 . 
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Đã gọn gàng hơn và thấp thoáng được ý đồ chọn ấn thay thế trong bài hệ này có 


lẻ sẽ liên quan đến đại lượng 



+ \/2y + x . 


Giờ ta quan sát phương trinh thứ hai ta đế ý thấy 

2xy + 2x + 4y + X 2 = (x + 2)(2y + x) có liên quan đến đại lượng mà ta sẽ nghỉ 
đến phép ấn phụ. Vậy ta sẽ biến đối gọn lại phương trình thứ hai như sau 
2^2x(x + 2)(2y+ x) + 8xy + 6x 2 + 2 = 29x . 

Phương trình này lại thấp thoáng hằng đắng thức vì xuất hiện 2ab nên ta sẽ tách 
tiếp như sau : 

x + 2 + 2x(2y + x) + 2^2x(x + 2)(2y + x) + 4x(y + x) = 30x 
<=>í-v/x + 2 + J2x(2y + x)Y" +2x(y + x) = 30x 


+ x + y = 15 


yịx + 2 + J2x(2y + xì 


■ \Mr^ + V 2 y + x +2(x + y) = 15. 
V 2x ) 

: 1_ _1- 


Tới đây kết họp với phương trình thứ nhất ta sẽ có được phép ấn phụ hóa là 


a = X + y 



+ J 2y + X 


Và như vậy hệ hoàn toàn được giải quyết. 


Lời giải: Điều kiện : 


[2y + X > 0 

Nhận xét hệ không thế có nghiệm ( X, y) = (0; y) nên ta chỉ xét với X > 0 . 
Hệ phương trình đã cho được viết lại thành hệ : 
í(4 -X- V)Ị \ X • 2 + J2x(2y+ x) + y/2x\ — A\Ịĩx 


X + 2 + 2x(2y + x) + 2^2x(x + 2)(2y + x) +4x(x + y) = 30x 2 

( 4_x_y (i^ + '/V^+iì=4 

V ’ zx ) 

Ị VX - 2 + J2x(2y + x)'j +4x(y + x) = 30x 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


( 4 " < x + y ) (' l ^' + ^ r+1 ) =4 

^77 + %/2y + X +2(x + y) = 15 


a = X + y 

Đặt ị lx + 2 _, b > 0 . Lúc đó hệ phương trình (*) trở thảnh hệ 

phương trình : 


(4-a)(b + l) = 4 
b 2 +2a = 15 


4- —^— (b + l) = 4 b 3 +b 2 -7b-15 = 0 


15-b- 


15 — b 


(b-3)(b z +4b + 5j = 0 , _ 3 |x + y = 3 

<=>< 1f ,.2 <=>•! .<^>1 lỵ+ 2 

Ị .-^ ‘ b = 3 1 

y-3-x 

0< X < 6 


°b = 3°.fcí2 


+ J2y + X =3 


íy = 3-x 


íy = 3-x 


X + 2 _ /-—— „ _ X - 2 X - 2 

<=> í 1- t2-V6-x = 0» — 7 , —7 + -- , 

V 2x J nmì 2 • ýỏ -x 

0 < X < 6 x V 2x + 


0 < X < 6 


y = 3-x 

» (*-2)í- 


1 , 1 jx=2 

- 7 -7 + -- ĩ= = 0<=><^ , . 

-[ |X + 2 .1 2 I vỏ X [y = l 

2x , +1 

V 2x 


0 < X < 6 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (2;1). 

Bình luận : Bài hệ được xuất phát từ một hệ cơ bản và chọn đại lượng đế thực hiện 
phép thế. Một kỷ năng cũng thường gặp trong giải hệ là phát hiện đại lượng đế 
chịạ phụ hợp. 
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Ví dụ 12: 

íx + 2y + 2- v /4x + y =1 

Giải hệ phương trình ị _ _ - _ _ __ (X, y e □ ) 

[ự46-16y(x + y)-6y + 4ự4x + y =8-4y 

Phân tích: Nhận xét đầu tiên là hệ này có hai phương trình đều chứa đại lượng 
ự4x+ỹ nên bước đầu tiên ta sẽ mạnh dạn thực hiện phép thế để khử bớt căn ở 
phương trình thứ hai trong hệ và tiếp tục đó là sử dụng phép lũy thừa để phá căn 
thức bởi vì biểu thức 46 - 16y(x + y) - 6y chẳng cho ta được mối liên kết nào cả. 

Cụ thể từ phương trình thứ nhất trong hệ ta sẽ có : 2ự4x + y = 1 — X — 2y. 

Thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta sẽ có được phương trình : 

^46 I6y(x • y)-6y = 6 + 2x =>46-16xy-16y 2 -6y = 36 + 24x + 4x 2 

<^>4x 2 + 16xy + 16y 2 +24x + 6y-10 = 0«4(x + 2y) 2 + 6(4x + y)-10 = 0 
Và tời đây chúng ta nhận thấy được hệ này hoàn toàn giải quyết với phép đặt : 
fa = x + 2y 
jb = ự4x + y ' 


Lời giải: Điều kiện : 


|4x + y>0 

[46 - 16y(x + y) - 6y > 0 

Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta có : 2-ự4x + y = 1 — X — 2y. 

Thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 

^46-16y(x + y)-6y = 6 + 2x =>46-16xy-16y 2 -6y = 36 + 24x + 4x 2 

<^4x 2 +16xy + 16y 2 + 24x + 6y-10 = 0<»4(x + 2y) 2 + 6(4x + y)-10 = 0. 
Từ đây ta có hệ phương trình đã cho được viết lại: 

[x + 2y + 2ự4x + y=l 
[4(x + 2y) 2 +6(4x + y)-10 = 0 
a = x + 2y 
b = ự4x + y 

Lúc đó hệ (*) được viết lại thành hệ : 
ị a + 2b = 1 
[4a 2 +6b 2 -10 = 0 

ía = l-2b í a = 1 - 2b ía = l-2b 

(:Ị;F'“Wh + ềf = Qịlịl;, Ịj| 


Đặt 


,b > 0. 


Ị.b = 


a = -l 
1 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


[ 3 

íx + 2y = -l f X + 2y = —1 x 7 

oị r .—-— o , <=H 

[ự4x + y=l [4x + y = 1 5 

; 7 

Đối chiếu điều kiện và thử lại ta có nghiệm của hệ là (x, y) = 

Bình luận : Bài toán này lần đầu tiên xuất hiện trong một đề thi thử của diễn đàn 
math.vn. Đe xuất của bài toán là kỷ năng thế và ấn phụ hóa. Một kỷ năng cũng 
thuờng đuợc dùng trong bài toán hệ chứa căn thức và sau này có rất nhiều bài 
toán dựa trên ý tưởng này mà biến tấu rất nhiều bài toán hay. 



Phân tích : Bài toán liên quan đên 3 căn thức, theo suy nghỉ tự nhiên, ta có thê ân 
phụ hóa với hai căn thức nào đó. Chang hạn ở đây ta sẽ đặt ấn phụ 


_ 4a 2 + b 2 -8 

a = Jx + y + 2 a 2 =x + y + 2 x_ 9 

<=> < =>t 

b = ự5x - 4y [b 2 =5x-4y _5a 2 -b 2 -10 

y= 9 

Lúc này hệ phương trình đã cho được biến đối thành hệ : 

2a + 3b = 7 

4^3 - a 2 - b 2 - ^ + 5a = 10 

về cơ bản hệ này vẫn giải tốt bằng phép thế. Tuy nhiên, ở đây chúng tôi xin đề 
cập đến một cách nhìn khác cho hệ đặc biệt này. Hệ này các bạn hãy đế ý tới 
tổng của ba đại lượng trong căn, ta sẽ có : 
x + y + 2 + 5x-4y + 3-6x + 3y = 5. 

Vậy ta sẽ có ^^J5x^4ỹ' + +^3-6x + 3yI"" =5 nên ta sẽ đề 



xuât cách đặt ân phụ sau 



a,b,c>0. Từ đây ta sẽ có hệ 



3a + 2b = 7 

5b + 4c = 10 và hệ này cũng giải được bằng phép thế. 

a 2 + b 2 + c 2 = 5 
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5x-4y>0 

Lời giải: Điều kiện: <x + y + 2>0 
3-6x + 3y>0 


/x + y + : 


,(a,b,c > 0). Khi đó hệ phương trình đã cho trở thành hệ 


[c = ự3-6x + 3y 
phương trình : 


3a + 2b = 7 
5b + 4c = 10 
a 2 +b 2 +c 2 =5 


<=> < c = - 


7 -2b 
3 

10-5b 


7 -2b 


<=>lc = - 


10-5b 


7 -2b 
3 

10-5b 


b = 2 V b = - 


5x-4y =1 


L „ 482 , 

<=> ị b = 2 V b = —— <=> 


^oj^/x + y + 2=2 ' 
480 J3 -6x + 3y = 0 


5x - 4y = 


r ——- 482 

x+y+2= 

1 433 

1= 480 

/3-6x + 3y =-77T 
1 433 


5x -4y = 1 


<=>ix + y + 2 = 4 v<x+y+2= \ \ 

z i „ U33 J 

3-6x + 3y = 0 - 

, , , Í480Ỹ 

3-6x + 3y= 

V 433 y 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là : 


131999 

187489 

131999 

187489 


(x,y) = j(l;l);^- 

1- I_í_r» ' : A z 


131999 131999 

187489’ 187489 


Bình luận: Bài toán trên tác giả là em Lê Bình Phương, bài toán được tác giả giải 
theo phương án đặt hai ấn phụ, đó cũng là xuất phát tự nhiên. Nhưng khi tác giả 
sáng tác không biết cố ý hay vô tình mà tác giả lại đế cho tống ba đại lượng 
trong căn thức cộng lại bằng hằng số. Dù cố ý hay vô tình thì bài toán trên cũng 
gợi mở ra cho chúng ta nhiều khi một chút khác biệt sẽ tạo ra được một cá tính 
hay và sẽ đưa ta đến con đường ra kết quả bằng một hướng đi khác “cũ nhưng 
lại mói “. Nhược điêm của bài đó là tác giả khống chế nghiệm chưa tốt. Tuy 
ỊỊ^ỊÌệpchpg ĩậịi vặpiịtạập trẹịẸỊg ỷ^p(^;gịi^.gam ; ẸịỊỊa tíỊf5'gịịịjỊ ỊỊỊịịị:*:*: 
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Ví dụ 14: Giải hệ phương trình 




1 

+ 


1 


1 

< 

(v2x t ựy) 

+ 

vT 

1 

X 

>f 

y + 2ựx(l-x) 

(x,yeũ) 


2 2 1 J 

y -X +—=2 

y-3 + l 

í. 0 
2 + - 

■&) 


X 

V 


) 



Phân tích : Với phương trình thứ hai trong hệ, ta không thế làm gì được với nó. Ớ 
phương trình thứ nhất trong hệ ta nhận thấy tuy phương trình chứa nhiều căn 
thức và có một điểm đặc biệt các đại lượng trong căn thức chỉ chứa x,y đều ở 
bậc 1, nên ta thử đấy ý tưởng đặt X = ty đe khử bớt đại lượng đã cho trên 
phương trình này. 

Cụ thế lúc đó phương trình thứ nhất sẽ được viết lại là : 

1 1 _ 1 

(^+^) 2+ (^+ ì /2Ĩ7 r rì) 2 = y+ Vy( 1 -y t ) 


1 1 1 

° (l + sỊTt) 2 + (l + ự2 2.) ; 1 + ự'2t(2-2t) 


Và tới đây ta lại ấn phụ hóa như sau 
biến đổi như sau : 


a = a/ĨT 

b = -v/2 - 2t ’ 


ta lại có phương trình được 


_Ị_ _Ị_ _ _Ị (l + b) 2 +(l + a) 2 1 

(1 + a) 2 (1 + b) 2 1 + ab^ (l + a) 2 (l + b) 2 1 + ab 

<=> (1 + ab)Ị(l + a) 2 + (l + b) 2 j = (l + a) 2 (1 + b) 2 

(l + ab)^2 + 2a + 2b + a 2 + b 2 Ị-(l + ab + a + b) 2 =0 

«-2(l + ab) + 2(a + b)(l + ab) + Ịa 2 + b 2 j(l + ab)~ 


(1 + ab) 2 -2(a + b)(l + ab)-(a + b) 2 
^ab(a 2 +b 2 ) + 2 + 2ab-l-2ab-aV-a 2 -2ab-b 2 +a 2 +b 2 =0 

<=>ab^a 2 +b 2 -2abj + a 2 b 2 -2ab + 1 = 0<=> (a-b) 2 ab + (ab-l) 2 =0 


<=> 


i . _ <=> a = b = 1 <=> V2t = -v/2 - 2t = 1 <=> t = Ạ <íí>x = Ạy<^>y = 2x 

[ab = l 2 2 

- li 4~ .4 _ _ 2 _ A. „5„1_ J.1_' 1_ • : 


Vậy là ta đã tìm được mối quan hệ thế vào phương trình thứ hai giữa hai biến và 
nhự jhế .Ị]ộ bpận tọận đựpỵ giạị quyqỊ. 
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Lời giải: Điều kiện : 




0 < X < 1 

y > 0 
y > X 

[l5 + x + 4y(l-x)>0 


X > 0 

y > 0 
y-x > 0 
1-X>0 

15 + x + 4y(l-x)>0 
Nhận xét hệ không thế có nghiệm (x,y) = (0;0). Do đó ta chỉ cần xét 
0<x<l,y>0. 

Đặt X = ty, t > 0. Lúc đó phương trình thứ nhất trong hệ được viết lại là : 

1 _1_ 1 

(^ỹ+^Jỹ) 2 ( N /ỹ + ự2(y-yt)) 2 ~ y + 2ựyt(l-yt) 


I , I 1_ ,, 

~ (i + JTtf + (i + slTTtf i+>(2-2t) 

Đặt I ^ a > 0, b > 0. Lúc đó ta có (*) trở thành phương trình : 
[b = V2 - 2t 


111 (l + b) 2 +(l + a) 2 1 

(1 + a) 2 (1 + b) 2 1 + ab^ (l + a) 2 (l + b) 2 1 + ab 

<=>(l + ab)Ị(l + a) 2 +(l + b) 2 j = (l + a) 2 (l + b) 2 

(l + ab)^2 + 2a + 2b + a 2 + b 2 j-(l + ab + a + b) 2 =0 

<^>2(l + ab) + 2(a + b)(l + ab) + ^a 2 +b 2 j(l + ab)- 


(1 + ab) 2 -2(a + b)(l + ab)-(a + b) 2 
<»abỊa 2 +b 2 j + 2 + 2ab-l-2ab-a 2 b 2 -a 2 -2ab-b 2 +a 2 +b 2 =0 

<=>ab^a 2 +b 2 -2abj + a 2 b 2 -2ab + l = 0<=>(a-b) 2 ab + (ab-l) 2 =0 


<^>J . _ <=> a = b = 1 <=> \Ịĩt = ^2 - 2t = 1 <=> t = Ạ <=>x = ^-y<=>y = 2x 

Ịab = l 22 

Thế y = 2x vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 

í í 1 3 . 1 í it _ 


3x 2 + - = 2 


1 ^ ^ 1 

2X-3 + Ị2 + - y/x <=> 3x 2 -4x + 6 + — = 2 
{ x) ) X 

\Jx =0 


2 + - 
V X) 


<=> 3Íx 2 -2x + l) + xÍ2 + -^ 

+ 

' n 
2 + - 

-2 

r 0 

' > \ X) 

: 

, X) 


l x) 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 



Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (l;2). 

Bình luận: Bài toán này ở phuong trình thứ nhất nếu tinh mắt và khá sẽ nhận thấy 
đuợc phuong trình đó đuợc bắt nguồn từ một bắt đẳng thức cơ bản. Tuy nhiên, 
qua bài toán này chúng tôi muốn gửi gắm đến các bạn nếu trên một phuơng 
trình vô tỉ mà các đại luợng trong căn thức thuần nhất, hoặc đắng cấp chúng ta 
có thế đặt ấn phụ đe rút bớt ấn ban đầu. Sau đó có thế tiến hành đặt ấn phụ lần 
nữa hoặc có thế biến đối tương đương hoặc có thế xử lí như một phương trình 
vô tỷ bình thường để tìm mối quan hệ đó. Như vậy, về tổng quan về đặt ẩn phụ 
cho căn thức chúng tôi đã cố gắng minh họa hầu hết các kiếu đặt thường gặp và 
phân tích các biến tấu của nó. Hy vọng sẽ giúp các bạn có cái nhìn tốt hơn cho 
các hệ loại này. 

V, HÊ PHƯƠNG TRÌNH GIẢI BẰNG PHƯƠNG PHÁP HÀM SỐ. 

Đe giãi hệ phương trình bằng phương pháp hàm số, trước tiên ta cần biết đến 
cơ sớ lý thuyết đế giải bằng phương pháp này qua các định lý sau : 

1) Định lý 1: Nếu hàm số f (x) xác định trên một tập K (có thế là một khoảng 

hoặc nữa khoảng hoặc một đoạn) và hàm số f(x) luôn đồng biến (hoặc luôn 
nghịch biến) thì phương trình f(x) = 0 nếu có nghiệm thì nghiệm đó là duy 
nhất trên tập K. 

2) Định lý 2: Nếu hàm số f (X) xác định trên tập K (có thế là một khoảng hoặc 
nữa khoảng hoặc một đoạn) và hàm số f (x) luôn đồng biến ( hoặc nghịch 
biến). Khi đó với mọi a,b thuộc tập K thỏa mãn f (a) = r(b) khi và chỉ khỉ 
a = b. 

Chú ỷ : Trong quá trình xử lý bài toán hệ bằng phương pháp hàm số ta thường 
gặp một lớp bài toán f (a) = f(b) trong đó hàm số đại diện là f(t Ị luôn tăng 
hoặc luôn giảm trên một tập D = DjUDt thì ta nên cấn thận kết luận 
f (a) = f (b) <=> a =b. Vì ta chỉ có được điều này khi và chi khi a,b cùng dấu, 
nếu tạ có a,b khác dấu thị két luận ị '(aj = f(b) <=>; a = b [ là một két luân'. sai. 
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Các bài toán giải băng phương pháp hàm số thường được chia thành hai lóp 
toán chinh : 

© Xử lý một phương trình trong hệ về dạng f(a) = f(b)íréw một tập xác định 
K đã biết trước và chọn hàm số đại diện f(t) trên một tập Kị tương ứng và 
khắng định tính dơn điệu của f (t) thỏa mãn một trong hai định lý trên. 

© Xử lý một phương trình trong hệ về dạng f (a) = f (b) trên một tập xác định K 
mà ta chưa biết mà cần phải đi xây dựng trên một phương trình còn lại hoặc từ 
điều kiện. Sau đó ta cũng chọn hàm đại diện f(t )trên một tập xác định Kj 

tương ứng và khắng định tính đơn điệu của f (t) thỏa mãn hai định lý trên hoặc 
ta sẽ khảo sát từng hàm số f(a),f(b) trên tập xác định tương ứng với từng 
hàm số và đưa ra kết luận. 

<8> Một số đặc điếm đế có thế ứng dụng phương pháp này vào giải hệ. 

- Có một phương trình trong hệ có thế cô lập được hai biến về một định dạng 
phương trình có tinh đối xứng. 

- Hệ đối xứng loại 2 nhưng nếu sử dụng phương pháp đã biết sẽ gây khó khăn. 

- Có một phương trình trong hệ có thế cô lập được hai biến nhưng không đưa 
được về dạng đối xứng mà bốn định dạng hay gặp là 
f(a) + f(b) = k,f(a)-f(b) = k ,f(a) + g(b) = k ,f(a) = k với k là hằng số và 
a thuộc tập xác định Kj, b thuộc một tập xác định K 2 . 

Sau đây ta sẽ kháo sát các bài toán về thế loại này. 

* Loại 1: Xét hàm số đại diện trên tập xác định dã biết trước. 

Trong đề mục loại 1 chủng ta thường sử dụng các phương pháp sau: 

- Nhìn trực diện trên một phương trình tách được phương trình có thế xét hàm. 

- Cộng, trừ theo vế hai phương trình trong hệ đế có được phương trình xét hàm. 

- Chia hoặc nhân cho một đại lượng nào đó khác 0 (kế cả liên hiệp) 

- Sử dụng phép thế từ một phương trình trong hệ vào phương trình còn lại đế tìm 

phương trình có thế xét hàm số đại diện, _ 


Ví dụ 1: Giải hệ phương trình 1 

13x-4y + 8 = y 3 -x 3 +3Íy 2 -2x 2 ì 

v ; (x,yeD) 


x 2 (x-2)(y + l) = 5(l-2y) 


Phân tích : Với hệ này, nhận thấy phương trình thứ nhất trong hệ hai biến X, y có 
thế cô lập được nên khả năng biến đối về phương trình định dạng đối xứng đế 
xử lý hàm số là rất cao nên ta sẽ ưu tiên biến đối phương trình thứ nhất về 
phương trình sau : 

X 3 +6x 2 +13x + 8 = y 3 +3y 2 +4y 

<=> (x +1) 3 +3(x +l) 2 +4(x +1) = y 3 +3y 2 + 4y' 

Và tới đây ta biến đối được về phương trình định dạng đối xứng nên ta tiến hành 
xét hàm số dai diên : 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Ta có: f'(t) = 3t 2 +6t + 4 = 3(t + l) 2 +l>0,vteũ . 

Và như vậy ta sẽ có f (x + 1) = f (y) y = X +1 . 

Từ đây ta đã có mối quan hệ giữa x,y để tiến hành phép thế và giải quyết trọn 
vẹn hệ phương trình. 

Lời giải: Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta biến đối được về phương trình : 

X 3 +6x 2 +13x + 8 = y 3 +3y 2 +4y 


«(x + l) 3 +3(x + l) 2 +4(x + l) = y 3 +3y 2 +4y (l). 

Xét hàm số f (t) = t 3 +3t 2 +4t, Vt e □ . 

Ta có : f'(t) = 3t 2 +6t + 4 = 3(t + l) 2 +l>0,vteũ . 

Do đó ta có hàm số f (t) luôn đồng biến trên □ . 

Do đó từ (l) ta có : f(x + l) = f (y) <=> y = x + 1. 

Thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 
x 2 (x-2)(x + 2) + 5(2x + 1) = 0cí>x 4 -(2x + 5) 2 =0 
<=>(x 2 +2 x + 5ỊỊx 2 -2x-5^ = 0 


<=> X 


2 


X - I • \ 6 > y - 2 - V 6 
X - I - V 6 > V = 2 ~ V 6 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x,y)= Ị( 1 - \M:2 • \ 6 ):Ị| \ 6:2 v/hỊỊ . 

Bình luận : Bài toán trên là dạng mà chúng tôi đã đề cập trong phần nhân tử hóa 
dựa trên tính đối xứng, giờ chúng tôi đưa ra một phương án khác để giải nó đó 
chính là hàm số. Điều này cũng có nghĩa rằng các bài toán dựa trên tính đối 
xứng hoàn toàn có thế giải bằng phương pháp hàm số như chúng tôi đã nói ở 
phần trước. Việc tách được phương trình đe xét hàm số, phần trước chúng tôi đã 
phân tích nên chúng tôi không đi sâu vào nữa. Và không nghi ngờ gì nữa bài 
toán trẽn được giải bằng hàm số dựa trẽn tập xác định K đã biết trước. _ 


Ví dụ 2: 

'(x 2 + 3y 2 )x s + (2x-3yV=(/ + 2)y‘ 

' ’ 1 \ ! ( X-VS ịỊ) 

Giải hệ phương trình < 


ự4x + 5+2ựy 2 +3 =7 


Phân tích : Với hệ phương trình này, ta nhận thấy phương trình thứ hai tuy đơn 
giản nhưng ta không thế tìm được mối quan hệ giữa X, y có lợi nhất cho ta sử 
dụng phép thế. Còn phương trình thứ nhất, tuy hình thức khá rối nhưng không 
khó nhận ra phương trình cho phép ta cô lập được hai biến x,y nên khả năng 
xử lý hàm số là rất cao. 

Cụ thế ta có phương trình thứ nhất được biến đối lại như sau : 

X +3x y +2xy — 3y =y + 2y <^>x + 3x y + 2xy =y + 3y + 2y . 
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Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


Ớ phương trình cuối ta nhận thấy rằng bậc cao nhất của X là 5 và bậc cao nhất 
của y 10 . Tuy nhiên ta quan sát thấy bậc ba của biến X lại gắn với bậc hai của 
biến y, bậc một của biến X gắn với bậc bốn của biến y nên ta đấy ý tưởng 

chia hai vế phương trình cho y 5 để gắn kết về bậc của hai phương trình với 
nhau. Cụ thể thực hiện phép chia y 5 ta sẽ có phương trình : 

fxV M 3 fxì 3 , 

— +3 — + 2 — =y +3y +2y. 

lyj ly; ly; 

Phương trình đã có định dạng hàm số đại diện f (t) = t 5 +3t 3 + 2, Vt eũ . Ta 

cóf'(t) = 5t 4 +9t 2 +2 > 0 với mọi t e u nên hàm f (t) đơn điệu tăng trên 0 . 
Từ đây ta sẽ xây dựng được mối quan hệ giữa hai biến x,y và như thế hệ hoàn 
toàn được giải quyết. 

Lời giải: Điều kiện : X > — ^. 

Phương trình thứ nhất được biến đối lại thành phương trình : 

X 5 + 3x 3 y 2 + 2xy 4 = y 10 + 3y 8 + 2y 6 (l) 

Xét y = 0 => x = 0 không thỏa hệ phương trình. 

Với y ^ 0 ta chia hai vế (l) cho y 5 ta được phương trình : 

fxV , jV| 3 ixì .5 3 

- +3 - +2 - =y 5 +3y 3 +2y (2) 

\y) ly; ly; 

Xét hàm số f(t) = t 5 +3t 3 +2t, Vteũ . 

Ta có : f'(t) = 5t 4 +9t 2 +2>0,vte0 . 

f \ 

Do đó từ (2) <=> f — = f (y) <=> X = y 2 . 

ly; 

Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 

V4x + 5+2ựx + 3 =7<»4 x + 5 + 4x + 12 + W4x 2 +17x + 15 =49 
í— - Í8-2x > 0 


<íí>y4x +17X + 15 =8-2x <íí> 


4x 2 +17X + 15 = 64-32x + 4x 2 


49 X = 49 


<=> X = 1. 


Đối chiếu điều kiện ta có X = 1 => y = ±1. Vậy hệ phương trình có nghiệm là 

(xy) = «l;l);(l;-T)}. 

Cách khác : Ta có : y4x-õ - 2yx • 3 - 7 < > v4x õ 3 • 2(ýx-3 2) - 0 


299 




















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 
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<=> 


4(*-l) . 4*-l) Oo(x _i ) r _4 2 

yj4x + 5 + 3 \jx. + 3 + 2 v n / 4 x + 5 %/x + 3 + 2 

v -V- 


= 0 


<=>X-1 = 0<=>X = 1 =>y = ±1 vì c> 0, Vx >. 

4 

Và như vậy ta cũng có nghiệm của hệ là (x,y) = j(l;l);(l;-l)Ị . 

Bình luận : Việc xét trường hợp đế thực hiện phép chia tìm hàm số đại diện trên 
một miền nghiệm cho biết trước cũng là trường hợp thường gặp với thế loại hệ 
này. Còn cách giải phương trình tìm nghiệm là một phương trình quá cơ bản, ở 
đây chúng tôi giải hai cách đó là phương pháp cơ bản và liên hiệp. 



\/2x + 3 -^2y + 3 =4(y-x) 

Ví dụ 3: Giải hệ phương trình 1 

x = 5|x(l-y 3 ) + 15(y 2 +l)-29 ( X,yeD ) 


“cô lập và đối xứng” đã có ở phương trình thứ nhất trong hệ. Do đó ta sẽ tiến 
hành tách như sau : 

ự2x + 3-ự2y + 3 = 4y-4x ^ n/2x+ 3+4x = ự2y+ 3+4y. 


Ta xét hàm số f (t) = yfĩt + 3 +4t, Vt >. 

Ta có : f , (t) = -=L= + 4>0,Vt>-!. 

V2x + 3 2 

Từ điều này ta đã có thế xây dựng mối quan hệ cho x,y . Như vậy hệ hoàn toàn 
được giải quyết. 


Lời giải : Điều kiện : 


Xì-I 

2 

-4 


Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 
\/2x • 3 + 4x = ự2y+ 3 + 4y (l). 


Xét hàm số f(t) = \/2t + 3 +4t,vt>--^ . 

Ta có : f , (t) = -=2= + 4>0,Vt>-|. 

V2x + 3 2 

Do đó hàm số f (t) luôn đồng biến trên 


- —;+oo 

. 2 , 


, do đó từ 


(l)«f(x) = f(y)«x = y. 

Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 
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X = sịxịl-x 3 j + 15^x 2 +lj-29 <=> X 5 
■»(x-2)Ịx 2 -l)Ịx 2 + 3x + 7j = 0<^> 


+ x 4 -15x 2 -x-14 = 0 


x-2 = 0 
X 2 -1 = 0 


x = -l=>y = -l 


x = l=>y = l 


X = 2 => y = 2 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = |(-l;-l);(l;l);(2;2)|. 

Bình luận : Bài toán vẫn là bài toán xét hàm số đại diện trên một tập xác định đã 
có trước của bài toán mà không cần suy thêm tập xác định nữa. Việc phát hiện 
ra hàm số đại diện và giải hệ này không hề khỏ. 

Ví dụ 4: Giải hệ phưong trình 

jVx +1 + ^x + 3 + n/x + 5 = .ựy -1 + -ựy - 3 + ựy - 5 

Ịx 2 + y 2 + x + y = 80 

Phân tích : Với hệ này ta nhận thấy phưong trình thứ hai trong hệ tuy là một phưong 
trình bậc hai ấn ấn quen thuộc nhưng ta không tìm được delta chính phưong nên 
ta sẽ dồn chú ý vào phưong trình thứ nhất trong hệ. Phưong trình này đã cô lập 
hai biến và không khó đế nhận thấy chúng có mối liên quan đến nhau về cấu trúc 
trên phưong trình, tức là bên phải các đại lượng còn lại sẽ quan đến y - 5 và bên 
trái các đại lượng còn lại sẽ liên quan X +1 thông qua các số 2,4 
Cụ thể ta sẽ có: 

n/x+T + Ậx + i) + 2 + ^(x + 1) + 4 = -ựy-5 + Ậ y-5) + 2 + Ậ y-5) + 4 . 

Và tói đây ta đã có được định dạng của hàm số đại diện : 
f(t) - \ t - Vt + 2 + -v/t + 4,Vt > 0. 


(x,yeũ) 


Ta có: f'(t) = —-=H- } - 4- Ậ > 0, Vt >0 ■ 

’ 2yt 2yt + 2 2sỊĨ+Ã 

Và như thế hàm số f(t) luôn tăng trên [0;+co) 

Như thế ta đã tìm được mối quan hệ giữa x,y và hệ đã hoàn toàn được giải 
quyết. 

, íx > -1 

Lòi giải: Điêu kiện: ị 

\y>5 

Phưong trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phưong trình : 

\Ịx +1 + \j X +1 + 2 + ^x +1 + 4 = V y — 5 4 - ^jy — 5 + 2 + — 5 + 4 ^1^. 

Xét hàm số f( t) - V t - \ịt + 2 + -v/t + 4,Vt > 0. 


Ta có f '(t) = — 


1 11 

\ft \ịi + 2 yỊt + 4 

\ k 1 , A r A . 


> 0, Vt > 0. 


Vậy hàm số f(t) đồng biến trên [0;+oo). 

Dođótừ(l)<=>f(x + l) = f(y-5)<=>y = x + 6. 

|ỊĩịỊ^^|Ktâộị!ị>jhỊư|ậrịịịg tỊpỊtíỊỊị|ịthự|Ị|ịặị t|ị^njgị|Ịiể : ịỉạ:CÓ diiỊặịỂị pỊịtịíhịịgịtỆỊỊịỊh : |r- : 
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X +7x-19 = 0<^> 


X = - 


-7 + 5%/? 
2 

-1-5S 


^ Á . , A ... ., v _ -7 + 5^5 _ 7 + 5^ 

Đôi chiêu điêu kiện ta có X = => y = ———. 

• J r\ 


Vậy hệ phuơng trình đã cho có nghiệm là (x,y) = 


-7 + 5 ^ 7 + 5^5 

_ 9 


Bình luận : Bài toán không khó đế nhận ra hàm số đại diện và đây là bài toán khả 
cơ bản cỏ nhiều đường hướng giải khác như liên hiệp. _ 


Ví dụ 5 : 


Giải hệ phương trình 1 

X 2 -y 2 + 2(x-2y) = 3 + 2Íựy + 3 -yỊx + 2 ) 

v ’ (x,yeũ ) 

\Ịx + ỉ + 6^Jy - 1 =17-7x + 6y 


Phân tích : Với hệ này, ta nhận thấy cả hai phương trình trong hệ đều có thế cô lập 
được hai vế X, y . Tuy nhiên ở phương trình sự cô lập này lại không mang cho ta 
định dạng đối xứng được, còn phương trình thứ nhất tuy rắc rối nhưng các đại 
lượng x,y khi cô lập đều có tính đối xứng và đồng bậc. Do đó khả năng xét 
hàm số ở phương trình thứ nhất rất cao. 

Cụ thế ta sẽ có phương trình thứ nhất được biến đối thành phương trình : 

X 2 + 2x - y 2 - 4y = 3 + 2ựy+ 3 - 2\Jx + 2 

<=> X 2 + 2x +1 + 2%/x + 2 = y 2 + 4y + 4 + 2-y/y + 3 

<=> (x +1) 2 + 2Ặx + ỉ) + l = (y + 2) 2 + 2Ậy + 2) + l . 

Tới đây ta chỉ cần xét hàm số f (t) = t 2 + 2-v/t + l,t > 0 , ta có 

f'(t) = 2t + —=L= > 0, Vt > 0. 

V t • I 

Vậy hệ đã có mối liên hệ giữa x,y và hoàn toàn được giải quyết. 

, íx > -1 

Lòi giải: Điêu kiện : ị 

ly -1 

Phương trình thứ nhất đã cho được biển đối lại thành phương trình : 

X 2 + 2x - y 2 - 4y = 3 + 2yjy + 3 - 2-v/x + 2 

<=> X 2 + 2x +1 + 2\ịx + 2 = y 2 + 4y + 4 + 2 s Jỹ~+3 

<^>(x + l)“ +2^(x + l) + l =(y + 2) +2Ặy + 2) + l ( 1 ). 

Xót hàm số f (t) = t 2 + 2\/t"TT, t > 0 . Ta có f'(t) = 2t+ J— >0,Vt>0. 
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Do đó hàm số f (t) luôn đồng biến trên [0;+co). Do đó từ 
(l)<=>f(x + l) = f(y + 2)<=>y = x-l. 

Mặt khác y>l<=>x-l>l<=>x>2 

Thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 

\Ịx +1 + 6\Ịx — 2 =11 —X <=> ^/x+T-2 + óỊựx-2 — lỊ + x —3 = 0 

x-3 6(x-3) 

<=> , —+ , -+x-3=0 

yx + 1+2 vx — 2+1 

( 1 6 h 

<=>(x-3) - -- - • I = 0^x = 3 

\<Jx + ĩ + 2 ựx-2+1 J 

~p~ 

Vì x>2^>P>0. Với x = 3=>y = 2. 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (3; 2). 


Bình luận : Bài hệ tuy đơn giản nhưng nếu máy móc quá thì sẽ đi lệch hướng. Một 
lần nữa ta đã tháy sự hiệu quả của phương pháp hàm số cho lời giải thật ngắn 
gọn và đẹp. 



Phân tích : Với hệ này, chúng ta nhận thây được hệ đang xét là hệ đôi xứng loại 2 
nên ta sẽ ưu tiên ngay một công cụ mạnh trong việc bắt nhân tử của loại hệ này 
là trừ vế theo vế hai phương trong hệ cho nhau, ta sẽ được phương trình : 

X 7 + 2x 5 + 6x + a/5x + 4 - y 7 - 2y 5 - 6y - ^5y + 4 = 3y - 3x 
<=> X 7 + 2x 5 + 9x + a/5x + 4 = y 7 + 2y 5 + 9y + yj5y + 4 

Phương trình cuối cùng ta thu được rõ ràng có tính đối xứng hai biến đã cô lập 
nê ta tính đến xét hàm số đại diện sau : 

Ta xét hàm số : f (t) = t 7 + 2t 5 +9t + -v/5t + 4,t > - J . 

Ta có : f'(t) = 7t 6 + 10t 4 + 7 £= + 9>0,t 

w 2^/5tT4 ^ 4 

Và tới đây ta đã có được kết luận cho mối quan hệ giữa x,y và hệ đã hoàn toàn 

được giải quyết. 

[x>4 
, 4 

Lời giải: Điêu kiện : < 

y>-4 

L 4 

Lấy hai phương trình trong hệ ưừ vế theo vế ta có được phương trình : 

X 7 + 2x 5 + 6x + -s/5x + 4 - y 7 - 2y 5 - 6y - J5y + 4 = 3y - 3x 
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<^>x 7 +2x 5 +9x + -v/5x + 4 = y 7 +2y 5 +9y + ^/5y + 4 (l). 
Ta xét hàm số f (t) = t 7 + 2t 5 +9t + -v/5t + 4, Vt > . 


Ta có f'(t) = 7t 6 +10t 4 + 


6 1 im4 1 5 = + 9>0,t>-4. 

+ 4 5 


Do đó hàm số f (t) là hàm số đồng biến trên 


' 4 . ì 
;+00 

. 5 J 


Do đó từ (l)<^>f(x) = f(y)<^>x = y. 

Thế vào phương trinh thứ nhất trong hệ ta có phương trình : 
x 7 +2x 5 +3x + ự5x + 4-9 = 0 (2). 


Xét hàm số f(x) = x 7 +2x 5 +3x + \Ị5x + 4 -9,Vx>-—. 

Ta có f '(x) = 7x 6 + 10x 4 H-■ =— = + 3 >0,Vx > - J ■ Do đó hàm số f(x) 

2V5x + 4 5 


luôn đồng biến trên 


;+00 

5 


nên phương trình f(x) = 0 nếu có nghiệm thì 


nghiệm đó là duy nhất. 

Mà f (l) = 0 <=> X = 1 là nghiệm duy nhất của f (x) = 0 . Suy ra y = 1. 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (l;l). 

Bình luận : Bài toán kết họp giữa sự quen thuộc và cho một lời giải khá mới so với 
phương pháp thường dùng của hệ này, cách xử lý phương trình cuối cùng để tìm 
nghiệm chúng ta cũng xử lý bằng hàm số và sử dụng định lý đã nhắc đến ở lý 
thuyết đế khắng định nghiệm của phương trình. 


Ví du 7 : Giải hê phương trình < 

xí X 2 -7x + 14Ì = 5y 2 -23y + 32 
, ' (x,yeũ) 


X 2 + 8y 2 = y 3 + 28y - 23 


Phân tích : Với hệ này ta dễ dàng nhận thấy cả hai phương trình trong hệ đều có 
thế cô lập hai biến X, y . Do đó ta sẽ biến đối lại hệ cho dễ nhìn hơn. 

, , [ X 3 - 7x 2 + 14x - 32 - 5y 2 + 23y = 0 . 

Cụ thê ta có : 1 , giờ hệ đã cho ta hình thức 

[x 2 + 8y 2 = y 3 + 28y - 23 


dễ nhìn hơn. 

Tuy vậy, trên mỗi phương trình ta nhận thấy dù các biến có thế cô lập nhưng đối 
với phương trình thứ nhất bậc cao nhất của X là 3, bậc cao nhất của y là 2 nên 
về bậc chúng không tương đồng nên phương trình này không thế đưa được về 
dạng phương trình đối xứng đe xét hàm. Tương tự như vậy với phương trình thứ 
hai ta cũng có bậc cao nhất của X và y cũng không tương đồng nên khả năng 
xét hàm số trên phương trình này cũng xem như thất bại. Dù vậy, ta nhận thấy 
nếp^ốy^ọpỊ^ii p^ựơng yịnh Ị^ vó^nhqụỊ.ịty ta sẽ f^;ợc ; rỊ : ỊỘ^ ; h^p.g ; ^ : ũpg^ậ :: Ịfip 
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được x,y nhưng thuận lợi hơn là bậc của x,y lại tương đồng nên khả năng xét 
hàm số là rất cao. 

Do đó ta sẽ đấy ý tưởng của bài toán đến phương án này. Tức là ta sẽ “ghép và 
tạo” hai phương trình trong hệ đế có được một phương trình có tính đối xứng đế 
xét hàm số. 

Ta để ý thấy hệ số của x 2 trên phương trình thứ nhất là -7 và hệ số X 2 là 1 nếu 
ta cộng hai hệ số này lại ta sẽ được -6. Vậy tỉ lệ hệ số của bậc ba và bậc hai của 

biến X là l:(-6) nên ta liên tưởng tới (x-2) 3 . Mặt khác hệ số của y 2 ở 

phương trình thứ nhất -5, hệ số y 2 ở phương trình thứ hai là 8 nên nếu ta cộng 

lại ta sẽ có hệ số của y 2 là 3. Chuyển vế ta sẽ được tỉ lệ hệ số của bậc ba và bậc 

hai đối với biến y là 1 :(-3) nên ta sẽ nghỉ đến hằng đẳng thức (y-1) 3 . Vậy 
với nhận xét này ta sẽ thử thực hiện phép cộng hai vế phương trình lại với nhau. 
Cụ thể ta có : X 3 -7x 2 + 14x-32-5y 2 +23y+ x 2 +8y 2 -y 3 -28y+ 23 = 0 
<=> X 3 - 6x 2 + 14x - y 3 + 3y 2 - 5y - 9 = 0 
<=> X 3 -6x 2 +12x-8 + 2x-4 = y 3 -3y 2 + 3y-l + 2y-2 
^(x-2) 3 +2(x-2) = (y-l) 3 +2(y-l). 

Vậy tới đây ta đã xét được hàm số đại diện f (t) = t 3 + 2t, Vt e □ . Không khó để 

khắng định được hàm số tăng trên □ . Như thế ta đã tìm được mối quan hệ giữa 
X, y và hệ hoàn toàn đươc giải quyết. 

Lời giải: Cộng vế theo vế hai phương trình trong hệ ta có được phương trình : 

X 3 -6x 2 +14x-y 3 -3y 2 - 5y-9 = 0 

<=> X 3 -6x 2 + 12x - 8 + 2x - 4 = y 3 -3y 2 + 3y-1 + 2y-2 

^(x-2) 3 +2(x-2) = (y-l) 3 +2(y-l) (l) 

Xét hàm số f(t) = t 3 +2t,Vt e□ . Ta có f'(t) = 3t 2 +2> 0,Vt e□ . 

Vậy hàm số f (t) là hàm số tăng trên □ . Do đó từ 
(l)<=>f(x-2) = f(y-l)<=>x-2 = y-l<=>x = y + l. 

Thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 

(y +1) 2 + 8y 2 = y 3 + 28y - 23 o y 3 - 9y 2 + 26y - 24 = 0 

”y-2 = 0 |~y = 2=>x = 3 

<=>(y-2)(y-3)(y-4) = 0 <=> y-3 = 0<íí> y = 3=t>x = 4. 

y-4 = 0 y = 4 => X = 5 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là (x,y) = Ị(3;2);(4;3);(5;4)Ị . 

Bình luận : Bài toán này được sử dụng phương pháp cộng trừ đe tạo hàm số đại 
.ỵỊ.ên.gưột.phưựpg p\ịặ p cũqg thụ.qngặỊỊỊpịc sứ dựỊỊg đệ.ỊỊạọ ; ,Ịụiqyp. ị. ẹỊỊệp,.... 
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Ví dụ 8: Giải hệ phương trình 

5 (X 2 + 2) + y 2 + X (2 a/ĨtTÌ -1) = (y + 3) (^Tóỹ+TT + 7) 

< v ' V / V / (x,yeũ ) 

X 2 +2y 2 - x-y-2 = 0 

Phân tích : Bài hệ khá khó khăn đế chúng ta phán đoán. Tuy nhiên, như phân tích 
ở phương pháp cộng trừ nhân chéo bắt nhân tử chung với kieu hệ này thường 
chúng ta sẽ cho hai căn bằng nhau và tìm các phép thử đe tạo mối quan hệ 
“ghép và tạo” tìm đường giải quyết vì tuy phương trình thứ hai có dạng bậc hai 
hai ấn nhưng lại không có delta chính phương. 

Với các làm như vậy, ta biết được khi trừ hai phương trình trong hệ cho nhau vế 
theo vế ta sẽ được một phương trình bắt được nhân tử chung là 2x - y - 3 . 

Do đó ta biến đối hệ đã cho thành hệ phương trình sau : 

5x 2 + y 2 -x-7y-ll + 2x-\/4x 2 +2 -(y + 3)-\Jy 2 + 6y + ll = 0 

X 2 +2y 2 - x-y-2 = 0 

Lấy hai phương trình trừ nhau vế theo vế ta sẽ có được phương trình : 

4x 2 -y 2 -6y-9 + 2x-\/4x 2 +2 ~(y + 3)\Ịy 2 + 6y + ll = 0 
<=> 4x 2 +2x^4x 2 +2 =(y + 3) 2 + (y + 3)yjy 2 +6y + ll 

<=> 2xỊ^2x + ^(2x) 2 + 2j = (y + 3)Ị^y + 3 + -^(y + 3) 2 +2j 

Phương trình cuối cùng đã the hiện rõ cấu trúc của hàm số đại diện mà ta cần 
phải xét đó là hàm số : 

f(t) = tỊt + -\/t 2 +2j,Vten . 



Vậy xem như nút thắt mối quan hệ của X, y xem như được giải quyết và hệ đã 
được giải quyết hoàn toàn. 

Lòi giải: Hệ phương trình đã cho được biến đối lại thành hệ phương trình : 

5x 2 + y 2 -x-7y-ll + 2x-y/4x 2 + 2 -(y + 3)\jy 2 +6y + ll =0(1) 

X 2 + 2y 2 -X -y-2 = 0(2) 

Lấy (l) - (2) vế theo vế ta sẽ có được phương trình: 

4x 2 -y 2 - 6y - 9 + 2x\l 4x 2 + 2- (y + 3)-^y 2 +6y + ll 
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<=>4x 2 + 2x\l4x 2 +2 =(y + 3) 2 + (y + 3)^jy 2 + 6y + ll 
^>2x|^2x + ^(2x) 2 +2j = (y + 3)Ị^y + 3 + ^(y + 3) 2 +2j (3) 

Xét hàm số 


f(t) = t(t + V?^),VtạỊ3 . 


Ta có 


á : f'(t) = Ịt + ựt 2 +2Ị 


1 + 


sỊt^+2 


Ịựt 2 + 2+ tj 

Ậ 2 +2 


> 0, Vt G 0 


V MI 1-^y 

Vậy hàm số f(t) luôn đồng biến trên □ . 

Do đó từ (3) ta có : f (2x) = f (y + 3) <=>y = 2x-3. 

Thế vào phương trinh thứ hai trong hệ ta sẽ có phương trình : 

9 + ^5 . s 


9x 7 -27x + 19 = 0« 


X = - 


6 

9-sỊĨ 


■y = - 


3 


y = —r 


n/5 

3 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm : 

(*,y) = 


Ị(9 + j5.4ĩ\ 

(9-V5 

75)1 

[l 6 3/ 

l 6 ; 

3 J1 


Bình luận : Bài toán này là một cấu trả lời cho phần bắt nhân tử bằng phương pháp 
nhân lượng liên hiệp có liên quan đến các bài toán xét hàm số đại diện mà 
chúng tôi đã phân tích. Bài toán này chúng ta sẽ không dùng liên hiệp được vì 
dấu của các đại lượng cần liên hiệp không rõ nét và nếu có ta phải xử lý khá khó 
khăn. Và điều này minh chứng khi qua các phép thử như phần phương pháp 
cộng trừ nhân chéo bắt nhân tử chung với dạng hệ loại này ta thấy khi cho hai 
căn bằng nhau ta sẽ có : 

\l;4x 2 +2 = Jy 2 +6y + ll <=>4x 2 = (y + 3) 2 <=> y = 2 *~ 3 . 

|_y = -2x-3 

Nhưng qua phép thử ta chỉ có y = 2x - 3 là cho kết quả đúng! Và bài toán này 
cũng được xét trên một hàm số đại diện mà miền nghiệm đã xác định được 
trước, phương pháp này cũng là một ứng dụng thường gặp để làm xuất hiện hàm 
đại diện._ 


Ví dụ 9: Giải hệ phương trình 
X 3 - y 3 + 17x - 32y = 6x 2 - 9y 2 - 24 
(y + 2)Vx + 4 + (x + 9)ự2y-x + 9 =x 2 + 9y + l 
(Thi thử chuyên Vĩnh Phúc khối A,B năm 2015) 


(x,y eíỊ ) 


Phân tích: 

Bài toán này, nhìn vào cấu trúc của phương trình thứ nhất trong hệ dễ dàng phát 
:Ị^cn : ịẸ-ạ h$ị. bịgỊỊ cỘị^c cậ:Ịâp^Ịựocỉ^ệng vớị::phưqgng::Ịạpi3tỊỊt::tjÈỊỊjẸ:tỊíị^^rqpg hộ 
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chắng tìm được mối liên hệ gì nên khả năng xét hàm số ở phương trình thứ nhất 
là vô cùng lớn. 

Xét phương trình thứ nhất ương hệ ta có : 

X 3 - y 3 +17x - 32y = 6x 2 - 9y 2 - 24 
<=> x 3 - 6x 2 + 17x + 24 = y 3 -9y 2 + 32y (*) 

Nếu ngay từ phương trình này ta đi tìm dạng đối xứng là rất khó, ta chú ý cả hai 
vế phương trình này đều có thế đưa về hằng đắng thức bậc ba nên ta sẽ có một 
bước biến đối về điều đó. Và vì vế trái có đủ thành phần nên ta sẽ biến đối về 
trái sau đó ta sẽ định dạng vế tráivà biến đối vế phải như các phần trước chúng 
tôi đã phân tích ta sẽ tìm được : 

(*) «x 3 -6x 2 +12x-8 + 5(x-2) = y 3 -9y 2 +32y-42 
<=> (x -2) 3 + 5(x -2) = y 3 -9y 2 +32y-42 
<=>(x-2) 3 +5(x-2) = (y-3) 3 +5(y-3). 

Tới đây ta đã biết được hàm số đại diện cần xét chính là f (t) = t 3 + 5t, Vt e □ . 

Và không có khó khăn gì đế kết luận tính đơn điệu của nó. Và như vậy xem như 
bài toán đã có mối quan hệ và hệ hoàn toàn được giải quyết. 


J íx > -4 

Lời giải : Điêu kiện : -< . 

[2y-x + 9>0 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 
x 3 - 6x 2 + 1 7x - 1 7 = y 3 - 9y 2 + 32y - 42 

^(x-2) 3 +5(x-2) = (y-3) 3 +5(y-3) (l) 

Xét hàm số f(t) = t 3 +5t,Vteũ .Ta có f'(t) = 3t 2 +5 >0,Vt e □ . 
Do đó hàm số f (t) luôn đồng biến trên □ . Do đó từ 
(l) <=> f (x - 2) = f (y -3) <=> y = X + 1 . 

Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta có được phương trình : 
(x + 3)a/xTĨ+ (x + 9)%/xTĨI = x 2 +9 x + 10 

<=>4x 2 +36x + 40-4(x + 3)ựx + 4 - 4(x + 9)Vx + ll =0 


^2(x-+3x-40 


) + (x + 3)(x + 7-4ựx + 4) + (x + 9)ựx + ll(ựx + ll-4) = 0 


<=> 2(x-5)(x + 8) + (x + 3) 


(x + 3)(x-5) (x + 9)(x-5)-s/x + ll 


X + 7 + 4vx + 3 


V x • 1 1 - 4 


= 0 


<=>(x-5) 


( x + 3) (x + 9)n/xTTT 

2(x + 8) + , - + -— - ’ - 

X + 7 + 4Vx + 3 VX+ĨT+ 4 


= 0 


<=> x - 5 = O o X = 5 => ỵ = 6 VỊ T > 0,Vx ^ -4. 
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Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x, y) = (5; 6). 

Bình luận : Bài toán này khá khó vì việc xử lý phuơng trình thứ nhất cũng đòi hỏi 
một chút tinh tế. Tuy nhiên nếu quan sát và đã làm quen thì khi tách đuợc như 
vậy, ta vẫn có thế sử dụng hằng đẳng thức để rút được mối quan hệ giữa X, y . ở 
phương trình thứ hai cần một chút “khéo léo và tinh tế” nếu không chúng ta sẽ 
dính dáng đến phần đánh giá cũng không hề dễ chứ không đơn giản trong lời 
giải. 



2x 2 +3 = y(y-2)-(y + 5)x 


X - 


4 = 2(ự^3-ựy-io) 


(x,yeũ ) 


Phân tích : Với hệ này, bước đầu tiên nhận xét là phương trình thứ hai đơn giản và 
tính cô lập đã có nên khả năng xét hàm số này sẽ rất cao. Cụ thế ta có sẽ biến 

đổi sau : 2-ựy + 2 = -X - 1 + 2s[x — 3 . 


Tới đây ta sẽ có yỊx - 3 tương ứng y-10 nên x-3 = y-10=>x = y-7. 
Nhưng trên phương trình ta lại không có X tương ứng với y ở ngoài căn. Do đó 
việc xét hàm số đại diện trên phương trình này không thế thực hiện được. 

Mặt khác ta nhận thấy phương trình thứ nhất trong hệ thật chất là một phương 
trình bậc hai hai ấn nên ta sẽ hy vọng tách được nhân tử với yêu cầu có delta 
chính phương. 

Cụ thể ta sẽ có : 

2x 2 -y 2 +xy + 5x + 2y + 3 = 0<=>2x 2 +(5 + y)x-y 2 + 2y + 3 = 0 

Ta có A = (5 + y) 2 + 8^y 2 -2y-3Ị = (3y-l) 2 . Vậy phương trình thứ này tách 


được nhân tử và được viết lại như sau : (x + y + l)(y-2x-3) = 0. Với điều 


kiện 


íx>3 

< "„=>x + y + l>0. 

[y>10 


Thế y = 2x + 3 vào phương trình thứ hai ta sẽ có : X — 4 = 2*Jx-3 - 2sj2x 7 
Tới đây ta để ý là (2x —7) —(x —3) = x —4 . 

Như vậy phương trình này sẽ được viết lại là: 2x- 7 + 2\j2x-7 — X - 3 + 2\/x-3 . 
Và tới đây cấu trúc hàm số đại diện đã thế hiện rõ ràng. Như vậy bài toán hoàn 
toàn được giải quyết. 

[x>3 

1 y > 10 


Lòi giải : Điều kiện : 


Phương trình thứ nhất trong hệ được viết lại thành phương trình : 

2x 2 -y 2 +xy + 5x + 2y + 3 = 0<=>2x 2 -xy+ 3x+ 2xy-y 2 +3y + 2x-y + 3 = 0 
<=> x(2x -y+ 3) + y(2x -y+ 3) + 2x -y+ 3 = 0 <í=> (x + y+ l)(2x -y+ 3) = 0 

íx>3 

iiiiiur m. m m, m,. m kiHiii: li' iiị !|!i!i=:=:=:=:= ==:=:!!!!!!=:=:=: 
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Thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta có phương trình : 

x-4 = 2ựx-3-2ự2x-l <=>(2x-7)-(x-3) = 2Vx-3-2V2x-l 

<=> 2x - 7 + 2sj2x - 7 = X -3 + 2^x - 3 (l) . 

Xét hàm số f(t) = t 2 +2t,Vt > 0. Ta có f'(t) = 2t+ 2 >0,Vt >0 . 

Vậy hàm số f(t) luôn tăng trcn [0;+oo). 

Do đó từ (l)<=>f(V2x-7) = f(-v/x-3Ị<=>-v/2x-7 = Vx-3<»x = 4=>y = 17. 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x.y) = (4; 17) . 

Bình luận: Bài toán trên theo nguyên tắc tư duy tự nhiên, chắc chắn ta sẽ cần kiếm 
tra tính phân tích nhân tử của phương trình thứ nhất trước. Tuy nhiên, trên suy 
nghỉ xét hàm đại diện thì bắt đầu từ phương trình trình thứ hai cũng họp lí. Đây 
là ví dụ minh họa cho hướng đi sử dụng phép thế để tạo hàm số đại diện. Tiếp 

theo ta sẽ nghiên cửu một ví dụ tương tụ nhu vậy _ 

Ví dụ 11: Giải hệ phương trình 

[y 3 -10y 2 +14y + 52 = (x + l)(3ự3x + l -6x + 2ó) 

\ v ; (x,yeũ) 

^3x 2 -8y 2 =10x-7 

'hân tích : Với hệ này, ta nhận thấy phương trình thứ hai tuy hình thức đơn giản 
nhưng những dấu hiệu có được của nó cũng đơn giản như hình thức của nó vì ta 
chang bắt đầu được gì từ phương trình này cả. Hình thức phương trình thứ nhất 
cũng chang khá hơn gì vì sự sắp xếp của nó của bài toán chang đưa ta đến gì ở 
vế phải nhưng có một điếm hở là vế trái của phương trình này toàn chứa biến y 
nên ta sẽ cố gắng biến đối cho phương trình này dễ nhìn hơn. 

Cụ thế ta biến đối phương trình thứ nhất trong hệ trở thành : 

y 3 - 10y 2 + 14y + 52 = 3(x + l)>/3x +1 -(6x -26)(x +1) 

<=> y 3 - 10y 2 + 14y + 6x 2 - 20x + 26 = 3(x + l)ự3x + l (*) 

Ớ vế trái (*) ta nhận thấy 

3(x • 1)v3x • 1 = (3x + l + 2)-v/3x + l =Í^X+TÌ ~ 2v3x • I là một dấu hiệu 

đáng mừng, vì từ đây ta có the nhận thấy tính cô lập và xét hàm số đại diện rất 
là cao. Việc còn lại là vế trái của (*) chỉ cần ta có được đó là một biếu thức toàn 
chứa biến y và có the đưa về định dạng phương trình như vế phải nữa là xem 
như ý tưởng xét hàm số đại diện đã hoàn toàn thành công. 

Nhận xét thấy vế trái (*) tự nhiên xuất hiện đại lượng 6x 2 -20x = 2^3x 2 -10x j. 
Quay ngược lại phương trình thứ hai trong hê ta lại có : 

3x 2 - lOx = 8y 2 - 7 <=> 6x 2 - 20x = 16y 2 -14. 

Và như thể bằng phép thế từ phương trình thứ hai trong hệ xuống (*) ta sẽ có vế 
trái là một biếu thức chỉ chứa biến y . 
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Cụ thể ta sẽ có : 

y 3 - 10y 2 + Ỉ4y + 16y 2 -14 + 26 = (ự3x + l) 3 + 2ự3x + ] 


<=>y 3 +6y 2 +12y + 8 + 2y + 4 = (ự3x + l) + 2ự3x + l 
«(y + 2) 3 +2(y + 2) = (ự3x + l) 3 +2ự3x + l . 

Lúc này ta xét hàm số đại diện là f (t) = t 3 + 2t, Vt e □ .Và không khó khăn để 

khắng được tính tăng của hàm số này. Vậy là ta đã tìm được mối quan hệ giữa 
X, y và hệ hoàn toàn được giải quyết. 

Lời giải : Điều kiện : X > “ . 

Hệ phưong trinh đã cho được biến đối thành hệ phương trình sau : 

|y 3 -10y 2 +14y + 6x 2 -20x + 26 = 3(x + l)ự3x + l(l) 

Ịóx 2 -20x = 16y 2 -14(2) 

Thế 6x 2 -20x = 16y 2 -14 vào (l) ta có phưong trình : 
y 3 +6y 2 + 14y + 12 = 3(x + l)^3x + l 
<=> y 3 + 6y 2 + 12y + 8 + 2y + 4 = (3x + 1 + 2) \/3x + l 
«(y + 2) 3 +2(y + 2) = (- N /3x + l) 3 +ự3x + l (3) 

Xét hàm số f (t) = t 3 +2t, Vt e □ . 

Ta có f'(t) = 3t 2 + 2 > 0, Vt eũ . 

Vậy hàm số f(t) luôn tăng trcn □ . 

Do đó từ (3)<^>f(y + 2) = f Ịn/3x +1Ị«• %/3x +1 = y + 2. 

Kết họp với (2) ta có hệ phưong trình 

, fy*-2 


■v/3x +1 =y + 2 
3x 2 -lOx = 8y 2 -7 


<=>l3x = y +4y + 3 
3x 2 -lOx = 8y 2 -7 


íy>-2 


y>-2 


<=> X = 


y +4y+ 3 


<=> < X = 


y +4y + 3 


y +4y+3 
" 3 


y +4y+3 
3 


: 8y 2 - 7 


y(y 3 + 8y 2 -12y-16j = 0 
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y>-2 


íy>-2 


<=> < X = 


y +4y+3 


<=> < X = 


y +4y + 3 


y(y-2)Ịy 2 +10y + 8) = 0 y = 0vy = 2vy = -5±%/7 


íy>-2 


y 2 +4y+ 3 


3 [y = 2 

y=0vy=2vy=-5+ \ỊĨ f x = 5 _ 2^7 

Iy--5 I y 7 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là 

(x,y) = Ị(l;0);(5;2);(5-2^7;-5 + sỊĩ)Ỵ 

Bình luận : Bài toán này cũng có ý tuởng sử dụng phép thế đế tạo được hàm số đại 
diện, nhưng có độ khó hơn ví dụ trước. 

Ví dụ 12: 


Giải hệ phương trình 


x + y = 2 + 3vx-x-4 
3y 2 (y-3) + ll(y-4) = : 


, „3 o 3 

i-x -3x 


(x,yen) 


Phân tích: Với hệ này đầu tiên ta nhận thấy cấu trúc của phương trình thứ nhất có 
thể chuyển vế sử dụng phép nâng lũy thừa để đưa về phương trình bậc hai hai 
ấn, với hy vọng sẽ tìm được nhân tử. 

Cụ thế ta có phương trình thứ nhất sẽ biến đối đế trở thành phương trình : 

(x + y-2) 2 =9^x 2 -x-4j<=>8x 2 -y 2 -2xy-5x + 4y-40 = 0 

Kiếm tra phương trình tách được nhân tử nhưng lại không có được delta chính 
phương, như vậy với phương trình này ta sẽ không tìm mối quan hệ giữa X, y ở 
dạng có thể sử dụng phép thế có lợi. Do đó mọi trọng tâm phải đồ dồn về 
phương trình thứ hai trong hệ. Đe ý phương trình này có hai đại lượng tham gia 

chính là y, x/l 3 — X 3 và rõ ràng hai đại lượng này đã cô lập nên khả năng xét 
hàm số rất cao. 

Tuy nhiên ta đe ý vế phải phương trình thứ hai ta có hai đại lượng 
2\fĨ3-~ X 3 ,3x 3 nên ta sẽ biến đổi chúng theo đúng một đại lượng \jl3-x 3 dựa 
trên ý tưởng 3x 3 là bậc ba đối với đại lượng Ẳ/l3-x 3 


Cụ thể ta sẽ có được : 


i-x 3 =: 


s-x 3 +3 13- 


(l3-x 3 )-39. 
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Với bước tách này ta quan sát thấy vế trái của phương trình thứ hai ta có đó là 
một đa thức bậc ba với biến y đó là : 3y 3 - 9y 2 +1 ly - 44. Không khó để nhận 
thấy tỉ lệ hệ số của bậc ba và bậc hai của biến y là 3: (-9) = 1: (-3) nên ta liên 

tưởng đến hằng đẳng thức (y -1) 3 = y 3 - 3y 2 + 3y -1. 

Do đó ta tiến hành tách phương trình thứ hai thành phương trình : 
3y 2 -9y 2 +lly-44 = 3(l3-x 3 ) + 2%/l3-x 3 -39 

<=>3(y-l) 3 +2y-2 = 3^13-x 3 j + 2\/l3-x 3 

<=>3(y-l) 3 + 2(y-l) = 3^13-x 3 j + 2^/l3-x 3 . 

Và tới đây hình dáng xét hàm số đại diện đã xuất hiện, đó là hàm số 
f(t) = 3t 3 +2t ,VteU . 

Không khó thấy hàm này đơn điệu tăng trên 0 nên từ đây ta đã có mối quan hệ 
giữa hai đại lượng y và x/l 3 — X 3 . Vậy xem như bài toán đã được giải quyết 


hoàn toàn. 


Lời giải : Điều kiện : 


X -x-4> 0 


[x + y > 0 

Phương trình thứ hai trong hệ được biến đối thành phương trình : 


3y 3 -9y 2 +lly-44: 


, „3 ~ 3 

ì-x -3x 


« 3(y-l) 3 +2(y-1) = 3 ( 13 -x 3 ) +2^13-X 3 (l). 

Xét hàm số f (t) = 3t 3 + 2t, Vt e □ .Tacó f '(t) = 6t 2 +2 > 0, Vt eũ 
Vậy hàm số f (t) luôn đồng biến trên □ . 

Do đó từ (l)<=>f(y-l) = fỊ^/l3-x 3 j<=>y-l = A/l3-x 3 . 

Thay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta có phương trinh : 


X +1 + ; 


!-x J =2 + 3vx 2 —X—4 <=> V13-X = l-x + 2yx z —x—t 


u = l-x 
V = \lx 2 - X - 4 


•u 3 -3v 2 =l-3x + 3x 2 -X 3 -3x 2 + 3x-12 = 13-x 3 ,(v>0) 


Lúc đó phương trình (2) trở thành phương trình : 

n/Ũ 3 -3v 2 = u + 2v<=>u 3 -3v 2 =u 3 +6u 2 v + 12uv 2 +8v 3 

V = 0 

3v 2 +6u 2 v + 12uv 2 +8v 3 =0 <^> vỊó(u + v) 2 +2v 2 +3v| = 0 <^> Ịu = 0 

|v = 0 
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•v/x 2 -x-4 = 0 
íl-x = 0 

|a/x 2 -x-4 = 0 


(*) 


<=>x-x-4 = 0<=> 


X = 



1.1 5v I 7 


3(13 + 5^7 


Vì (*) vô nghiệm. 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ phương trình là : 


( x >y) : 


I - vl7 , 1 Jì3-5ựìĩ 
u '4 


I- \/l 7 , J13 • 5 V17 

- -—;1 + 4 - -— 


IV /V 

Bình luận : Bài toán đế tìm được phương trinh có thế xét hàm số tương đối khó, 
đòi hỏi một chút khéo léo và giải phương trình tìm nghiệm có thế dùng đánh giá 
hoặc liên hiệp. Tuy nhiên hai cách giả này đòi hỏi một chút khéo léo nên ấn phụ 
hỏa là cách giải tự nhiên nhất, _ 


Ví dụ 13: 

Giải hệ phương trinh 


2x 2 +3 = (4x 2 -2yx 2 )ự3-2y + 

ự2-ự3^27 = 


4x 2 +1 


^2x 2 + X 3 +X + 2 


2x +1 


(x,yeũ) 

__ (Thi thử GSTT) 

Phân tích: cấu trúc của hệ khá cồng kềnh, tuy nhiên điếm hở mạnh nhất của hệ 
chính là hệ cho ta được dấu hiệu đế công phá hệ này ta không thế bắt đầu từ 
phương trình thứ hai trong hệ. 

Ngoài ra có một điếm hở cũng khá mạnh là cách sắp xếp ở phương trình thứ 
nhất trong hệ rõ ràng cho X TÍ 0 nhưng lại sắp xếp ở tích bên vế phải phương 

trình chứa một thừa số đều gắn với X 2 điều này gợi mở được ta sẽ chia hai vế 
cho phương trình thứ với X 2 để thu gọn phương trình này. 

3 ,_ 4 1 

Cụ thê sau khi chia ta sẽ có phương trình : 2 + = (4 - 2y) ^3 - 2y + — + —-. 

X 2 X X 3 

Phương trình hoàn cô lập được hai biến x,y nên ta sẽ tiến hành cô lập, ta được : 
-± + ±-í + 2 = (4-2y)ựr^. 

X X X 

ở phương trình này ta lại nhận thấy vế phải chứa ự3 -2y và ta hoàn toàn tách 
được 4-2y = l + 3-2y, vậy là ta có vế phải là đa thức bậc ba với đại lượng 
yj3-2y , thật vậy ta sẽ có biến đổi sau : 

-3 + ^-- + 2 = (l + 3-2y)ự3-2y 

X 3 X 2 X 

^-^ + ị-- + 2 = (3-2y)j3-2y + y ]3-2y 

xỉ: ;:|X; :: : : : : ::: : ::: : : :: : : : 
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Mặt khác vế trái ta nhận thấy hệ số bậc ba và bậc hai của đại lượng — là 

X 

(-1): 3 nên ta sẽ đấy ý tưởng tách vế trái của phương trình này theo hằng đắng 

1 


thức 


1 -- 


, khi đó ta sẽ có phương trình: 


f+4-^+1-V(xFT3 3 +x/3^ 

X X 2 X 3 X v ' 


Và tới đây cấu trúc của hàm số đại diện đã hiện rõ. Và như thế hệ đã được giải 
quyết. 

Í2-ự3-2y>0 


Lời giải: Điều kiện: 


3 -2y > 0 
<x*0 

1 

X + 

2 


o< 


1_1 

--r<y<-r 
2 2 

X + 0 


x + -- 


L z X - 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình: 

2 + ị = (4-2y)^3-2y + - + \^-\ + ^-- + 2 = (l + 3-2y)^3-2y 

X X X X X X 

l -=ịyĩ^2ỹf+^2ỹ(>). 


( 1V 

l xj 


+l--=l 

X 


Xét hàm số f (t) = t 3 + t,Vt ẹp . Ta có : f'(t) = 3t 2 +1 > 0,Vt ép . 
Vậy hàm số f(t) luôn đồng hiến trcn □ . 


Do đó 


átừ (*)^>fỊ^l-ij = f(ự3-2y)^>l-^ = ự3-2y . 

Thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta có phương trình: 


2 - 


í,-lì 

V xj 


1/2 X + X + X + 2 
2x + 1 


<^(2x + l)Jl + --x + 2 + x3Í- + l 



í, 1 3 

1 í, 1 

2 1 2 

í 0 

<=> 


L 1 ■+ — 

— 1 H- h ỉ l H - 

1 + 1 + - 


l xj 

1 V X 

X V X 

l xj 


, , 1 , , 2 1 2 
1 + — = 1 + — + 3/1 + — 


1 1 

f rr 3 

3 

, 2 , 

1 2 

1+- + 


- 1 H-4 j 

Í1 + - 

1 X 

1» X J 

X V 

X 


Xét hàm Số f(t) = u 3 +u,u eP . 
Ta có : f'(u) = 3u 2 +1 >0,Vu eP 
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Do đó từ (l) <=>f 


1+1 


= f 


3/1 + — 


1 1 2 
<=> 4 /1 H-—4 1 3- : 


1 + Ị 

V Xy 


1+Ị 

V Xy 


^ 1 , 3 , 3 . „ 3 _, , 4 , 4 „2 , „ 4 - 

<=> 1 + — + + X = 1 + — + — <=>X +X -1 = 0 <=> 

X X X X 


X = 


—1 + 7 $ 

2 

-1-75' 


Thử lại ta có X = 


-1 + a/í 


•y = - 


3-75 


2 4 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là : (x,y) = 


-1 + 75 . 3-75 

2 ’ 4 

V z + y 


Bình luận: Bài toán tuy có điếm hở mạnh nhưng là một bài toán thuần hàm số từ 
tìm mối quan hệ giữa x,y và cả tìm nghiệm. Đây là một kiếu bài toán cũng 
thường được ra trong các đề thi thử đại học cũng nhưng chính thức. 


Ví dụ 14: Giải hệ phương trình < 

2 1 3x + 4 

x + 3y + l = y- — + 

y 7x + l (x,ye0 ) 


79y-2 + 7'7x + 2y + 2 =2y + 3 


thứ nhất trong hệ đế tìm mối quan hệ giữa x,y và cũng nhận thấy rằng phương 
trình này hoàn toàn có the cô lập được hai biến X, y nên khả năng xét hàm số rất 
cao. 

Cụ thế ta có phương trình thứ nhất được biến đối thành phương trình : 

* • 1 - y 3 >' ' • 

yx +1 y 

ở vế phải ta nhận thấy X +1 là bậc hai của 7x + l và 3x + 4 = 3(x +1) +1. 

, . --- 1 2 1 

Vậy ta sẽ tách tiêp như sau : X +1 - 3yx +1 — -—= = y - 3y - —. 

7x + l y 

Phương trình cuối đã định dạng xét hàm số đại diện f (t) = t 2 -3t - -,t >0 . 

Ta có f'(t) = 2t-3 + 4 = — ~ 3t + 1 = ( 2t + 1 )( t + 1 ) >0,vt>0. 
t t t 

Vậy hàm số f(t) đơn điệu tăng trên (0;+°o). Như thế mối quan hệ giữa hai 
biến X, y đã có và hệ đã hoàn toàn được giải quyết. 

X>-1 

Lời giải: Điều kiện : < 2 • 

y>=- 

V 9 

Phqqng^rìnỊì^hq^hất ^qqg hậ ; ị|ưọ;q biỵp+Ịp.ị thành ; Ị ; ỊỘ pỊ] ; ựợpg tv ; ịpỊỊ: : ;.: ; 
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x + l-^=== = y 2 -3y- — <^>x + l-3\/x + ĩ— =y 2 -3y-— (l). 

%/x+T y >£7Ĩ y w 

Xét hàm số f (t) = t 2 -3tVt > 0 . 

Ta có f'(t) = 2t-3 + 4 = -- -4- ^->0,vt>0. 

t t 

Vậy hàm số f (t) đồng biến với mọi t > 0 . 

Do đó từ (l)<=>f(Vx + lì = f(y)<=> y = -v/x +1 <^>X = y 2 -1. 

Thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 

% /9y-2 + ự7y 2 +2y-5=2y + 3oy + 2-^9y-2 + y + l-ự7y 2 +2y-5=0 
1 (y-2)(y-3) , (y + l)(ỳ-2)(y-3) 


y + 2 + . 


o(y-2)(y-3) 


(y + l) Z + (y + l)^y 2 + 2y-5 + M7y 2 +2y-5 


y + 2 + ^PĨ 


(y + lf + (y + l)ệ^7ĩỹ^5 + ịly 2 + ly-5) 2 


, . , , „ fy = 2^>x = 3 ^ 2 

<tí>(y-2)(y-3) = 0<^> vì K>0,Vy> ^ . 

v A ’ [ y = 3 ^ x=8 9 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = |(3;2);(8;3)|. 

Bình luận : Bài toán vẫn xoay quanh chọn hàm số đại diện, tuy nhiên đế khắng 
định tính đơn điệu của hàm số này ta cần độ khéo vì trên thực tế có rất nhiều 
học sinh tới khúc này hoàn toàn đi giả máy móc đạo hàm bằng 0. Bài toán tìm 
nghiệm cuối cùng là một phương trình vô tỷ giải bằng phép liên hiệp quen 
thuộc._ 


Ví dụ 15: Giải hệ phương trình 


Ịx + ựx 2 +3jịy + \jy 2 +31 = 3 
X J3x - 2xy +1 = 4xy + 3x +1 


(x,y eH ) 


Phân tích: Với hệ này, có cấu trúc ở phương trình thứ nhất khá quen thuộc và cũng 
được chúng tôi giải bằng phương pháp nhân lượng liên hiệp. Tuy nhiên, chúng 
tôi sẽ giải bài toán này theo phương pháp hàm số. 

Như ở phần liên hiệp chúng tôi đã phân tích thì phương trình thứ nhất sẽ được 
đưa về phương trình : 

n/x 2 + 3 + X = ựy 2 + 3 - y <=> \Ịx 2 + 3 + X = (-y) + Ậ-yý +3 . 

Và như vậy định dạng hàm số đại diện đã xuất hiện đó chính là 
f (t) = Ậ 2 +3 + t,vt eũ . 
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Tacó: f , (t) = -f== + l = : ^^^^-t== 
vt 2 +3 x/r+3 yt 2 +3 


> 0, Vt SŨ . 


Và như vậy hàm số f(t) luôn tăng trên □ và lúc này ta có mối quan hệ giữa 
X, y. Như thế hệ được giải quyết hoàn toàn. 

Lời giải: 

Điều kiện : 3x - 2xy +1 > 0 . 

Vì ^y 2 +3 - y>|y|-y>0=> *Jy 2 +3 -y>0 . 

Do đó phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình sau : 
sỊx 2 + 3 +3 = ^y 2 + 3 -y <=> \Ịx 2 + 3 + 3 = (-y) + -J(-y) 2 + 3 (l) 


yx +3+3 = ^y +j-yovx +^+^ = ^-yj 

Xét hàm số f (t) = vt 2 +3 +t,Vt eũ . 

T,„„ A . t , x/r+3 + t^ |t| + t 

Tacó: f (t) = -r== + l= 7 == >-7= 
yt 2 +3 yt 2 +3 vt 2 +: 

4- L iír'_n T-v _ 4-' 


: >0,Vt eũ . 


Do đó hàm số f (t) luôn tăng trên D . Do đó từ (l) <=> f (x) = f (-y) y = -X . 

Thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta có được phương trình : 

xa/Ĩx 2 + 3x +1 = -4x 2 + 3x +1 (*). 

Nhận xét với X = 0 không thỏa phương trình (*) 

© Trường họp 1: X > 0 thì phương trình (*) trở thành phương trình : 

L ,3 , 1 .31.3 1 „ / 3 . 1 , n 

2 + — + —j --4 + — + — <=>2 + —+ -y-2 /2 + —+ —T- - 6-0 
V X X 2 XX X X 2 V X X 2 

<s> í\í 2+ v + i +2 ìí\í 2+ v + i“ 3 ì°j 2+ v + i =3 vì £FĨ+2>0 

V X X 2 V X X 2 V X X 2 V X X 2 


»2 + - + - l - = 9<^7x 2 -3x-l = 0^ 

X X 


3 + s/ỹỹ 

14 

3-#7 


<=> X = - 


—3 —>/37 


© Trường hợp 2: x<0 thì phương trình (*) trơ thành phương trình: 

rr ĩ 3, 1 „ „, 3. 1 , L. 3, ĩ , n 

—. 2 H-1—— — —4 H-1—y <=?■ 2 H-1 —— + 12 H-1—-— 6 — 0 

V X X 2 XX 2 X X 2 V X X 2 

í r 3 ĩ" r 3 r~ ¥ . r 3 r~ _ . r 3 r 

o . 2 + —+ —r- -2 2 + - + —- +3 =0«. 2 + - + 4 = 2vì .2 + - + 4+3>0 

V X X 2 \ X X 2 V X X 2 V X X 2 
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Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


-'i + sỊĨĨ 
4 


ịf 3 - v37 

-3-^7 2 

3 \ 17 -3 + \ỊỸĨ y\ 

II 14 ; 

14 J 

l 4 4 Ji 


3 + \/Ĩ7 

„3 1,-2 - , - x — 4_3->^7_-3 + ^7 

<=>2 + - + —- = 4o2x -3x-l = 0o , <=>x = -— => y = ———. 

XX 2 _ 3-^7 4 4 

X = -—-— 

L 4 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là 
, X I' 3 •- v37 3 v37 V 3 V 17 3 • \I7 )} 

_ x ; 4 i “ : " Ẵ * 

Bình luận : Bài toán này ở phương trình thứ nhất dù giải bằng liên hiệp hay hàm 
số đều là lời giải tự nhiên và đẹp. Ớ phương trình thứ hai trong hệ nếu ta không 
phân chia trường họp thì sẽ dẫn đến sai lầm làm mất nghiệm của phương trình, 
về bản chất là sử dụng liên hiệp đế tạo hàm số đại diện. Tiếp theo chúng ta sẽ 
xét một bài toán có sự biến tấu rất tự nhiên của ý tưởng tạo hàm số đại diện theo 

phương pháp này. _ 

Ví dụ 16: Giải hệ phương trình 


(x,yeũ) 


3x+ x + yx +3 y+yy +3 y=0 


(2-s/x + 3 + ự2-y)“ (4 - 3 Ự 3 — y) = -v/2x +7+3 + n/x + 2 

Phân tích : Với hệ này, với phương trình thứ hai ta sẽ không giải quyết được gì vì 
cấu tạo “rất trơ” của nó. Do đó buộc lòng ta cần phải đầu tư ý tưởng vào phương 
trình thứ nhất trong hệ. 

Quan sát phương trình thứ nhất, ta chưa có nhận thấy điều gì rõ ràng. Tuy nhiên 
ba con số 3 xuất hiện, chang phải ngẫu nhiên và ta tự hỏi là tại sao trong tích hai 

đại lượng X + x/x 2 +3,y + *Jy 2 + 3 sao lại chỉ gắn với biến y mà không gắn với 
biến X , còn số 3 đứng ngoài tại sao không gắn với y mà gắn với X . 

Mặt khác ta nhận thấy rằng 


x + yx +. 


/x 2 + 3-X =3, y + Jy 2 +3 Jy 2 +3 - y) = 3. 


Do tính chất nhận xét về sự “ngược nhau “ của hai biến X, y ở ngoài căn nên ta 
sẽ đấy ý tưởng đưa phương trình thứ nhất trong hệ về phương trình : 


3x(yx 2 +3-xỊ + (x + yx 2 +; 


/x 2 + 3-x y +vy 2 +3 y = 0 


<=>3 xị\Jx 2 +3-xj + 3Ịy + -\Jy 2 +3jy = 0<=>x 2 -xx/x 2 + 3 =y 2 + y-\/y 2 +3 
<=> (-x) 2 + (-x)^(-x) 2 + 3 = y 2 + y\Ịy 2 + 3 . 

Phương trình cuối gợi cho ta ảnh của hàm số đại diện là 
f(t) = t 2 + t\/t 2 +3 , Vt e □ . Hàm số này khá quen thuộc qua các ví dụ nên việc 
khắng định tính đơn điệu nó không còn khó nữa. Và như vậy mối quan hệ giữa 
hai biến x,y đã có , hộ đã được giải quyết hoàn toàn. 
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X > -2 

Lời giải : Điều kiện : ị y < 2 

2x + y + 3 > 0 

Vì yỊx 2 + 3- x>|x|-x>0=>+ 3- x>0.Nênta biến đổi phưong trinh thứ 
nhất trong hệ thành 

3 xí\Jx 2 +3 -xì + íx + ^x 2 +3 (a/x 2 +3 -x)(y + Jy 2 +3 y = 0 


<=>3x(yx 2 +3 -X + 3|y + Jy 2 +3 y = 0 <=> X 2 - xVx 2 +3 = y 2 + yjy 2 + 3 


<=> (- x ) + (- x ) v(- x f + 3 = y 2 + y\/y 2 + 3 (*) 

Xét hàm số f (t) = t 2 + tx/t 2 +3, Vt eũ . 

Ị— - t 2 

Ta cỏ f '(t) = 2t + ỵt 2 +3 + , > 2t + 2|t| >0 , Vt e□ 

n Í 2 73 am - gm 

Vậy hàm số f (t) luôn tăng trên □ . 

Do đó từ (*)<=>f(-x) = f(y)<=>y = -x. 

Thay vào phương trinh thứ hai trong hệ ta được phương trình : 

(2ựx + 3 + ựx + 2) 2 (4-3ựx + 3) = ựx + 3 + ựx + 2 (l) 

Đặt t = -v/x + 2 , t > 0 . Ta có : x = t 2 - 2 . 

Lúc đó (l) trở thành phương trình : 


/t 2 +1 + tì Í4-3^U^ + t 


<=> 3 2Jt 2 + 1 + 1 K/t 2 + 1 + 4 Vt 2 + 1 + 1 = 4 2Vt 2 +1 + 1 


<=> í 15t 2 - lót +16 Wt 2 +1 = -12t 3 + 20t 2 - lót +16 


= 


-12t 3 + 20t 2 - lót + 16 
15t 2 -lót + 16 


0 _£ t 2 (5-12t) Q 1 5 _ 12t 

ự^7ĩ + 1 15t 2 -16t + 16 \jị~ +1 +1 ~ 15t 2 — 16t + 16 

© Với t = 0 <=> \fx + 2 = 0<=>x = -2=>y = 2( thỏa mãn ). 

0 Với * = 5 ~ 12t (2). 

+ l 15t 2 -161 + 16 
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Trường hợp 1 : t > ta có : j 


5 - 12t 

15t 2 - lót +16 


\Jt 2 +1+1 


<0 

. Do đó (2) vô nghiệm. 


• Trường hợp 2 : 0 < t < ta có (2) 15t 2 - lót + 16 = (5 - 12t)'\/t 2 +1 +5- 12t 

<=> 15t 2 -4t +11 = (5- 12t)x/t 2 + l«(l5t 2 -4t +11) 2 = (5-12t) 2 (t 2 +1) 


8 lt 4 +177t 2 + 32t + 96 = 0 (vô lí vì 8 lt 4 + 177t 2 + 32t + 96 > 0, Vt e 


0;M 

. 1 V 


Vậy với t > 0 ta có (2) vô nghiệm. 

Do đó hệ phương trình đã cho có nghiệm là (X, y) = (-2; 2). 


Bình luận: Bài toán cũng dùng liên hiệp đế đưa về hàm số đại diện nhưng có tính 
chất khá thú vị và hay, cách giải phương trình tìm nghiệm là cách tự nhiên nhất, 
cũng cỏ thể sử dụng đánh giá bằng bất đẳng thức để tìm nghiệm. _ 


Ví dụ 17: Giải hệ phương trình 


\Ịy + 4 • \jy 2 + 7y + 10 = 
3(3x + 2) = ựy + 2x + 51 

\/x +1 -\jx 2 +2x + 3 -\Jx 2 +2x + 4 

I n—- o\ <—- (vyeũ) 

3y X 2 + 5 - X 2 Ị + 2ựy - 2x + 5 


Phân tích: Với hệ này, cả hai phương trình trong hệ đều thật “khó nhằn”, với tâm 
lý chung thật không dám nhúng tay vào công phá phương trình nào trong hệ. 
Tuy nhiên, hãy quan sát phương trình thứ nhất tuy là một phương trình chứa các 
căn bậc khác nhau, nhưng ở đây lại là một phương trình đã cô lập hai biến X, y 
nên khả năng xét được hàm số đại diện là rất cao. 

Quan sát phương trinh thứ nhất ta nhận thấy vế phải phương trình này có điều gì 
đó thật đặc biệt. 

Thật vậy, ta có : X 2 +2x + 3 = (x + l) 2 +2; X 2 + 2x + 4 = (x +1) 2 + 3. 

Với nhận xét này, ta đưa phương trình thứ nhất về phương trình : 

\jy + 4 • ^y 2 +7y + 10 = \Ịx +1 ■ ^|(x +1) + 2 • ^(x +1)” + 3 . 

Vậy là vế phải của phương trình này đã có một “hình ảnh” rất rõ ràng, giờ ta sẽ 
cố gắng biến đối vế trái cũng sẽ được một “hình ảnh” như vậy. Với ý nghỉ này, 
ta nhận thấy vế phải có đầy đủ các căn bậc hai, bậc ba, bậc 4 nhưng vế trái chỉ 
có hai loại căn là bậc ba và bậc 4. về cấu trúc căn ta cần phải thêm cho vế trai 
một căn bậc hai. 

Mặt khác ta nhận thấy được 

y 2 +7y + 10 = (y + 2)(y + 5) = (y + 2)(y + 2 + 3);y + 4 = y + 2 + 2. 

Nét tương đồng của các hệ số thừa ra là 2,3 đối với đại lượng y + 2 và đại 
lượng y +1 làm ta thêm tự tin đế tiến tới tách được vế trái có một “hình ảnh” 
ỉ ^Ịjự : .ỵjấ-pỊ|bặj. j;j. ị;ị;|:.. ị;ị:Ị ị;ị;ị; 
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Cụ thể ta sẽ biến đổi như sau : 

ị/ỹĨ4-$jy 2 +7y + ỈO = iỊy + 2 + 2-Ậy + 2){y + 2 + 3) 


+ 3 . 


+ 3 . 


-sjy + 2 + 2-^y + 2 + 3-^Jy + 2 - iỊ^+ 2 ■ ìịỤy-ị^Ỹ^^ ■ ^ỹ/y+^ị 
Và như vậy ta sẽ có được phương trình thứ nhất được viết lại là : 

+ 2 ■ ^ịị^/y+ỉj~^-2 ■ ^ỤyĩĨỊ^-?) = n/xTĨ■ ^Ị{x + Ĩ)~h2 ■ ^Ị(x + Ĩ) 

Tới đây ta có hai cách xét hàm số đại diện : 

© Cách 1: Xét hàm số f (t) = yft ■ yj' t 2 +1 ■ x/t 2 + 3, Vt > 0. 

Khi đó phương trình thứ nhất sẽ ở dạng : fị^jy + 2 j = f (x +1) 

© Cách 2 : Xét hàm số f (t) = t • vt 4 + 2 • \/t 4 + 3, Vt > 0. Khi đó phương trình thứ 
nhất sẽ có dạng : f( : \/y + 2j = fỊVx + l j. 

Với hai cách này thì rõ ràng ứng với cách thứ hai việc tính đạo hàm sẽ thuận lợi 
hơn một chút. 

Không khó đế nhận thấy cả hai cách xét hàm đều cho được hàm đại diện luôn 
tăng trên [0; +co) . 

Vậy xem như mối quan hệ giữa hai biến x,y đã được giải quyết và hệ sẽ được 
giải hoàn toàn. 


Lời giải : Điều kiện : 


X>-1 

y 2 +7y + 10>0 
y+2x+5>0 
y + 2> 0 


oi 


X>-1 

y < -5 V y > -2 
y+2x+5>0 
[y>-2 


<=> 


[x>-l 

ly>-2' 


Phương trình thứ nhất trong hệ được viết lại thành phương trình : 
ljy + 2 -yỊĨ y + 2)(y + 5) = ựx + l -^(x + l) - + 2 -^(x + l)" +3 

<=> yỊỹ + 2 + 2 • ịjỹ + 2 + 3 • ịjy + 2 = -v/x +1 • ^(x + l) +2-^(x + 2Ỵ + 3 

^y +2 -ịỤy +2 ) +2 '\Ị(ỹĩy +2 Ỵ 


+3 


= \/x +1 • ^(x +1) 2 + 2 • ịỊ(x +1) 2 + 3 (*) 

Xét hàm số f(t) = t • x/t 4 + 2 • \Ịt 4 +3,Vt > 0. 


Ta có 


f’(t) = \Ịt 4 +2 • yỊị 4 


+ 3 + 
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Do đó hàm số f (t) luôn đồng biến trên [0;+co) . 


4t 4 • \jt 4 + 4 | t 4 • x/t 4 +3 

3 \ í ( ,4+3 ) 2 + \/( ,4+3 ) 2 

ấn trên [0; +co) . 


> 0 ,vt> 0 . 
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Do đó từ (*) < > 1' (\kỵ • 2 )- 1' ( \/x • 1 ) < > n/x — 1 =ịjy + 2 

<^>x 2 +2x + l = y + 2«-y = x 2 +2 x-l. 

Thế vào phương trinh thứ hai ta thu được phương trình sau: 

3(3x + 2) = ựx 2 +4x + 4Ị3^x 2 +5-x 2 Ị + 2ựx 2 +4 

<=> 3(3x + 2) = (x + 2)Ị3x/x 2 + 5 -X 2 j + 2x/x 2 +4 

<=>x 3 +2x 2 + 9x + 6-3(x + 2)\/x 2 +5 -2\Ịx 2 +4=0 

<=>(x + 2)x/x 2 +5 ỊVx 2 +5-3Ị + Ịx + 2-2n/x 2 +4Ị + 3(x-2) = 0 

, X 2 -4 1, (x + 2) 3 -8(x 2 +4 ) 

(x + 2) 2 + (x + 2) x/x 2 + 5 + |(x 2 + 5 Ị 2 


<=> 


(x + 2 )\Ị: 


X 2 +5 


(x-2)(x + 2) 3 

(*-2)( 

v +5+3 ) 

(x + 2) 2 +(x + 2)x/ĩ 


; + 3(x-2) = 0 


»(x-2) 


(x + 2) 2 x/x 2 +5 X 2 +12 

x/x 2 +5+3 (x + 2) 2 +(x + 2)\lx 2 +4 + Ậx 2 + 4 Ị 

-V- 

T 


: + 3 


= 0 


<=>X = 2 =>y = 7 vì T>0,Vx>-l. 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (2;7). 

Bình luận : Đây là một bài hệ hay và khó cả ở hai bước đó là bước tìm hàm số đại 
diện, bước hai là giải phương trình tìm nghiệm. Bài toán đòi hỏi sự khéo léo trên 
toàn bộ hai phương trình. Cách xét hàm cho được hai sự chọn lựa và đòi hỏi 
người giải cần biết tính toán lựa chọn cái nào họp lý và suy diễn có lợi nhất. 
Một dáng điệu hệ quen thuộc nhưng lại rất lạ mắt. 


* 


Loại 2 : Xét hàm số đại diện hoặc hàm số trên một miền nghiệm chưa biết. 

Trong loại này chủng ta sẽ quan tâm đến các bài toán mà ở đó một phương 
trình trong hệ đưa được về hàm đại diện hoặc một hàm số hay hai hàm số khác 
nhau trên miền nghiệm chưa biết. Đe xác định được miền nghiệm ta thường dựa 
vào các dấu hiệu sau : 

Sử dụng điều kiện có nghiệm của một phương trình bậc hai. 


Sử dụng tính chất a 2n + b 2n = k : 


[-k < a < k 
I -k < b < k 


Điểu kiện sinh ra từ ấn phụ hóa. 

■dỵ> sệph tịph ẹịpịt vệỵịậii gịỷyi : hạịyậphiẹpng trìỉỳịi. 
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Ị(4X“ — 1)X • (y 3 U 5 2y-0 

Ví dụ 1: Giải hệ phương trình < 3 ' __ (X, y e □ ). 


[4x 2 + y 2 +2ự3-4x=7 

_ (Khối A-2010) 

Phân tích : 

Với hệ này, ta nhận thấy từ phương trình thứ hai sẽ không cho chúng ta tìm 

được mối quan hệ nào có lợi đế giải hệ. Phương trình thứ nhất rõ ràng hai biến 

x,y có tính cô lập nên có khả năng xét được hàm số rất cao, mặt khác phương 

trình này chỉ chứa một căn thức mà đại lượng trong căn thức liên quan đến y 

nên ta sẽ nghỉ đến việc ấn phụ hóa nó. 

, ~ Ị -——— _ 5 —a 2 

Cụ thê ta sẽ có : a = y/5 - 2y ,a > 0. Ta có y = —ỳ—. 

Khi đó phương trình thứ nhất được biến đối : 

^4x 2 +ljx+ — -Ệ- -3 a = 0<=>8x 3 +2x = a 3 +a (*). 

V 2 V 

r\- _ rv J„\. í...\ 


Do a > 0 nên từ (*) ta suy ra X > 0. 

Mặt khác (*) cũng cho phép hình ảnh của hàm số đại diện là: 
f(t) = t 3 +t,vte[0;+co). 

Việc khắng định được hàm số này luôn tăng không khó, điều đó cũng có nghĩa 
rằng mối quan hệ giữa hai biến X, a hay X, y đã có và hệ hoàn toàn được giải 
quyết. 

' .5 

J Í5-2y>0 

Lời giải: Điêu kiện : ị _ _ <=> < 

13 - 4x > 0 ^3 

l 4 

_ 5 — a 2 

Đặt a = ^)5-2y,a > 0. Ta có: y = —. 

Khi đó phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành: 

^4x 2 +ljx+ — -Ệ- -3 a =0 8x 3 +2x = a 3 +a <=> (2x) 3 +2x =a 3 +a (l). 

V 2 y 

T~\ _ _ ^ f\ „ £ „ j-\. /1 \ V 


Do a>0 nên từ (1)=>X>0. 

Xét hàm số f (t) = t 3 + 1 , Vt > 0 . Ta có f '(t) = 3t 2 +1 > 0,vt > 0 . 
Vậy hàm số f (tj luôn tăng trên [0;+co) . 

Do đó từ (l) <=> f (2x) = f (a) 2x = a « 2x = *j5-2y <=> y = - 
Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta có phương trình : 


5 -4x" 
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4x 2 + 


^5-4x 2 ^ 2 


+ 2ự3-4x=7 


( 2 ) 


Từ điêu kiện 


x ạ _ 3 ^ _ 

4 <=> 0 < X < ^ . Do đó ta giải (2) với mọi X e 


[x > 0 

Ta có : (2)^>16x 4 -24x 2 +5 + 8(ự3-4x-l) = 0 
«(4x 2 -l)(4x 2 -5)-16-^ 2x '‘ 

(2x-1)[(2x + 1)(4x 2 -5)-^ 

V -V- 


0: 4 


-4x+l 


^(2x-l)í(2x + l)Í4x 2 -5Ì— - ì = 0<»2x-l = 0<=>x = ị=>y = 2. 
v V > ^/3^4^ + lJ 2 

K 

- -| 2x +1 > 0 

Vì Vxe 0;4 =>< , 11 =>(2x + l)Í4x 2 - 5 )< 0 =>K< 0 . 

. 4. -5<4x 2 -5<-— V ^ > 

{ 4 

Đối chiểu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = ;2 j. 

ìh luận : Bài toán này, chúng tôi lựa chọn cách giải xây dựng miền nghi( 

hàm số đại diện trên việc ấn phụ hóa. Tuy nhiên chúng ta vẫn có thế X 

„1 ___ 


Bình luận : Bài toán này, chúng tôi lựa chọn cách giải xây dựng miền nghiệm của 
hàm số đại diện trên việc ấn phụ hóa. Tuy nhiên chúng ta vẫn có thế xét trực 
tiếp hàm số đại diện như sau : 

<»Ị4x 2 +ljx + (5-2y)^5-2y <»8x 3 + 2x = (5 -2y)^5 -2y +^5 -2y (i) 
Xét hàm số f (t) = t 3 +1, Vt G □ . Ta có f ’(t) = 3t 2 +1 > 0, Vt eỌ . 

X > 0 

Từ đó ta có: f(2x) = f(^5-2y)<íí>2x = ự5-2y < 5-4x 2 • 

r 2 

Còn nếu tinh ý thì do vế phải (i) luôn không âm nên suy ra X > 0 ( cách này 
chính là ẩn phụ hóa ngầm đại lượng J5-2y ). 

Còn việc giải phương trình tìm nghiệm thì ngoài lời giải trên, chúng ta vẫn có 
the sử dụng hàm số đế giải. Tuy nhiên lời giải trên tự nhiên và phù hợp với số 
đông học sinh hơn. 



X 3 - 3x 2 - 9x + 22 = y 3 + 3y 2 - 9y 

Ví dụ 2: Giải hệ phương trình < 

2 2 1 ( x >y eD ) 

x+y-x+y=Ỷ 


Phân tích : Nhận định đầu tiên là hệ này là hệ đối xứng loại 1 với hai biến X, -y 
nên với hệ này ta hoàn toàn giải quyết được hệ này bằng phương pháp tống tích 
của hộ đối xứng loại 1. Tuy nhiên nếu ta quan sát dưới một góc nhìn khác ta dễ 


i^ịậng;; n h ập; ;t hậy; phqơpg tnỊpỊ], tl^q pỊịỊậíí^gng hệịigó ỵqc ịỊ^ệnj£p:tnnb:ẹịịiỊ 


Ịâp nên 
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khả năng xét hàm số rất cao. về cấu trúc của hai vế ta đều có thế cố định bên 
nào cũng đuợc rồi biến đổi định dạng đối xứng cho bên còn lại. ở đây chúng ta 
nhận thấy vế trái dễ cố định hơn nên ta sẽ cố định bên vế trái như sau : 

X 3 -3x 2 - 9x + 22 = y 3 + 3y 2 -9ycí>(x-l) 3 -12(x-l) = y 3 +3y 2 -9y 
«(x-l) 3 -12(x-l) = (y + l) 3 -12(y + l). 

Tới đây ta đã thấy hình dáng của hàm số đại diện là f(t) = t 3 — 12t,vteũ . 

Nhưng vấn đề đã phát sinh vì hàm số này không luôn tăng hay luôn giảm trên □ , 
điều này là điều ta không mong muốn. Do đó ý tưởng phát sinh là ta cần chặn 
miền nghiệm. Đe có được điều này, ta cần quan tâm đến phương trình thứ hai. 
Không khó nhận ra phương trình thứ hai là phương trình này là phương trình 
bậc hai nhưng không có delta chính phương nên việc tách nhân tử là không thế. 
Tuy nhiên, ta có thế biến đối phương trình này như sau : 

2 ế 2 „ , 1 í lV,í lf 

x +y -x + y = — <=>| X- — I +1 y + -I =1. 


1 

( n 

2 

( n 

— <=> 


+ 

y + — 

2 

l 2; 


l 2) 


Tới đây từ tính chất đã nhắc ở lý thuyết ta suy ra được 
í . . 1 . í 1 .3 


-l<X-2-<l 
2 




-l<y + -=-<l 
2 


13 
-ị<x<4 
2 2 

3 1 

-^<y<2- 

2 2 


Với điều kiện này ta suy ra được 


Như vậy ta sẽ xét hàm f(t) = t 3 -12t,Vt e 
Ta có f'(t) = 3t 2 -12 = 3(t 2 -4)<0,vte 
Do đó hàm số f (t) luôn giảm trên 


-Vx-,4 
2 2 

1 .3' 

2 2 


3.3 
2 ’ 2 
3.3" 
2’ 2 


3.3 
2 ’ 2 


, cũng từ đây mối quan hệ giữa X, y 


đã có và hệ hoàn toàn được giải quyết. 

Lời giải : Phương trình thứ hai trong hệ được viết lại thành phương trình : 

r - r _ 


( 0 

1 

( n 

X —— 

+ 

y + — 

l 2) 


l 2) 


= 1 : 


-1<X-4<1 
2 

, . 1 , 

-l<y + 4<l 
2 


o< 


1 _3 

-^<x<^ 

2 2 

-4y S - 

2 2 


;(*)• 
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Phương trình thứ nhất trong hệ được viết lại thành phương trình : 
X 3 -3x 2 + 3x-l-12(x-l) = y 3 +3y 2 + 3y+ l-12(y-l) 

f - J -) 3 V.^ (ỵ, r 1 ) Ạị +Ỵậ =!| 
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Do (*) nên ta có : ị 


-2< x _,<i 

2 2 

-i<y + l<2 
2 2 


. Xét hàm số f (t) = t 3 -12t, Vt e 


3.3 

2 ; 2 


Ta có f'(t) = 3t 2 -12 = 3(t 2 -4)<0,Vte 
Vậy hàm số f (t) luôn giảm trên 


3.3' 
2’ 2 


3.3 
2 ’ 2 


Dođótừ(l)<^>f(x-l) = f(y + l)<^>x-l = y + l<^>y = x-2. 
Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 


+ (x-2) 2 -x + x-2 = ^ -»4x 2 -8x + 3 = 0<íí> 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = 


1 3 
x = —=> y = -— 

2 2 


3 

X = — : 
2 

(Ị_ 

y 


3 ' 

2y 


Bình luận: Nếu đặt vấn đề về xét hàm trên miền điều kiện chưa biết khi xét hàm 
thì bài toán này có độ khó hơn khối A - 2010. Tuy nhiên, hệ này có nét gợi mở 
hơn hệ trước, minh chứng là hệ này hoàn toàn sử dụng phương pháp đối xứng 
loại 1 đe giải. Các bạn chú ý sử dụng tính chất đã nhắc lý thuyết là một công cụ 
rất mạnh đe chặn miền nghiệm cho những bài toán như thế này. 


Ví dụ 3: Giải hệ phương trình 


ị\fĩx + 1 - ự2y + 1 = X - y 
1 X 2 - 12xy + 9y 2 +4 = 0 


(x,yeD) 


Phân tích : Với hệ này, không khó nhận ra được ngay phương trình thứ nhất đã 
cho được ảnh của hàm số đại diện. 

Cụ thế ta có phương trình thứ nhất được biến đối thành phương trình : 

•v/2x +1 - X = sỊĩỹ +1 - y ( 1 ). 


Xét hàm số f (t) = -v/2t +1 -1, Vt < 


—;+00 


. Ta có : f '(t) = 


+ 1 


r 1 . 


Tới đây ta nhận được ngay f'(t) = 0<»t = 0. Như vậy hàm số sẽ đồng biến 
à nghịch biến trên (0;+co) như thế qua hàm số này ta chưa có kết 


trên 


' 4 ° 


luận được gì từ phương trình ( 1 ) vì dấu của X, y chưa rõ sẽ như thế nào cả. 

Tuy nhiên từ phương trình thứ hai trong hệ ta có : X 2 + 9y 2 + 4 = 12xy => xy > 0. 
Và như vậy nếu hệ có nghiệm (x,y) thì x,y phải cùng dấu. Điều này ta làm 
cho xét hàm đại diện đã thành công và hệ hoàn toàn được giải quyết. 
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Lời giải : Điều kiện : 


x>-f 

2 


y>--r 

2 


Từ phương trình thứ hai trong hệ ta có: X 2 + 9y 2 + 4 = 12xy: 
Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành : 

\/2x +1 - X = -ự2y +1 - y (l). 


■ xy > 0. 


Xét hàm số 


f(t) = -v/2t + l -t,Vt e -^;+coì.Tacó f'(t) = — p 1 -1. 

w L 2 ) w V2t + 1 


© 


Lại có f'(t) = 0<^> —_ --l = 0<^>t = 0 . 

' >/2t+T 

Ẵ ( 1 h 

Từ đây ta suy ra hàm số đồng biến trên -2-; 0 và nghịch biến trên (0;+co). 

V 2 

Trường hợp 1: x,ye ~;o1 thì hàm số f(t) đồng biến nên từ 


(l)<=>f(x) = f(y)<=>x = y. 

Thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta có phương trình : 

2x 2 -4 = 0 (vô nghiệm vì 2x 2 - 4 < 0 ). 

© Trường họp 2 : X, ye(0;+co) thì hàm số f(t) nghịch biến nên từ 
f(x) = f(y)^x = y 

Thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta có phương trình : 

2x 2 -4 = 0«X = V2 vì X > 0 . 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = . 


Bình luận : Bài toán này nhìn qua tưởng chừng đơn giản, tuy nhiên nó lại gây cho 
người giải rất dễ sai lầm. Một sai lầm mà trên thực tế có rất nhiều học sinh mắc 
phải. Sau đây, chúng tôi xin giới thiệu một vài ví dụ như vậy để giúp các bạn 
nhận biết và thông hiếu đe khỉ gặp lại sẽ không còn những sai lầm như vậy nữa. 


Ví dụ 4: 

(x + l)(Vx 2 +l-^y 2 + l) = (x-y)ựx 2 +1 

V / (x,ye0) 

Giải hệ phương trình < 


2x(x - y) + 2(x + y) = 2 - y 2 


Phân tích : Với hệ này, việc đầu tiên ta nhận thấy phương trình thứ nhất trong hệ 
có thế thu gọn lại vì hai vế có những đại lượng chung. 

Cụ thế ta có phương trình (l) được biến đối lại thành : 


(y + 1 )a/x 2 + 1 -(X + I)ự7 + 1 . 
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Tới đây CÓ thế nhận thấy nếu ta chia chéo hai đại lượng ngoài căn ta sẽ thu được 
một phưong trình có tính đối xứng và cô lập các biến . 

Thật vậy ta có : (y+ l)Vx 2 +1 =(x + l)^y 2 +1 <=> ^ + 1 (l) 

Tuy nhiên khi chia như vậy ta cần hai đại lượng X +1, y +1 đều khác 0 . 

Nếu X + 1 = 0<=>X = -1 =>y = -1. Thử lại không thỏa hệ. 

Nếu y + l = 0<=>y = -l=>x = -l. Thử lại không thỏa hệ. 

Vậy với (x + l)(y + l)^0 thì ta có (l) và cũng từ (l) ta suy ra được 
(x + l)(y +1) > 0 tức là hai đại lượng x + l,y + l phải cùng dấu hay ta có : 

Jx + 1>0 Jx + 1<0 Jx>-1 Jx<-1 

[y + l>0 V Ịy + l<0 < ^ > [y >-l V [y<-1 

L2 + 1 

Như vậy việc xét hàm số đại diện f (t) = ——^—, Vt G (-oo;-l)u(-l;+co) 


Ta có f'(t) = 


t-1 


(t + l)V 


t 2 +l 


Lúc này ta sẽ có những nhận xét sau : 

Lúc này vấn đề đã nảy sinh ra là nếu te(-oo;-l) hay te(-l;+co) ta cũng 
không xét dấu được đại lượng t -1. Và như vậy việc cấu trúc hàm đại diện như 
trên đã phá sản. 

Tuy nhiên ta đế ý rằng (l) có thế đưa về phưong trình sau : 

y±L(*). 

ựy +1 

t+1 


4 


X 2 +1 


Như thế thì hàm số đại diện lúc này là f (t) = 
Ta có f'(t) = ' t 


x/t^n 


, Vt e □ 


,(•->). 

Và bây giở vấn đề nảy sinh chính là đại lượng 1 -1, vì chính đại lượng này sẽ 
làm cho hàm số có hai khoảng có tính đơn điệu khác nhau. Giờ ta cần chặn miền 
nghiệm cho t. 

Bây giờ ta sẽ quan tâm phương trình thứ hai trong hệ, ta sẽ có : 

2x(x-y) + 2(x + y) = 2-y 2 <=>2x 2 -2(x-l)(y-l) + y 2 =0 (*). 

Nhận thấy hệ phương trình này không thế có nghiệm (x,y) = (0;0) 


Do X 2 > 0, y 2 > 0 nên 


từ(*) ta suy ra: (x-l)(y-l)>0 °jy>Ị v jy<Ị- 
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Như vậy ta đã có hai miền chặn nghiệm cho t là (l;+oo) và (-oo;l) nên f'(t) 
được đánh giá hoàn hoàn và hệ đã được giải quyết. 

Lời giải : Nhận xét do hệ không thế có nghiệm dạng (x,y) = (0;0) . 

Từ phương trình thứ hai trong hệ ta có biến đối sau : 

2x 2 -2(x-l)(y-l) + y 2 =0 (a). 


Vì X 2 >0,y 2 >0 nên từ (a)=>(x-l)(y-l)>0<=>| ^v| ^ . 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 

nrfrr—CTTTÍ V 

V X 2 +1 ựy 2 +1 


t + 1 


Xét hàm số f(t) = —Ỵ ,Vteũ . Ta có f'(t) = 

vt 2 +l 


1-t 


7 2 . ,\ 3 

(' +1 ) 


© Trường họp 1 : Nếu t>l thì l-t<0=>f'(t)<0. Do đó hàm số f(t) nghịch 
biến trên (l;+co). 

Nên từ (b) f (x) = f (y) X = y. Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta 

có phương trinh : x 2 +4x-2 = 0«>x = -2± vỏ (loại). 

© Trường hợp 2 : Nếu t < 1 thì 1 -1 > 0 =>f'(t) > 0 . Do đó hàm số f (t) đồng 
biến trên (-cc;l). 

Nên từ (b)<^>f(x) = f(y)<^>x = y. Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta 


có phương trình : 

x 2 +4x-2 = 0<=>x = -2±2\6 ( nhận). 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm 

(x,y) = Ị( 2 • ựõ: 2 • Nỏ):( 2-y6:-2 võ)j. 

Bình luận : Qua bài hệ này, chúng tôi muốn gửi gắm đến các bạn những điều sau. 
về nhận diện hàm đại diện, chúng ta đã biết hàm chúng ta xét chưa phải là duy 
nhất. Tùy vào sự chọn lựa của chúng ta mà đưa ra những hàm đại diện phù họp. 
Với cách chọn hàm đại diện thứ nhất thì đó cũng là một lối tư duy thường gặp ở 
học sinh. Cách chọn hàm đại diện thứ hai cũng là lối thường gặp của học sinh. 
Cả hai cách này về bản chất tư duy thì cách chọn hàm ở hai cách đều đúng! Tuy 
nhiên vấn đề nảy sinh là biếu thức của đạo hàm của hàm số đại diện có thế triệt 
tiêu tại một điếm tới hạn t = 1 ở cả hai cách. Nếu cách thứ nhất việc chỉ ra được 


(x +1) (y +1) > 0 về đường lối là đúng nhưng lại bị trở ngại ngay với biếu thức 


đạo hàm. Tuy nhiên nếu ta khai thác phương trình thứ hai thì thật sự cả hai hàm 
đều cho lời giải hoàn thiện được bài toán. Vì qua lời giải các bạn đã thấy cách 
khai thác thứ hai đã làm cho nhận xót (x + l)(y + l)>0 bị phá sản ở khúc chặn 


miịậỊỊị pghiộiịỊỊịỊịịĐịllỊti lqpịỊ^hó ịỊ?jậịị :i tọập ỊìịỊịỹ^Ị^nh là : ỊỊíỊỊC gịịấi : dIị 1'ốịỊỊỊịỊib : eh0 : ỊịịlỊỊìt : số 
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đại diện có điếm tới hạn quá chặt. Tuy nhiên, trong lớp bài toán tạo hằng đắng 
thức trong căn đe xét hàm đại diện này, có một số bài vì cách chọn hàm đại diện 
cỏ tính “gợi mở” hơn thì hai cách này đều áp dụng đuợc như ví dụ sau đây. 

Ví dụ 5: Giải hệ phương trinh 

( x -3x=(y-2)(y + l) 

, r--— . , r~, -;- (x.yeũ) 


[(x + y)yx 2 -4x + 5 +(x-2)yx 2 + y 2 +2xy + l =0 

Phân tích: Từ hệ này, ta sẽ biến đối phương trình thứ hai trong căn vì chứa các 
hằng đắng thức có liên quan chéo đến các đại lượng ngoài căn. 

Cụ thế ta biến đối phương trình thứ hai trong hệ về phương trình : 

( x+ yW( 2 - x ) 2+1 =( 2 - x W( x+ y) 2+1 (*)• 

® Hướng tư duy 1: Đưa (*) về phương trình : — = ' . 


x + y) 2 +l J(2-x) 2 +1 


Khi đó ta có hàm số đại diện là f(t) = —- = 1 ,Vt eũ . 

vt 2 +l 


Ta có: f '(t) = 



> 0, Vt e □ . 


Tới đây bài toán đã được giải hoàn toàn. 

® Hướng tư duy 2 : Đưa (*) vồ phương trình : 


(x + y) 2 +l _ Ậ2-xf +\ 


o + 1 

Khi đó ta có hàm số đại diện là : f (t) = —--, Vt e(-co;0)u(0;+co) . 

Và ta cần xét X + y = 0, 2 - x = 0 và từ cấu trúc phương trình ta cần có 
(x + y)(2-x)>0. 


Ta có : f'(t) = — 


'■slTTĨ 


<0, Vte(-co;0)u(0;+co). 


Nhờ nhận xét (x + y)(2-x)>0 nên hệ cũng hoàn toàn giải quyết được. 
Giờ chúng tôi sẽ đi vào lời giải cho bài toán theo hướng tư duy 2. 

Lời giải: 

Phương trình thứ nhất tmg hệ được biến đối thành phương trình : 

( x + y)^(2- x ) 2 +l + (x-2)^(x + y) 2 +l = 0 

^( x+ y)\/( 2 - x ) 2+1 -( 2 - x )\/( x+ y) 2+1 = 0 í 1 )- 

Xét 2-x = 0<=>x = 2=>y = -2. 

Thử lại không thấy thỏa hệ. 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Xét X + y = 0 <=> X = — y ta có hệ : 
Vậy ta có (x + y)(2-x)^0. 


y 2 + 3y = y 2 - y - 2 
2 + y = 0 


hệ vô nghiệm. 


íx + y) +1 J(2-x) +1 


Do đó từ (l) ta có : 


Từ (2)=>(x + y)(2-x)> 0. Xét hàm số f (t) =-, Vt e(-co;0)u(0;+co) . 


Ta có f'(t) = - 


t 2 x/t 2 +] 


< 0, Vt e(-co;0)u(0;+co). 


Vậy hàm số f (t) luôn nghịch biến trên từng khoảng (-co;0) và (0;+co), mặt 

khác (x + y)(2-x)>0 nên từ (2) ta có 

f(x + y) = f(2-x)cí>x + y = 2-x<^>y = 2-2x. 

Thay vào phương trinh thứ hai trong hệ ta được phương trình : 

/ „ x = 0=>y = 2 

x(x-l) = 0<^ , 

v ’ L x= 1 ^y=° 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là : (x,y) = |(0;2);(l;0)j. 

Bình luận : Chính sự “gợi mở thông thoáng” của đạo hàm trong việc chọn hàm số 
đại diện mà tác giả đã cấu tạo sẵn làm cho con đường tư duy thường gặp cả hai 
hướng đều đạt được mục đích. Tất nhiên với bài toán này đi hướng tư duy 1 sẽ 
cho lời giải gọn hơn, nhưng chúng tôi chọn lối đi thứ hai cũng để giúp các bạn 

thêm nhiều sự chọn lựa cho lời giải một bài toán thuộc lóp bài toán này. _ 

Ví dụ 6 : 

|Vx 2 +1 -3x 2 y + 2)(ự4y 2 +1 + l) = 8x 2 y 3 (l) 

Giải hệ phương trình < V / V / (x, y e ũ ỉ 

x 2 y- X + 2 = 0 ( 2 ) 

Phân tích : Với hệ này việc đầu tiên nhìn vào hệ ta nhận thấy phương trình thứ hai 
trong hệ cho ta phép rút thế, nhưng nếu như vậy đã sẽ đấy bài toán còn khó khăn 
hơn lúc đầu nên tư tưởng này thất bại. 


Giải hệ phương trinh 


(x,yeO ) 


trong hệ cho ta phép rút thê, nhưng nêu như vậy đã sẽ đây bài toán còn khó khăn 

hơn lúc đầu nên tư tưởng này thất bại. 

~ , A , , ÍVT>0 

Quan sát phương trình (lj ta nhận thây ở hai vê nêu mà y < 0 thì ị VP nên 

rõ ràng hệ này không thế có nghiệm (x,y) mà y<0. Do đó nếu hệ này có 
nghiệm thì cần y > 0 

X — 2 

Mặt khác từ ( 2 ) ta có : y = — => X > 2 . 

X 2 

Mà nếu tách vế phải ( 1 ) theo X 2 y thì còn thừa y 2 , để ý có 
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Ị^ỹ^+T—ljí-y^ỹ^+T—lj = 4y 2 nên ta lại nghỉ đến phép liên hiệp. 

Cụ thể ta có : 

Ịa/x 2 +1 -3x 2 y + 2jỊ-^4y 2 +1 + lj = 2x 2 yỊ\/4x 2 +1 + ljỊ\/4x 2 +1 - lj 

<^A/x 2 ~+7-3x 2 y + 2 = 2x 2 y<j4y 2 ~+7-2x 2 y (3). 

Tới đây từ (2) ta rút 2 = X - x 2 y, thế vào (3) ta có được: 

\/x 2 +1 + X = 2x 2 y^4y 2 +T + 2x 2 y. 

Với X > 0 ta đưa phương trình này về dạng : — 11 + -Ụ + — = 2yJ(2y) 2 +1 + 2y. 

X V X X v 

Và tới đây ta đã thấy hình ảnh của hàm số đại diện. Vậy hệ đã hoàn toàn được 
giải quyết. 

Lời giải: 


Nếu y < 0 ta có : 


Ụx 2 +1 - 3x 2 y + 2ỊỊ^4y 2 +ĩ + lj>0 


8x 2 y 3 < 0 


nên hệ vô nghiệm. 


, X_2 

Nếu y > 0 thì từ (2) ta có : y = — => X > 2 . 

X 2 

Ta có (l) +1 -3x 2 y + 2jỊ^4y 2 +1 + lj = 2x 2 Ụ^Ỵ 2 +1 +ljỊ^4y 2 +1-1 j 


<=> Vx 2 +1 - 3x 2 y + 2 = 2x 2 y^4y 2 + ĩ - 2x 2 y (*). 


Lại có từ (2) rút: 2 = X - x 2 y, thế vào (*) ta có phương trình : 

\jx 2 +1 + X = 2x 2 y^4y 2 +1 + 2x 2 y o-JĨ+-Ụ + — = 2y^|(2y) 2 +1 + 2y (4). 

Xét hàm số f (t) = tx/t 2 +1 +1, Vt > 0. 

Ta có f'(t) = ựl + t 2 + 1 +l>0,vt>0. 

VI+ t 2 

Vậy hàm số f (t) luôn đồng biến trên (0;+co). 

( I 1 

Do đó từ (4) <=> f — = f(2y)=> —= 2y<=>2xy = l. 

V x ) x 

Ket họp với (2) ta có hệ : 

Í2xy = l | xy 4 Ịxy = ì [ x = 4 

2 . „ ^ « 2« _ 1 . 

xy-x+2=0 1. n r\ „-A y=„ 

L y -x-x+2=0 x = 4 J 8 

2 L L 
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Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x, y) = 4;^ 

V 8 


Bình luận : Bài toán đòi hỏi sự tinh tế trong việc giới hạn miền nghiệm. Một kỷ 
thuật cũng thường được dùng trong việc giới hạn miền nghiệm đe xét hàm số. 
Còn lại thì bài toán không khó lắm. 


Ví dụ 7 : 

(5-2x)Ựx + 2y =(6-x-2y)\/x-l 

Giải hệ phương trình < 

(x 3 -2y-3)Ịx + ^8x(3-x) + 4y 2 +5j = 21 ( X,yeU 


Phân tích : Với bài toán này, chúng ta cũng nhận thấy rằng phương trình thứ hai rõ 
ràng không cho ta được tín hiệu nào đe khai thác. Trong khi đó, phương trình 
thứ nhất có chứa hai căn thức mà các đại lượng trong căn đều có nét tương đồng 
với các đại lượng ngoài căn. Do đó ta sẽ tiến hành phương trình thứ nhất và đấy 
ý tưởng ẩn phụ hóa cộng với việc định dạng ban đầu của phương trình này cũng 
đã có tính cô lập các biến nên khả năng sau khi ấn phụ hóa thì xét được hàm số 
là rất cao. 

Cụ thế ta có phép biến đối sau cho phương trình thứ nhất trong hệ : 

(5-2x)ựx + 2y =(6 —X —2y)-v/x-l 
<=>(3-2(x-l))ựx + 2y =(6-(x + 2y))Vx-l (*). 

Đặt I ^ . Khi dó ta có (*) trở thành: Í3-2a 2 ìb = ^ỏ-b 2 ìa (l). 

I b - • 2v 

Ớ (l) ta đã thấy hình ảnh của hàm số đại diện đã thấp thoáng xuất hiện, nhưng 

vì sự sai biệt của hai đại lượng a,2a 2 và hai số 3; 6 nên ta sẽ đẩy ý tưởng nhân 
toàn bộ hai vế (l) cho 2 đe gắn kết các đại lượng và sô có tính tương đồng. 

Cụ thể ta sẽ có (l) <=> ^6-4a 2 jb = ^6-b 2 j2a <=> ã ^ = ã k . 

6-t 2 

Vậy ta sẽ xét hàm số f(t) =-— ,vt>0. Việc khắng định hàm này có tính 

đơn điệu gì không quá khó nên ta sẽ trực tiếp vào lời giải cho bài toán. 

, „ fx + 2y > 0 
Lời giải: Điêu kiện : -< 

[x>l 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 
(3-2(x-l))ựx + 2y =(6-(x + 2y))Vx-l (l). 

a = \Jx — 1 .. , 

Đặt < _. a,b > 0 . Khi đó (l) trở thành : 

|b = ựx + 2y 

(3-2a 2 )b = (6-b 2 )a«(6-4a 2 )b = (6-b 2 )2a (2). 
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Với a = 0 V b — 0 thi họ khong thoâ mân. Do đo tâ co ct 9 b ^ 0 . 

, , . 6 — (2aỴ 6 —b 2 , \ 

Khi đó (2) trở thành : - ^-2- = —— (*). 

’ 2a b ’ 

ZT _|2 a + t 2 

Xét hàm số f(t) = -——,Vt>0.Tacó f'(t) =-T—<0,vt>0. 

w t w t 2 

Do đó hàm số f (t) luôn nghịch biến trên (0;+co). 

Nên (*) f (2a) = f (b) «2a = b -£=> 2%/x^ĩ = ựx + 2y -»3x - 4 = 2y. 

Thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình sau : 

^x + ^24x-8x 2 +(3x-4) 2 +5^ = 21 
j|x + \Ịx 2 + 21 j = 21 

)Ịx + \Ịx 2 +21 j = ị\lx 2 + 21 + xj|\/x 2 + 21 - xj 

+ 2 + Ịx + 3-%/x 2 +2lỊ = 0 


( 


X J -3X + 4-3 


<=>(x J -3x + l) 


<=>(x J -3x + l] 


<=> X 3 - 3x +1 = \Ịx 2 +21 - X X 3 - 3x 


o(x + 1) 2 (x-2) + - 


6(x-2) 


x + 3 + s[x z +21 


: = 0«(x-2) (x + l) 2 + 


x + 3 + \fx z +21 


= 0 


-t=>x-2 = 0<^>x = 2=>y = l vì P>0,Vx>l. 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (2;1). 

Bài toán : Bài toán với việc ấn phụ hóa là điều tự nhiên, tuy nhiên đế xét được hàm 
đại diện ta cần có một chút khéo léo. Còn lại tất cả đều là quen thuộc. 


Ví dụ 7: 

Giải hệ phương trình 


(2x 2 +1-^)7 


4y 2 -4y + l = 4 


2x z +l=3ựỹ( N /ỹ-l) 

( <—— n 2 (x,yen). 

^2x- + l-ị 

l 2 ) 


Phân tích : Với hệ này, đầu tiên ta nhận xét trong hệ đại lượng ^2x 2 +1 xuất hiện 
rất nhiều lần nên ý tưởng đầu tiên ta sẽ ấn phụ hóa đe làm gọn nhẹ hình thức hệ 
lại. 

Cụ thể ta đặt a = ^2x 2 +1. Khi đó hệ đã cho trở thành hệ : 

(a 2 -ựỹ)a = 3ựỹ(ựỹ-l) 


4y 2 -4y + l = 4 


f o 2 

a — 


Ta nhận thấy vế hộ mới cả hai phương trình trong hộ đều có thế cô lộp được 
;Ịpcn ?; ;nhự ; ;tịhc ỊịịỊịu nặụ§ị;XctỊ:ỊỊậmặp sgịraíj£Ọ0. Tiặỵ; ; nlpỆn,Ị:Ịịtịn^ỊịỀh:ứG:phiịtỊỊtRg::trình 
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thứ hai trong cho ta phép biến đối đơn giản và dễ nhìn hơn nên ta sẽ có biến đối 
tiếp theo cho hẹ nhu S au f 2 - ^('M (,) 


2 _ 2 

y - y = a - a 


Chú ý rằng ta có a > 1 nên từ phương trình thứ hai trong hệ ta sẽ có 
y 2 -y>0<^>y<0vy>l. 


, , J 7 y=u 

Kêt họp với điêu kiện của hệ là y > 0 => 

Ị_y -1 

Với y = 0 , kiếm tra rất đơn giản. 

Mặt khác phương trình: y 2 - y = a 2 - a. 

Từ đây dẫn đến ta xét hàm số f (t) = t 3 -1, Vt > 1. Không khó để kết luận được 
hàm này tăng Vt > 1 

Do đó ta sẽ có y = a thế vào phương trình thứ nhất trong hệ (*) ta có phương 

trình : ^a 2 --v/ãỊa = 3^fãị^\fã-ỉj <=> a 3 -3a = -3 *Jã. 

Phương trình này gợi ảnh xét hàm số f (u) = u 3 - 3u, Vu > 1. Tương tự như hàm 
trên ta vẫn không khó đế kết luận được hàm này tăng trên [l; +co) . 

Và từ đây ta có: a = '^aoa 2 -a = 0<=>a = 0va = l. 

Như vậy hệ đã được giải quyết hoàn toàn. 

Lời giải: 

Điều kiện y > 0 . 

Hệ phương trình đã cho được biến đối thành hệ : 

(2x 2 + l-ựỹ)V2x 2 +l=3ựỹ(ựỹ-l) 


y 2 -y 


= (2x 2 +l) 


-V2x +] 


Ta có y -y = v2x +1 K/2x +l-l>0^>y -y>0<=>y<0vy>l. 


Kết họp với điều kiện y > 0: 


Với y = 0 không thỏa hệ. 

Đặt a = -y/^x 2 +1, a > 1. 

(a 2 -Jỹ)ã = 3Jỹ{Jỹ-ỉ) 
Kh i đỏ hệ (ì) trở thành: •] ’ V ì 

y 2 y-a 2 a 

Xét phương trình : y 2 -y = a 2 -a (l). 
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Xét hàm số f (t) = t 2 -1, Vt > 1. Ta có f'(t) = 2t-l>0,Vt>l nên hàm số 
f (t)luôn đồng biến trên [l;+oo) . Do đó từ (l)<^> f(y) = f (a) <=> y = a. Thế vào 
Phương trình thứ hai trong hệ (ì) ta có : 

Ịa' N/ĩT)a — 3 n/IT( n/ĨT - 1) < >Í 1 ' -3a = ị \ ĨỈỊ -3Vã (2). 

Xét hàm số f(u) = u 3 -3u,Vu>l. Ta có f'(u) = 3u 2 -3>0,Vu> 1. Vậy hàm 
số f (u) luôn tăng trên [l; +co) . 

I )o dó từ (2) < > f (a) - f ( Vấ) < >:» - V ấ < > y ^1 

' K ’ |_a = l=>y = l 


Vậy ta có : 


í a .:!«í' £ĩ7ĩ=1 «í.’ 

ly = 1 ly = 1 1 ) 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (0;l). 

Bình luận: Bài toán này là một bài toán lồng hai hàm số trên một miền nghiệm 



ựx + y + ựy-x_ 24 

Ví dụ 8 : Giải hệ phương trình • 

\Ịy~ x 2(y-x) +11 (x,yeũ) 

2y(y 2 +3x 2 ) = l 


Phân tích : Với hệ này, việc đâu tiên ta nhận thây sự xuât hiện của các đại lượng 
X + y, y - X trong căn thức cũng như ngoài căn nên ta ưu tiên ấn phụ hóa rồi 
biến đối X, y theo ấn phụ và thay xuống phương trình thứ hai. 
a + b 

r_ __ X = —— 

a = X + y 9 

Đặt ị ^ . 

b=y-x a-b 

Lúc này hệ phương trình đã cho được viết lại thành hệ : 
x/ã t n/ĨT 24 

s ~~ 2b 3 +11 


2b J +11 
a 2 -2ab + b 2 


, a 2 + 2ab + b 2 


( , \ a — z,au 1 Ư _ d 1 z,au I ư 

a-b) -——-+ 3-——- =1 

’ 4 4 

L V J 

4ã_ _ 24 1 \y/ã _ 13-2b 3 yạ 2ạ 3 -i I 1 

> < \fb 2b 3 +11 <=> < 2b 3 +11 <=> - yịb 2b 3 +11 

(a-b)Ịa 2 +ab + b 2 Ị = 1 a 3 -b 3 =l b 3 =l-a 3 

Chú ý rằng ta có điều kiện a > 0, b > 0 nên từ phương trình : 


a 3 -b 3 = 1 


b 3 =l-a 3 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


va 2a 5 - II v/ã ýb 

•v/b = 2b 3 +11 2a 3 +ll = 2b 3 +ll' 

Từ đây dẫn ta đến ý tưởng xét hàm đại diện f (t) = 


,vt > 0. 


2t +11 


llfl-t 3 ] 

Ta có : f'(t) = —— - -ị —. 

2(2t 3 + ll) v/t 

Tới đây vấn đề đã nảy sinh đó là hàm này vừa có khoảng tăng vừa có khoảng 
giảm trên (0;+co). 

Tuy nhiên tới đây chúng ta liên tưởng đến phương trinh thứ hai : a 3 + b 3 = 1. 

ía > 0,b > 0 fa > o.b > 0 Í0<a<l 
Từ đây ta suy ra được : í , , =>{ _ _ => V 

[a 3 <l,b 3 < 1 Ịa<l,b<1 Ịo<b<l 

Do đó ta chặn được miền nghiệm cho f (t) là [0; 1]. Từ nhận xét này ta có ngay 

được f'(t)<0. 

Và mọi chuyện tới đây đã đơn giản và hệ sẽ được giải quyết hoàn toàn. 


Lòi giải: Đặt 


a = X + y 
b = y-x : 


a > 0, b > 0. Từ cách đặt ta có : 


Lúc đó hệ phương trinh đã cho được biến đối thành hệ phương trình sau : 


(a-b) 


2b 3 +11 

a 2 -2ab + b 2 „a 2 +2ab + b 2 


yã _ 13-2b 3 

< > Ị \ b 2b' +11 

(a-b)(a 2 +ab + b 2 ) = l 


ựa 13-2(l-a 3 ) ýa yb ( 

* Vb _ 2b 3 +11 * 2a 3 +11 2b 3 +11 

b 3 = 1 - a 3 [b 3 =l-a 3 


Ja > 0,b > 0 |a > 0, b > 0 Ja>0,b>0 Í0<a<l 
Ịa 3 +b 3 =1 ^|a 3 <l,b 3 <l => |a<l,b>l ^Ịo<b<r 


Xét hàm số f (t) = 


2t +11 


, Vt e [0;l]. Ta có : f'(t) = 


2t 3 +11 


< 0, Vt e [0; 1]. 


Vậy hàm số f(t) luôn nghịch biến trên [0; 1]. 
Do đó ta có (*)<^>f(a) = f(b)«a = b. 
Tự^Ịp ppTộ^hươ^ậ^rìnỊỊ:^ ;i : : ; 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


|a = b 
I a 3 +b 3 =1 




^lỊĨ 




x + y= 3/T 


y-x: 


ÌỊĨ 




X = 0 


y = 


ÌỊĨ 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là (x,y)= 




V 0; ^ 




Bình luận : về việc tư duy ấn phụ hóa hệ này thì không khó đế nghỉ, tuy nhiên độ 
khó của hệ này chính là chặn miền nghiệm cho hàm số đại diện dựa trên các 
đánh giá cơ bản mà ta thường gặp. Điếm đặc biệt của hệ này là miền nghiệm 
được chặn trên sự “giao thoa” của hai miền riêng lẻ của a,b . 

Tuy nhiên hàm đại diện trên không là duy nhất cho hàm này,ta có the xét hàm 
đại diện ở dạng sau : f(t) = ^13-2t 3 jVt trên đoạn [0;l] cũng được kết quả 

như vậy. Sau đây chúng ta sẽ nghiên cứu một ví dụ có cách chặn miền cũng 
tương tự như ví dụ này nhưng có “bề rộng” sâu hơn miền nghiệm riêng lẻ của 
từng biến, cũng như hàm số đại diện cũng được biến tấu về hình thức khác hơn 
các ví dụ mà ta đã nghiên cứu ở phần trước. 


Ví dụ 9 : Giải hệ phương trình 


(2x 2 -3x + 4)(2y 2 -3y + 4) 


= 18 


[x 2 +y 2 + xy-7x-6y + 14 = 0 


(x,yeũ) 

(Chọn đội tuyển chuyên ĐHSP Hà Nội 2011) 
Phân tích : Với hệ này, chúng ta nhận thấy được ngay phương trình thứ nhất trong 
hệ là tích hai biếu thức có cấu trúc giống nhau chỉ khác nhau về biến. Như thế 
phương trình thứ nhất vế trái có thế biễu diễn dưới dạng hàm số đại diện nhưng 
khác hơn các ví dụ trước của chúng ta vì lúc này ta sẽ thu được phương trình thứ 

nhất ở dạng f (a)-f (b) = 18 với f (t) = 2t 2 -3t + 4. 

Không khó đế nhận thấy hàm này vừa có khoảng tăng vừa có khoảng giảm trên 
□ , điều này về bản chất đối với bài toán hàm số đại diện thì trong điều kiện 
ràng buộc nhất định thì ta vẫn có thế giải được. Tuy nhiên ta không tìm được 
điều kiện ràng buộc cho X, y cùng dấu ở phương trình này nên ta cần chặn miền 

nghiệm của hàm số f (t). 

Xét phương trình thứ hai trong hệ : X 2 + y 2 + xy - 7x - 6y +14 = 0. 

Nếu ta xem đây là phương trình bậc hai theo x: X 2 +(y-7)x + y 2 -6y +14 = 0 . 
Phương trình này có nghiệm 

<=> A = (y-7) 2 -4^y 2 -6y + 14Ị = -3y 2 +10y-7>0 <^>l<y<^-. 

Nếu ta xem đây là phương trình bậc hai theo y: y 2 +(x-6)y + x 2 -7x + 14 = 0. 
Phương trình này có nghiệm 

< > A = (x - 6ị - 4(x 2 - 7x + 14ị--3x 2 - 16x -20>0 <=> 2gx| 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Qua hai bước này ta nhận thấy miền giá trị có nghiệm của hệ là 

_'101 r 7] „ __ ._ z _.,. í 

xe 2; — , y e 1; — . Do đó ta đê xuât ý tưởng xét hàm sô 

f (t) = 2t 2 -3t+ 4, Vt > 1. Ta có f'(t) = 4t-3 > 0, Vt > 1. Như vậy ta sẽ có f(t) 
là hàm số đồng biến trên [l; +co) . Mặt khác ta nhận thấy 
f(x)>f(2) = 6,f(y)>f(l) = 3. 

Vậy f(x)-f(y)>18. Dấu đẳng thức xảy ra <=>ị 1 . Và như vậy hệ đã toàn 

được giải quyết. 

Lời giải 

Xét phương trình thứ hai trong hệ ta có : X 2 + y 2 + xy - 7x - 6y +14 = 0 (*). 
Neu ta xem (*) là phương trình bậc hai theo X ta có phương trình có nghiệm 


khi và chỉ khi: 

A = (y-7) 2 -4^y 2 -6y + 14j = -3y 2 + 10y-7>0<=>l<y<y. 

Nếu ta xem (*) là phương trình bậc hai theo biến yta có phương trình có 
nghiệm khi và chỉ khi : 

A = (x-6) 2 -4(x 2 -7x + 14) = -3x 2 +16x-20>0<=>2<x<y. 

r 101 r 71 ,, , , , 

Vậy xe 2;ỹ ,ye 1;— . Từ phương trình thứ nhât trong hệ dân đên xét hàm 
số f(t) = 2t 2 -3t + 4,Vt>l. 

Ta có : f'(t) = 4t - 3 > 0, Vt eũ . Do đó hàm số f (t) đồng biến trên (l;+oo) . 

r 101 , , r 7' 

Từ đó dẫn đến f (x) > f (2) = 6, Vt e 2;y , f (y)> f (l) = 3,vt e ly . 

Do đó f(x)-f(y)>18. 

, , ? íx = 2 

Dâu đăng thức xảy ra khi và chỉ khi < 

ly- 1 

Thế lại vào phương trình thứ hai ta thấy không thỏa mãn. Do đó hệ phương trình 
đã cho vô nghiệm. 

Bình luận : Bài toán này nó là một biến tấu của dạng hàm số đại diện. Chú ý rằng 


kết luận nghiệm 


là một bước tương đương đế đắng thức xảy ra nhưng lại 


là nghiệm hệ quả của phương trình thứ hai nên nếu không kiếm tra sẽ dẫn đến 
sai lầm. Tiếp theo ta sẽ nghiên cứu một biến tấu khác của hàm số đại diện qua 
bài toán sau 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


Ví dụ 10 : Giải hệ phương trình 

[x 3 -2x 2 +3x = 4Íy 3 -2y 2 +3y) 

_ (x,yeũ) 

[3x 2 + y 2 = 2(yựx(3x + y) + xự3y(y-x)J 

Phân tích: Với hệ này chúng ta nhận thấy hai điều sau, thứ nhất là phương trình 
thứ nhất trong hệ hai vế đã có tính phân li cho hai biến, hình ảnh cấu trúc 
phương trình giống nhau nhưng chính hệ số 4 đã đấy phương trình thứ nhất từ 
điều quen thuộc về hình thức khá lạ mắt. Thứ hai ta dễ dàng quan sát được 
phương trình thứ hai trong hệ mang dáng dấp đắng cấp với hai biển nên có thế 
sử dụng ấn phụ hóa. Bây giờ ta đi giải quyết từng nhận xét mà ta đã nêu ra. 

Với nhận xét “hàm đại diện quen mà lạ” ở phương trình thứ nhất ta sẽ đi tiếp 
cận sử dụng “cái quen” làm trước. 

Cụ thể ta xét hàm số f (t) = t 3 - 2t 2 + 3t, Vt e ũ . 

Không khó đế nhận thấy hàm này tăng trên □ . Nhưng vấn đề ở đây ta không 
suy ra được X = y từ phương rình thứ nhất. 

Với nhận xét thứ hai là phương trình thứ hai mang dáng dấp đắng cấp nên ta đấy 
ý tưởng đặt y = tx . Tuy nhiên hình thức phương trình thứ hai chứa căn thức nên 
sau khi đặt ấn phụ đế thu gọn thành công thành một biến t ta cần xác định dấu 
cho các biến ban đầu. Xuất phát từ suy nghỉ này, ta nghỉ đến tính tăng của hàm 
đại diện đã xét ta đi đến việc chặn miền nghiệm cho các biến ban đầu. 

Từ phương trình thứ nhất ta có: f(x) = 4f(y) và tính tăng của hàm số f(t). 

Ta có các nhận xét sau: 

Nếu x>0<t=>f(x)>f(0) = 0<t=>4f(y)>0<t=>f(y)>0<t=>y>0. 

Tương tự ta cũng sẽ có X < 0 thì y < 0 . Mặt khác ta nhận thấy hệ ban đầu luôn 

có nghiệm (x,y) = (0;0) và hệ sẽ không bao giờ có nghiệm (x,y) với 

Vậy ta chỉ còn duy nhất một trường hợp x>0,y>0. Khi đó với y = tx thì 
phương trình thứ hai được biến đối thành phương trình sau : 

t 2 +3 = 2|Wt 2 +3 + N/3t 2 -3tj. 

Cấu trúc của phương trình này có thế giúp chúng ta nghỉ đến hai phương án 
hoặc là nâng lũy thừa hai vế hoặc sử dụng Tiên hiệp giả định kéo theo”. Và rõ 
ràng ở đây đế có lợi cho tính toán ta sẽ sử dụng phương án thứ hai là ‘Tiên hiệp 
giả định kéo theo”. Và như vậy trên cơ sở phân tích này thì hệ của chúng ta có 
đã cơ bản được giải quyết. 

Lòi giải: 

Nhận xét hệ luôn có nghiệm (X, y) = (0; o) . 


[x < 0 
ty <0 


Xét hàm số f (t) = t 3 - 2t 2 + 3t, Vt e □ . 

/ 2Ỹ 5 

Ta có: f'(t) = 3t 2 -4t+ 3 = 3 t-^ +^>0,Vte 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Vậy hàm số f (t) luôn tăng trên □ . Do đó ta có các nhận xét sau: 
®Với x>0.Tacó f(x)>f(0) = 0<^>4f(y)>0<^>f(y)>0<^>y>0. 
®Với x<0.Tacó f(x)<f(0) = 0<^>4f(y)<0<^>f(y)<0<^>y<0. 


Mặt khác nếu 


X < 0 3x 2 + y 2 > 0 


y < 0 1 yjx(x + 3y) +: 


(y-x)<0 


. Do đó hệ vô nghiệm. 


. Đặt y = tx, t > 0 . Phuong trình thứ hai trong hệ trở thành: 


3x 2 + t 2 x 2 = 2(txựx(xT3tx) + xự3tx(tx-x)j 
<=> t + 3 = — 11 \ịl — 3 + x/3t“ — 3t I t V t + 3 + ^ — 3t = 

+ ^3t 2 -3t =—-—(1) 


t 2 +3 


Ta xét hệ sau : 


+ 3 - V3t -3t =■ 


Ịt 2 +3j tỊt 2 +3j 

3 + x/3t 2 -3t " t 2 +3 
2 


= 2t(2) 


Lấy (l) + (2) vế theo vế ta có đuợc phuơng trình: 


4t \ t • 3—t~ + 4t + 3lót (t + 3) — ^t 
^t 4 -8t 3 -26t 2 + 24t + 9 = 0<»(t 2 + 


= r + 4t + 3 


o-t -8t J -26t + 24t + 9 = 0 <=> t +2t-3 t — 1 Ot — 3) = 0 


t = -3 


Đối chiếu điều kiện t > 0 ta có: 


w 1—•. ƯU1 L/111CU U1CU JV1C11 V ^ I a LU. .— 

t = 5 - 2 V7 [t = 5 + 2sfĩ 

t = 5 + 2*JĨ 

Với t = 1 y = X . Thay vào phuơng trình thứ nhất trong hệ ta có: 


x 3 -2x 2 +3x = 4^x 3 -2x 2 + 3xj<íí>xỊx 2 
Phuơng trình cuối cùng vô nghiệm với x > 0. 


x -2x + 3 =0. 


Phuơng trình cuôi cùng vô nghiệm với x > 0. 

Với t = 5 + 2>/7o y = ^5 + 2yỊĨ Ịx . Thay vào phuơng trình thứ nhất trong hệ ta 
có : X 3 -2x 2 + 3x = 4(5 + 2^7)((53 + 2(K/ỹ )x 3 - 2(5 + 2>/ 7 )x + 3x) 


( 4(5 + 2^(53 + 20%/ỹ) -l)x 2 - 2 ^ 4(5 + 2^ỊĨ ) 2 +1 jx + 12(5 + 2>/7) - 3 = 0 

Phuơng trình cuối cùng vô nghiệm với X > 0 . 


hệ pỊiượpg t.pìph đặ.p^o cộ ; ,nghị,ệm .^ụy ; ,nhất (3 ,y) ^lÍẠlỊỊị) 
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Bình luận : Đây là một bài toán hay và lạ. Nếu xét trên phương diện kỷ thuật giải 
thì không mới nhưng nếu xét trên tư tưởng đi đến lời giải thì bài hệ này có tinh 
đột phá về cách xây dựng ý tưởng và gửi gắm ý đồ. Một biến thế của hàm số đại 
diện, ở đây chúng ta không xử lí điều kiện của hàm số đại diện mà là mượn hàm 
số đại diện đế xử lí điều kiện cho ấn ban đầu. Một phép toán ngược mà chúng ta 
đang quan tâm đó là từ điều kiện của biến ban đầu đi xây dựng điều kiện cho 
hàm số đại diện, về kỷ thuật đặt ấn phụ là một kỷ thuật rất thường gặp mà 
chúng ta đã đi qua các ví dụ trước đó. 

Tiếp theo ta chuyến sang nghiên cứu các bài toán giải bằng cách khảo sát trực 
tiếp một hàm số hoặc hai hàm số đế tìm mối quan hệ giữa các biến cũng như 
tìm nghiệm mà miền nghiệm ta chưa biết. _ 

[ y 3 x - X 4 = 63 

Ví dụ 11 : Giải hệ phương trình 1 (x,yeũ). 

[xy 2 + 2x 2 y + X 3 = 21 \Ị?) 

Phân tích : Với hệ cả hai phương trình trong hệ đều có thế nhóm nhân tử đưa về 
hệ dễ nhìn hơn. 

x(y 3 -x 3 ) = 63 
Cụ thể ta có: < v ' 

x(x + y) 2 =27 -73 

Từ phương trình x(x + y) 2 > X > 0. Mặt khác từ phương trình thứ nhất 

, . 3 63 3 

ta lại có: y = —+ x . 

X 

Ta suy ra được y > 0. Vậy nếu hệ có nghiệm (x, y) thì ta sẽ có X > 0,y > 0. 

Và cũng từ nhận xét này ta thây hệ này hoàn toàn có thê rút thê đê quy vê một 
phương trình toàn chứa X . 

Thật vậy, từ (x + y) 2 = <=> X + y = <=> y = _ x _ 

\3 " 

-X -X 3 = 63 (*). 

Đặt t = Vx,t > 0 . Lúc đó (*) trở thành : t 9 -^ 3^/27 - t 3 j + 63t = 0. 

Với phương trình này thì khảo sát hàm số đế giải là lựa chọn tối ưu nhất. 

Xét hàm số f (t) = t 9 -ị3\fĩ -t 3 j +63t,vt>0. 

Ta có : f'(t) = 9t 8 + 9t 2 (3^/3-t 3 ) 2 +63>0,Vt>0. 

Mặt khác ta dự đoán được t = ^/3 thì f (t) = 0. Và như vậy hệ được giải quyết 
hoàn toàn. 


Thế vào phương trình thứ nhất trong hệ ta có: X 


ĨĨŨB 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Lời giải: 

Hệ phương trình đã cho được viết lại dưới dạng : 


; (y J -x s ) = 63(l) 
;(x + y) 2 =27^3(2) 


~ 63 -3 

Từ (2) => X > 0. Mặt khác từ (l)y = — + X 3 => y > 0. 

X. 


3^27 


-X -X' 


= 63 (3). 


Khi đó (3) trở thành phương trình t 9 -^3^27 - 1 3 j + 63t = 0 . 

Xét hàm số f(t) = t 9 -^ 3^/3 -t 3 j +63t, Vt>0. 

Ta có : f'(t) = 9t 8 +9t 2 (3^3-t 3 ) 2 +63>0,vt>0. 

Vậy hàm số f(t) luôn đồng biến trên (0;+co). 

Mặt khác f Ị\/2 j = 0. 

Do đó phương trình f (t) = 0 có nghiệm duy nhất 

t = yỊĨ <=> -\/x = yfĩ <=> X = -v/3 => y = 2. 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là (x,y) = ị^\f3;2sfĩỊ . 

Bình luận : Bài hệ này ngoài việc rút thế thì ta có thế sử dụng phương pháp thế tạo 
đồng bậc để giả quyết như sau : 

> 4 ( ,3 -‘H 3 kí' 3 - 1 ) 3 " 63 ' k- 1 ) 3 63* , 

x 3 (t + l) 2 =27^ x 12 (t + l) 8 =(27^) 4 ( t + 1 ) 8 (27ự3) ; 

Sau đó xét hàm số (i) trên miền (0;+co) cũng được. Hoặc có thể rút thế kiểu 

khác, tuy nhiên cho dù hình thức nào thì điếm mấu chốt đế giải quyết của bài 
toán này là chặn nghiệm và khảo sát một hàm số. 

Ví dụ 12: Giải hệ phương trình 

írì(2^ + 3 y *) + 49(x- y ) + ,34= * — 


r + 6 (x,yeO) 


x(x + 2y) + y(2y + l)-x-2 = 0 
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Phân tích : Nhìn vào hệ này, ta quan tâm ngay được phương trình thứ nhất vì ở 
phương trình thứ nhất đại lượng X - y xuất hiện rất nhiều lần. Với nhận xét này, 

ta nhận thấy phương trình thứ hai có chứa x 2 ,y 2 . Vậy phải chăng bài toán 
muốn chúng ta rút thế từ phương trình thứ hai lên phương trình thứ nhất rồi ấn 
phụ hóa X - y ? 

Ta sẽ tiến hành rút thế đe tìm câu trả lời cho lối tư duy này. 

Cụ thế phương trình thứ hai được viết lại: 

x 2 +2xy + 2y 2 -x + y-2 = 0«2x 2 +3y 2 =x 2 +y 2 - 2xy + x-y + 2 

Thay vào phương trình thứ nhất trong hệ ta có phương trình được biến đối lại 

thành : 

, L1 7 7 I 7T/ CTT7 8 


4p(x 2 + y 2 - 2xy + x-y + 2j-49(x-y) + 


134 = 


/x-y + < 


^3(x-y) 2 + 52(x-y) + 140 = 3 L * ■ 

y X y + 6 

Và tới đây câu trả lời đã rõ. 

Đặt t = X - y thì ta có phương trình : + 52t + 140 = —=E 


Với hình dáng của phương trình này ta có thế nghỉ tới liên hiệp, nhưng hãy đế ý 
khi thực hiện rút thế ở phương trình thứ hai ta nhận thấy được phương trình thứ 
hai cũng chứa đại lượng X - y và có chứa hằng đắng thức nên ta thử xoáy vào 
điều này xem có điều gì đặc biệt có lợi cho chúng ta không? 

Ta có: X 2 + 2xy + 2y 2 = x- y + 2<=>(x + y) 2 +y 2 =x-y + 2=>x-y + 2>0 
<=> X - y > -2 . 

Tức là ta có t > -2 và như vậy ta sẽ có bước biến đối tiếp theo sau đây cho (*). 
Cụ thể ta sẽ có : (*)<=> ^(t + 14)(3t + 10) • ựt + 6 = 8. Với phương trình này ta 

đoán được t = 2 thì luôn đúng và các biểu thức trong căn đều dương với t > -2 
nên ta sẽ mạnh dạn đây ý tưởng xét hàm sô. 

Ta xét hàm số f (t) = ^(t + 14)(3t +10) • yịt + 6, Vt > —2. 

, , , (6t • 52) vt • 6 Ể t + 14)(3t + 10) 

Ta có f '(t) =-+■ vv > 0, Vt > -2 . 

16ầt + 14ì 3 í3t + 10ì 3 3ầt + 6ì 2 


Ta có f'(t) = • > O.Vt > - 2 . 

16^(t + 14) 3 (3t + 10) 3 3^|(t + 6) 2 

Và như vậy ta đã có f(t) luôn tăng trên [-2;+co) và việc dự đoán được t = 2 
thì xem như hệ đã được giải quyết hoàn toàn. 

, ,. A Í3Í2x 2 +3y 2 ) + 49(x-y) + 134>0 

Lời giải : Điêu kiện : < v ' 

[x-y + 6^0 

Từ phương trình thứ hai trong hệ ta có: X 2 +2xy + 2y 2 - x + y-2 = 0, ta có 


dtiọ'c hardicu sựu : iịiị ịịịi 
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© Thứ nhất : 2x 2 + 3y 2 = X 2 + y 2 - 2xy + X - y + 2 . 


© Thứ hai : (x + y) 2 + y 2 = X - y + 2 => X - y + 2 > 0 <=> X - y > -2 . 

Thế điều thứ nhất vào phưong trình thứ nhất trong hệ và biến đối ta thu được 
phương trình : 

ậ(x- y f + 52(x- y) + 140 

<^>^3(x-y) 2 +52(x-y) + 140 -ựx-y + 6 = 8 (l) 

Đặt t = X - y, t > -2. 

Khi đó ta có (l) trở thành: \ 3t +52t + 140 -ịịt + 6-8 = 0. 

Xét hàm số f (t) = ^3t 2 + 52t +140 • \ t • 6 - 8, Vt > -2. 

Ta có : f'(t) - >ỂẸặẸ}ŨL >0 y t z 2 

ệy + 52t + m ) 3 

Do đó hàm số f(t) luôn đồng biến trên [-2;+co). Do đó f(t) = 0 nếu có 
nghiệm thì nghiệm đó là duy nhất. 

Mà f(2) = 0<»t = 2 là nghiệm duy nhất của phương trình f (t) = 0. 

Ket họp với phương trình thứ hai trong hệ ta có hệ : 

|x-y = 2 fy = x-2 

jx 2 +2xy + 2y 2 -x + y-2 = 0 [5x 2 -12x + 4 = 0 

2 

X = — 

5 

8' 

r 5 




y = x - 2 íx = 2 

x=2vx= l« 

5 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là 


(*,y) = 



Bình luận: Đây là một bài toán hay, hình thức tạo căn bậc 4 và bậc 3 nếu dùng liên 
hiệp sẽ có chút khó khăn dù đã chặn được miền của t, nhưng nếu dùng hàm số 
thì lời giải cho thật ngắn gọn và đẹp. Sự đánh giá đế chặn miền nghiệm cũng là 
một trường họp hay gặp đối với việc từ phương trình bậc hai hai ấn đế đánh giá 
một đại lượng nào đó, mà trong các phần trước chúng tôi cũng nhiều lần đề cập. 


Ví dụ 13: 

Giải hệ phương trình 


4 4 

4 4 

y X 






.2 3 


XV 

+ - + - = -2 

y X 


(x,yeũ ) 


(2x + y + 6)ự3x + 2y + 2+l = ^/3x + 7 
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Phân tích : Với hệ này, chúng ta nhận thấy ngay phương trình thứ nhất là phương 
trình đôi xứng với biên — + — nên theo phương pháp băt nhân tử chung dựa 

y X 

trên tính đối xứng thì khả năng bắt nhân tử phương trình này rất cao, và điều đó 
càng mạnh thêm niềm tin vì cấu trúc phương trình “rất trơ” không cho chúng ta 
khai thác được gì. 

Đê tiện lợi trong tính toán ta ân phụ hóa t = —b —, t > 2 . 

y X 


4 ,A 

T ,, . _ , X y 

Khi đó ta sẽ có: —— + -—7 — 
4 „4 

y X 


f x , y^ 
yy X 


-2 


-H 2 -4-^ị4 =t1 - 2 


Do đó phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 

(r-2) 


— 2 — t +2 + Í + 2 — 0 t — 5t +1 + 6 — 0 


t = 2 

t 3 -2t 2 -t + 3 = 0 


Với phương trình t 3 —2x -t + 3 = 0, sử dụng máy tính bấm nghiệm ta biết 
được phương trình này vô nghiệm với mọi |t|>2. Lúc này đế chứng minh 

phương trình này vô nghiệm thì công cụ hàm số là hiệu quả nhất. Phần này 
trong lời giải chính thức chúng tôi sẽ chỉ ra. 

Bây giờ ta xét nếu t = 2<=> — + — = 2<=>(x + y) 2 = 0 <=> y = -X . Thay vào 

y X 

phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 

(x • 6)\/x -21 -\3.\ -7 (x>-2). 

Với phương trình có hai căn bậc lệch thế này thường ta có hai sự chọn lựa là ấn 
phụ hóa hoặc liên hiệp. Với cả hai cách giải chúng tôi sẽ đề cập trong phần lời 
giải chính thức sẽ điều thú vị quanh bài toán này. 

T .. ... . íx^0,y^0 

Lời giải : Điêu kiện : < _ 

[3x + 2y+ 2 > 0 


Đặt t = — + —,t>2. Khi đó ta có : 




„4 4 

X y 

—r + 2—= ir 
..4 .4 

y X 

2 .2 

íl + 4 = t 2 -2 

2 X 2 


-2 


ly 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 

t = 2 


.(b-2) 


r-4t z + 2- t -2 +t+2=0<=>r-5r+t + 6=0« 


t 3 -2t 2 -t + 3 = 0 


(*) 


Xét hàm số f (t) = t 3 -2t 2 — t + 3, v|t| > 2 . 
Ta có f'(t) = 3t 2 — 4t — 1. 
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Lại có f'(t) = 0<=>3t 2 -4t-l = 0<=> 


•-^(0 


Lập bảng biến thiên (Nhờ em vẽ dùm ). 

Dựa vào bảng biến thiên ta suy ra f(t)<-ll khi t<—2, f(t)>l khi t>2. 

Do đó f (t) = 0 vô nghiệm với mọi |t| > 2. 

Vậy từ (*) ta có t = 2 <=> — + — = 2 <=> (x + y) 2 = 0 <=> y = -X . Thế vào phương 

y x 

trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : (x + 6)%/x + 2 +1 = yỊĩx + 7 (2) 
điều kiện là X > — 2 . 

© Cách 1 : Àn phụ hóa kết họp xét hàm số đại diện. 

Đặt a = \fx + 2 (a > 0). Ta có X = a 2 -2. 

Kh i đỏ (2) trở thành: a 3 + 4a +1 = ^3a 2 +1 (3) 


Lại đặt b = yịĩa 2 +1 <=> b 3 = 3a 2 +1. Kết hợp ta có : 


a 3 +4a +1 = b 
3a 2 +1 = b 3 


Cộng vế theo vế hai phương trình ta được : (a + l) 3 +(a + l) = b 3 +b. 
Xét hàm số f(t) = t 3 +t,Vt eũ . Ta có f '(t) = 3t 2 +1 >0,Vt GŨ . 

Do đó hàm số f (t) đồng biến trên ũ , do đó 

f (a + 1) = f (b) o>a + l= boa + l = ^3a 2 +1 

<o>a 3 +3a = 0<o>a = 0 (do a>0). 

Với a = 0<=> ^/xT2 = 0<=>x = -2=>y = 2. 

© Cách 2 : Ản phụ hóa kết họp với liên hiệp. 

Đặt: \Jx + 2 =a(a >0)=>x = a 2 - 2. 

Phương trình (2) trở thành : 

a 3 +4a + l = %/3a 2 + l <I>(a 3 +3a) + Ịa-l-^3a 2 + lỊ = 0 


a-l-V3a 2 +l 1 = 0 


iỊa 2 +3j- 


I^a 2 +3a 


. + 1 + (a + l)y3a 2 +1 +ầ3a 2 +1 


oa 1 + 


(a + \Ỵ +(a + l)ự3a 2 +l+?|(3a 2 +1 


= 0 vì a + 3 > 0 . 
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<=> \|xT2 = 0<»x = -2=>y = 2. 

Vậy qua hai cách và đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (-2;2). 

Bình luận : Bài toán này thật chất phuơng trình thứ nhất là trường hợp đắng thức 
xảy ra của một bất đắng thức. Nội dung chứa trong bài hệ khá bao quát và kiếm 
tra được nhiều vấn đế và các bạn thấy đó đôi lúc hàm số là một sự chọn lựa khả 
đúng trong chứng minh phương trình vô nghiệm. 

Ví dụ 14: 

[(x + y ) 2 (x 2 + y 2 - 2 ) = (x 2 + y 2 )(xy + 2) 

Giải hệ phương trình < (X, y e □ ) 

[2(x 3 + 3y 2 -13)(y + 7) = y(3-y)-x 2 

Phân tích : Với hệ này một lần nữa ta lại nhận thấy phương trình thứ nhất trong hệ 
có tính đối xứng nên có khả năng bắt được nhân tử rất cao và như ví dụ trước thì 
điều này càng khắng định hơn khi mà phương trình thứ hai chang cho ta được 
mối liên quan nào cả. 

Phương trình thứ nhất được biến đối thành phương trình sau : 

(x + y) 2 Ịx 2 + y 2 j-2(x + y) 2 -xyỊx 2 +y 2 )-2(x 2 + y 2 Ị = 0 

<=>(x + y) 2 Ịx 2 +y 2 )-2(x + y) 2 -xyỊx 2 + y 2 )-2^x 2 + y 2 ) = 0 

<=>Ịx 2 + y 2 Ỵ +2xy(x 2 + y 2 j-4^x 2 + y 2 )-4xy-xy(x 2 + y 2 Ị = 0 

<»Ịx 2 +y 2 Ị(x 2 + y 2 - 4^ + xyỊx 2 + y 2 -4^ = 0 

f f x2 2 \ Tx 2 + y 2 =4 

(x 2 + y 2 -4) X + -7 + -7- = 0 « fx = 0 

v V 2 ) 4 ị 

K ; Lừ = 0 

Với (x,y) = (0;0) không quá khó để kiểm tra. 

2 2 ^ ^ tri • ?1\1 2 2 3 v — 4 

Với X + y = 4 thì phương trình thứ hai trở thành: X - 3 x -1 = 7-^—-7-. 

2y+ 14 

Phương trình này đã cô lập đươc hai biến, cộng với trường hợp này ta có thế suy 
ra miền giá trị của x,y nên ta đấy ý tưởng xét từng hàm số trên từng miền 
nghiệm riêng của nó rồi so sánh đưa ra kết quả cuối cùng. Vậy ta sẽ đi vào lời 
giải của bài toán như sau. 

Lòi giải: Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta biến đối được phương trình : 

(x + y) 2 (x 2 + y 2 j-2(x + y) 2 -xyỊx 2 +y 2 )-2(x 2 + y 2 Ị = 0 

<=>(x + y) 2 ịx 2 + y 2 J - 2(x + y) 2 -xyịx 2 + y 2 Ị- 2^x 2 + y 2 j = 0 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


<=>(x 2 

<^>(x 2 

<=> Ịx 2 


+ y 2 Ỵ +2xyỊx 2 + y 2 )-4^x 2 + y 2 Ị-4xy-xy(> 
+ y 2 )(x 2 +y 2 -4^ + xyỊx 2 + y 2 -4^ = 0 


+ y 2 -4) 


f , y ^ 2 °" 2 

x + — 


V 


3r 

4 


= 0 « 


X 2 + y 2 = 4 
[x = 0 

ly=0 



Với (x,y) = (0;0) thì hệ không thỏa mãn. 

Với X 2 + y 2 = 4 <=> y 2 = 4 - X 2 . 

Thay vào phưong trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 
2(x 3 -3x 2 +ĩ)(y + 7) = 3y-4 (l). 


9 9 í-2 < X < 2 . . 9 9 3v-4 

Dox“+y =4=>í _ nên từ (ì) ta có : x i -3x 2 -1 = ——7 

[-2 < y < 2 w 2y +14 

Xét hàm số f (x) = X 3 -3x 2 -1, Vx £ [-2;2]. Ta có f'(x) = 3x 2 -6x . 


Lại có f'(x) = 0<tí>3x 2 


- 6x = 0 <=> 


X = 0=>y = -1 
X = 2 y = -5 


Mặt khác f (—2) = —21. 

Vẽ bảng biến thiên ta có được Vx e [-2; 2] => -21 <f(x)<-l. 

Xét hàm số f(y) = -^—^-,Vx e f-2;2l. 

2y+ 14 L J 


( 2 )- 


Ta có f'(y) =-——->0,Vxe[-2;2l. 

(2y + 14) 2 


Do đó hàm số f (y) đồng biến trên [-2; 2] 


nên -l = f(-2)<f(y)<f(2) = i. 


Vậy ta sẽ có 


•-21<f(x)<-l. , 

'_l<f(y)<ỉ nêntừ ( 2 ) taCÓ f(x) = f(y) = -l=>|* = : 2 


Thử lại ta thấy thỏa mãn nên nghiệm của hệ phương trình là (X, y) = (2; -2). 

Bình luận : Bài toán này thuần hàm số và do chúng tôi đề xuất, trong nó là sự kết 
họp của hai hàm số trên một miền mà ta đánh giá được giá trị lớn nhất của hàm 
này là giá trị nhỏ nhất của hàm kia thì lời giải hàm số là lời giải tối ưu nhất cho 
loại này. Sự khó hay và thú vị của bài toán sẽ được tăng lên khi tác giả chọn 
hàm có độ khó và việc chặn nghiệm cũng được nâng độ khó lên. Nhưng về cơ 
bản của bản chất thì chúng ta luôn có the giải tốt loại này dựa trcn những tính 
chất đã nhắc đến hoặc một vài đánh giá bất đắng thức cơ bản. 
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Ví dụ 15 : 

(x + y)(25-4xy) = í5í + 4x 2 +17y 2 (l) 

4 (x,y eũ ) 

Giải hệ phương trình < 


4x 2 + 4y 2 + 4x - 4y = 7 ( 2 ) 


Phân tích : Với hệ này, ta nhận xét được cả hai phương trình trong hệ đều là 
phương trình bậc hai hai ấn, tuy nhiên ta không thế phân tích thành nhân tử trcn 
từng phương trình vì không có delta chính phương. Tuy nhiên, phương trình thứ 
hai có cấu trúc là dạng một phương trình đường tròn nên ta sẽ tách về dạng 

(x-a) 2 +(y-b) 2 =k 2 . 

Cụ thể ta có phương trình thứ hai được tách thành: (2x + l) 2 +(2y-l) 2 =9. 
Tới đây ta có được đánh giá miền nghiệm của X, y nên ta có the đấy tư duy bài 
toán này về xét hàm số . 

Tuy nhiên đe xét được hàm số ta cần phải cô lập được hai biến X, y muốn vậy 
ta cần khử được đại lượng xy có trong phương trình thứ nhất trong hệ. 

Đe ý thấy trong phương ưình (1) ta có trong cả vế đều chứa X + y nên ta sẽ nghỉ 
đến phép thế. 

Từ (l) ta có : 

(x + y)(25 -4xy) = ^ + 4(x 2 - y 2 ) + 21y 2 
«(x + y)(25 - 4xy - (4x - 4y)) = ^ + 21y 2 

Tới đây ta nhận thấy từ (2) ta có: 4x - 4y = 7 - 4x 2 - 4y 2 , thế vào ta có phương 
trình : 

(x + y)(25 -4xy + 4x 2 + 4y 2 - 7 ) = + 21y 2 

«(x + y)Ịl8 + 4(x 2 -xy + y 2 )Ị= 1 ^ + 21y 2 


«18(x + y) + 4(x 3 + y 3 Ị = -^ + 21y 2 <=> 4x 3 +18x + 4y 3 - 21y 2 + 18y = ^ . 
Tới đây ta đề xuất xét hai hàm số f (x) = 4x 3 + 18x , f (y) = 4y 3 -21y 2 + 18y. 


Từ (2) ta có : I 1 


-2 < X < 1 


1 2 Khảo sát hai hàm số f(x),f(y) trên từng miền 

nghiệm của hàm, ta sẽ có : 

-68 < f (x) < 22 

' 17 =>f(x) + f(y)<^. 

-43<f(y)<^ v ’ y ' ’ 4 

; Vặ tó;Ị.dẠỵ.mo : ị.thứ ỵt : ậ :;: rõ rậ.ỊỊg vậ. Ịạệ đặ.cỊược giạ ; Ị ; quyc ; t,. .... 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 

Lời giải: 

Từ (2) tacỏ: (2x + l) +(2y-l) =9=>^ 7.7 7' '7- 

w v ’ v ’ [-3<2y-l<3 [-1 < X < 2 

Mặt khác từ (2) ta cũng có : 4x - 4y = 7 - 4x 2 - 4y 2 (*). 

Phương trình (l) được biến đối trở thành phương trình : 

(x + y)(25 -4xy) = ^ + 4x 2 -4y 2 + 2ly 2 
« (x + y)(25 -4xy-(4x -4y)) = ^ + 21y 2 (3) 

Thế (*) vào (3)tacó: (x + y)Ịl 8 + 4Ịx 2 -xy + y 2 jj = ^^ + 21y 2 
«18(x + y) + 4(x 3 + y 3 )-21y 2 = ^ 

«4x 3 +18x + 4x 3 -21y 2 +18y = ^ (4) 

Xét hàm số f (x) = 4x 3 +18x,Vx e [-2;l]. 

Ta có : f'(x) = 12x 2 +18 > 0, Vx e[-2; 1]. 

Vậy hàm số f(x) đồng biến trên [-2; 1]. Do đó -68 = f(-2)<f(x)<f(l) = 22. 
Xét hàm số f(y) = 4y 3 -2 ly 2 +18y, Vy G [—1; 2]. 

Ta có : f'(y) = 12y 2 -42y + 18. 

“1 

Lại có f'(y) = 0<^>12y 2 -42y + 18 = 0o- x_ 2 . 

_x = 3(l) 

Màf(-l) = -43,fírì = ^,f(2) = -16. 

í-63<f(x)<22 

17 \) 105 

Từ đây ta có : - 43 <f(y)<- 7 -. Vậy : ị s 17 => f(x) + f (y)< — 7 -. 

y J 4 I —43 < f (y) < — ’ y ’ 4 

X = 1 

Vậy từ (4)<^>f(x) + f(y) = ^^>< _ 1 - 

r 2 

Thử lại ta thấy thỏa mãn hệ. 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


Vậy hệ phương trình có nghiệm (x,y) = 

Bình luận : Bài toán này do chúng tôi đề xuất, tuy nhiên ngoài lời giải bằng hàm số 
như trong lời giải thì chúng ta vẫn có thế giải bài toán này bằng phép ấn phụ hóa 

_ 2x + 1 

,., ..Í9b-6b 3 =6a 3 +14a-20 

, thê vào hệ và biên đôi ta có hệ mới là: <! _ 

b 2y-l [a 2 +b 2 =l 

3 

Hệ này giải được bằng phương pháp thể. Và như ví dụ số 19 ở phương pháp cộng 
trừ nhân chéo ta cũng có thế giải hệ này bằng phương pháp cộng trừ “ghép và 
tạo”, các bạn hãy thử sức nhé. 

íx 4 +4y 3 +(x 4 -l)y + 4y 2 =l(l) 

Ví dụ 16: Giải hệ phương trình < _ (x, y e □ ) 

[8y 3 +4 Vx 2 +1 =x 2 +6y + 2(2) 

(Thi thử Quãng Xương 1- Thanh Hóa lần 1 - 2015) 
Phân tích : Với hệ này, chúng ta không khó nhận ra phương trình thứ nhất ta sẽ bắt 
được nhân tử chung y +1. Nên ta bắt tay vào khai thác điều này ngay. 

Cụ thể ta có : 

X 4 +4y 3 +Ịx 4 -ljy + 4y 2 = l<^>(y + l)x 4 + 4y 2 (y + l)-(y + l) = 0 
«(y+l)(x 4 +4y 2 -l) = 0» ^ y2 _ i . 

Với y = -1, không có gì để quan tâm vì quá đơn giản. Với X 4 + 4y 2 = 1 gợi ảnh 
đến tính chất dùng đế suy ra miền nghiệm. 

Vậy có khả năng hệ này sẽ giải bằng hàm số rất cao. Điều này càng được khắng 
định vì với X 4 + 4y 2 = 1, ta không thể thay thế gì được vào phương trình hai vì 
chỉ tạo thêm căn thức phức tạp, trong khi đó rõ ràng phương trình thứ hai các 
biến đã cô lập nên việc giải nó bằng hàm số là khả năng tối ưu nhất. Vậy đường 
hướng giải hệ đã có, ta đi vào lời giải đế hoàn thành hệ này. 

Lời giải: 

Từ (1) ta có: 

(y + l)x 4 + 4y 2 (y+ l)-(y+ l) = 0<=>(y+ l)^x 4 + 4y 2 - lỊ = 0<=> 

Với y = -1 thay vào (2) ta có : 


y = -i 

X 4 + 4y 2 =l' 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


X = 0 

4\/x 2 +1 =x 2 +4<=> x 2 ^x 2 - 8j = 0<=> X = 2\ỊĨ . 

X- 2ý2 


r 9 [—1 < X < 1 

Với X 4 +4y 2 = l=>i°“ X “ 1 o. 1 1 . 

[-1< 2y< 1 

Từ (2) ta có : 4\jx 2 +1 - X 2 + 8y 3 - 6y - 2 = 0 (*). 
Xét hàm số f (x) = 4x/x 2 + 1 -x 2 ,Vx e[-l;l]. 


2x 2 - vx + 


Ta có f'(x)= , x -2x = — . —- 

x/77ĩ 7T7Ĩ 

Lại có f'(x) = 0o 2x = 0 o X = 0=>f (0) = 4 vì 2 -v/x 2 +1 > O.Vx e[-l;l]. 
Mặt khác ta có : f (-l) = f (1) = 4-JĨ -1 . Do đó ta có : 4<f (x)<4%/2-1 . 

Xét hàm số f(y) = 8y 3 -6y-2,Vye ~2’2 ' 

Ta có : f'(y) = 24y 2 -6 = 6^4y 2 -lj<0, Vy e -ị;ị . 

Vậy hàm số f(y) luôn nghịch biến trên ~2*2 ' 

Mặt khác ta có: f = 0;f í^-1 = -4. Do đó -4< f (y)<0 . 

Ị 4 < f (X ) < 4\. 2 I 

Vậy: [/' =>f(x) + f(y)>0. 

|-4<f(y)<0 ; y r 

x = 0 

Do đó từ (.)of(x) + f(y) = 0=> 1. 

ỵ 2 

Thử lại thấy thỏa mãn hệ nên hệ phương trình đã cho có nghiệm 

(x,y) = |(O;-l);(2>/2;-l);(-2^;-l)^O;0. 

Bình luận : Bài toán này được tác giả xây dựng theo ý tưởng dùng hàm số đế giải. 
Với cấu trúc của hệ khá dễ đoán. Tuy nhiên, chúng tôi đánh giá bài toán này khả 
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Cty TNHHMTVDWHKhang Việt 


thú vị VÌ nếu chưa từng gặp hay tiếp xúc với loại hệ này thì đây chưa chắc là bài 
toán dễ đối với số đông học sinh. 



Phân tích : Với hệ này, ta nhận thấy sự xuất hiện của hai căn yỊx-l,yỊy-2 nên 
việc ta nghỉ đến ấn phụ hóa. Tuy nhiên, hãy đe ý bậc của y trên phương trình 
thứ nhất khá cao nên nếu ta theo phép ấn phụ hóa như suy nghỉ sẽ tạo cho 
phương trình thứ nhất là một biếu thức có bậc là 8. Một con số mà ta không thế 
mạo hiếm được. Mặt khác ta nhận thấy ở phương trình thứ nhất nếu ta ấn phụ 

t = \ịx — I thì ta sẽ thu được một phương trình bậc ba theo t nên ta có thể nghỉ 
đến việc bắt nhân tử. 

Trước tiên ta sẽ biến đối phương trình thứ nhất như sau : 

Ịx - 10y 2 -1 l)ựxM + y 4 +11 + xy 2 -lOx + y 2 = 0 

<»Ịx-10y 2 - 1 I j V x - I +y 4 + xy 2 + ll(l-x) + x + y 2 =0. 

Tới đây, ta nhận thấy rằng ta sẽ ẩn phụ hóa t = -v/x — 1 nhưng ta để ý thấy vế 
phải cũng chứa X -1 nên ta sẽ chuyến hướng đối phương trình bậc hai theo t 
và giữ nguyên X bên ngoài xem như tham số và hy vọng sẽ có delta chính 
phương. Còn nếu không chúng ta sẽ chuyển hướng đưa về phương trình bậc ba 
theo t như suy luận ban đầu ta đã vạch ra. 

Với suy nghỉ này, đưa phương trình cuối về phương trình : 

-llt 2 +Ịx-10y 2 -llỊt + Ịy 4 +xy 2 + y 2 + x) = 0. 


Phương trình này có 

A = (x-10y 2 -ll) 2 + 44(y 4 + xy 2 + y 2 +x) = (x + 12y 2 +11 Ị 2 . 

Vậy phương trình này tách được nhân tử. Do đó ta sẽ biễu diễn phương trình 
này thành phương trình : 

Ị-llt + y 2 + xỊỊt + y 2 +1 j = 0 <=> 1 lt = y 2 + x vì với I 2 =>y 2 +l + t>0. 

Lúc này ta thực hiện phép thế vào phương trình thứ hai trong hệ ta có được 
phương trình : 2-v/x — 1 + 13x + ựy-2 + 5y 2 = 74. 


Phương trình này gợi ảnh xét hàm số. Và như vậy xem như hệ đã có đường lối 


gịậi AỊpyqypt.:::::: 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Lời giải: 


, X ^ 1 

Điêu kiện : ị 

\y>2 

Biến đối (l) ta có phương trinh : 

-ll(x-l) + (x-10y 2 -ll)N/x^I + (y 4 +xy 2 +x + y 2 ) = 0 (*) 

Đặt t = \/x — 1, t > 0. Lúc đó (*) trở thảnh : 

-llt 2 +(x-10y 2 -ll)t + (y 4 +xy 2 +x + y 2 ) = 0(3). 

Ta có : A = (x-10y 2 -11) 2 -4(y 4 + xy 2 + X + y 2 Ị = (x + 12y 2 +11) 2 . 

Do đó (3) <=>Ị-llt + y 2 +x 2 j^t + y 2 +lỊ = 0<^>y 2 + x = l Wx-1 vì 
t + y 2 +1 > 0. 

Thế vào (2) ta có phương trinh : 

y 2 + X - 9\/x^T + ựy - 2 +13x + 5y 2 -74 = 0 

^2^/5^ri+13x + ựy-2+5y 2 =74(5) 

Xét hàm số f(x) = 2 'Jx — Ĩ + 13x,Vx>l. Ta có: f'(xW ^ +13>0,Vx>l. 

vx-1 

Vậy hàm số f (x) đồng biến trên [l;+co). 

Từ đó Vx e [1;2] => f (l) < f (x) < f (2) <=> 13 < f (x) < 28. 

Xét hàm số f (y) = yịy — 2 + 5y 2 , Vy > 2. 

Ta có : f'(y)= 1. —- +5y>0,Vy>2. 

2ựy^2 

Vậy hàm số f(y) đồng biến trên [2;+oo). 

Từ đó Vye[2;3]^f(2)<f(x)<f(3)^20<f(y)<46. 

ị X = 2 

Do đó từ ( 5 ) ta có f (x) + f(y) = 74=>j \ Thử lại ta thấy hệ thỏa mãn. 

Vậy hệ phương trinh đã cho có nghiệm là (x,y) = (2;3) 

Bình luận: Bài toán này có độ khó hơn các bài toán trước Vì nghiệm của hệ đã cho 
không nằm ở mút miền nghiệm mà là trong miền nghiệm. 
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Cty TNHHMTVDWHKhang Việt 


VI. HỆ PHƯƠNG TRÌNH GIẢI BẰNG PHƯƠNG PHÁP ĐÁNH GIÁ. 

Đây là một phương pháp khá mạnh và đê nhận diện hệ giải băng phương 
pháp này là một chướng ngại không hề nhẹ đối với người giải. Đe giải hệ này 
yếu tố cần có đó chính là độ tinh tế, sự nhạy cảm và thông hiểu, vận dụng 
đúng đại lượng nào cần đánh giá và đánh giá bằng cách nào thì điều này còn 
có nhiều bỏ ngõ đoi với học sinh. 

Trong đề mục này chúng ta thường gặp các dạng hệ đánh giá thông qua các 
hướng sau : 

1) Đánh giá qua điều kiện nghiệm của hệ. 

Thông thường hệ đánh giá được qua điều kiện nghiệm ta thường gặp các đánh 
giá cơ bản sau đây : 

© Yếu tố điều kiện có nghiệm của một phương trình bậc 2. 


®Đưa về dạng f 2 (x) + f| (x) + f 3 2 (x) + ... + f 2 (x) = 0 <=> ị 


í f i( x ) = ° 

f 2 (x) = 0 
f 3 (x) = 0. 


[ f n( x ) = ° 

2) Đánh giá qua các bất đăng thức cơ bản. 

Thông thường hệ được đánh giá thông qua các bất đắng thức ta thường gặp các 
đánh giá sau : 

© a 2 + b 2 > 2ab, Va,b e □ . Dấu bằng xảy ra khi và chi khi a = b . 

© (a + b) 2 >4ab,Va,beũ , a 2 +b 2 >-— — ) ,Va,beũ , 


a n +b n ía + bj 


Va,b>0,neD *. 


© Bất đắng thức AM- GM (hay còn gọi là bất đắng Cauchuy ). 

a + b > 2Vãb, Va,b > 0. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chí khi a = b . 

Tổng quát: a 1 +a 2 + ... + a n > n^a|a 2 ...a n , Va; > 0,i = {l,2,...,n},neữ # n>2 
Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khỉ aj = a 2 = ... = a n 
© Bất đắng thức B.c.s ( bất đắng thức Bunnhicopxki). 
ịữ 2 +b 2 j^c 2 +d 2 j>(ac + bd) 2 , Va,b,c,deũ . 


Dâu đăng thức xảy ra khi và chi khi ad = bc . 

Tông quát: 

; ; |aj"+a 2; +... +a n Ị Ị. d n +... I b I + b 2 +... + a n b 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi — = — = = —. 

b, b 2 b„ 

© Bất đăng thức B. c.s dạng phân số ( hay bất đắng thức Sva xơ). 


a? aĩ (a, + a 2 ) z 

u + u - u u ’ Va i’ a 2 eũ ,b l5 b 2 >0. 
bj b 2 bj+b 2 


Dấu đẳng thức xảy ra khi và chi khi = ■ 

bi b 2 

■> a ? a^ a~ (ai+ao+.„ + a n )~ 

Tổng quát: ^- + ^ + ... + ^ JL > ^-——--Va:eũ,bj>0 


bi b 2 


t>Ị + ồ2 +... + ồ2 


Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ^ =... = . 

bj b 2 b n 

© Bất đắng thức Mincopxki. 

sjã 2 + b 2 + sjc 2 + d 2 > J(a + c) 2 + (b + d) 2 . 


Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi I 


ad = bc 
ac + bd > 0 


© Bất đăng thức dấu giá trị tuyệt đối. 

I A| + |B| > IA + B|. Dấu đăng thức xảy ra khi và chi khi AB > 0. 

IA - B| > I A| - |B|. Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khỉ (A - B) B > 0. 
© Một số bố đề thường dùng. 


11 2 

T-^ “—7“ —-,= 

1 + 3 1 + b 1 + vai 


, với a > 0,b > 0,ab > 1. 


1 1 2 

+ —h — <- '-= , với a > 0,b > 0, ab < 1. 

1 + 3 1 + b 1 + \J ab 

Dấu đắng thức xảy ra ở cả hai bố đề khi và chi khỉ 


ab = 1 


ơ thế loại hệ được giải bằng phương pháp này ta thường gặp các bài toán mà 
đánh giá có thế xảy ra trên một phương trình trong hệ hoặc cả hai phương trình 
trong hệ hoặc có được đánh giả khi kết họp cả hai phương trình lại. Sau đây 
chúng ta sẽ đi vào các vỉ dụ minh họa. 

Ví dụ 1: 

|x 2 +5y 2 -4xy-2x + 8y + 5 = 0(l) 

Giải hệ phương trình < r __--- r _- 1 - (X, y G □ ) 

3•yx 3 +xy + 6y 2 -2 + sjy ì +2x 2 -6 =5(2) 
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_ Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 

Phân tích : Với hệ này, rõ ràng chúng ta không thế bắt đầu với phương trình thứ 
hai. Phương trình thứ nhất lại là một phương trình bậc hai hai ấn quen thuộc nên 
ta sẽ tính delta của phương trình này xem thử nghiệm của hệ này sẽ bị chặn ở 
đâu. 

T a biến đổi phương trình thứ nhất thành : X 2 - 2(2y +1) X + 5y 2 + 8y + 5 = 0 . 

Ta có A' = (2y + 1) 2 -5y 2 -8y-5 = -(y + 2) 2 . 

Phương trình này có nghiệm khi và chỉ khi 
A'>0<^>-(y + 2) 2 >0<^>y + 2 = 0<^>y = -2. 

Từ đây ta suy ra được X = -3 . Và tới đây việc còn lại là thử lại nghiệm là hệ đã 
được giải quyết. 

Lòi giải: Điều kiện : y 3 + 2x 2 - 8 > 0 

Ta có (1) <=> X 2 -2(2y+ l) + 5y 2 + 8y+ 5 = 0 . 

Phương trình có nghiệm khi và chỉ khi 

A' = (2y + l) 2 -5y 2 -8y-5 = -(y + 2) 2 >0<^y + 2 = 0«y = -2. 

Thay y = -2 vào (l) ta có : (x + 3) 2 = 0 <=> X = -3 . 

Thế x = -3,y = -2 vào (2) ta có kết quả luôn đúng. 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (-3;-2) . 

Bình luận : cấu trúc của bài toán buộc lòng chúng ta phải xoáy vào phương trình 
thứ nhất. Vì với phương trình này chúng ta có nhiều đường hướng đe gợi mở 
như là bắt nhân tử và chặn miền nghiệm. Và thực tế bài này là chúng ta sủ dụng 
điều kiện có nghiệm của phương trình này đe tìm nghiệm của hệ. 


Ví dụ 2: 


Giải hệ phương trình < 

(y-2x) 2 +4 = y-6x + 2J2(x + l)(y + l)(l) 

íx.veũì 

(y-l)(x 2 +x) + l = ựỹ-ựl-3x(2) 


Phân tích : Với hệ này, rõ ràng sự lựa chọn công phá từ phương trình thứ nhất là 
lựa chọn tối ưu vì phương trình chứa hai căn bậc lệch và nếu có tính đến ấn phụ 
hóa thì cũng không tìm được mối liên quan nào có lợi đế giải hệ. 

Ta biến đồi (1) về phương trình sau : 

(y-2x) 2 +4-(y-6x) = 2ự2(x + l)(y + l) . 

Tới đây ta hãy đe ý đại lượng ngoài căn và không có bình phương: 4 - y + 6x 
có liên quan đến đại lượng trong căn và đại lượng dưới mũ 2. 

Thật vậy, ta có : 2(x + l)(y 4- l) = (2x + 2)(y + 1) có 2x + 2 + y + l = 2x + y + 3 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 

Vậy ta sẽ tìm mối quan hệ : 

4-y + 6x = m(2x + y + 3) + n(y-2x) = (2m-2n)x + (m + n)y + 3m. 

2m - 2n = 6 fm = 1 

Ta đồng nhất hệ số hai vế ta sẽ có <m + n = -l <=>tn = -2 . Và tới đây, ta 

3m = 4 (3m = 4 

nhận đinh được rằng hệ số 4 sẽ điều chỉnh lại là 3 thì (m,n) = (1 ;-2) là bộ số 
thuận lợi nhất. 

Khi đó ta có (l)<=>(y-2x) 2 +1 +6x-y+ 3-2^2 (x + l)(y + l) = 0 
<=>(y-2x) 2 -2(y-2x) + l + 2x + y + 3- 2^2 (x + l)(y + ĩ) = 0 
<=>(y-2x-l) 2 + 2x + 2-2^2(x + l)(y + l) + y + l = 0 

■»(y-2x-l) 2 + ỊV 2 X + 2 -jỹ+ĩ\ =0 
íy-2x-l = 0 

<=>í r- -- ,- -<=>y = 2x + l. 

[■v/2x + 2 = yỊy +1 

Và tới đây, ta chỉ cần thực hiện phép thế vào (2) ta được phưong trình : 

2x 3 + 2x +1 = \jỉ + 2x • Ỉ]ỉ — 3x . 

Đe ý vế phải phưong trình này chưa tích mà mỗi thừa số có dạng yfã b, \l abc 
nên ta nghỉ đến bất đắng thức AM - GM . Mặt khác ta đoán được nghiệm của 
phương trình là X = 0. 

T „ r , 1 — a + b — I +1 + 2x 

Vậy nêu ta sử dụng dạng Vab < —-— thì vl + 2x <---. 

2 2 

Dâu đăng thức xảy ra<=>l = l + 2x<=>x = 0 

' Ạ rrn—* , a + b + c ,, 0/7—7— 1 + 1 + 1 — 3x ' ,z , ? 

Còn nêu yabc <--- thì V1 -3x <---. Dâu đăng thức xay ra 

<=>1 = 1 = 1-3x<=>x = 0. 

Như vậy hướng phán đoán của chúng ta có thêm niềm tin đế giải phương trình 
này bằng đánh giá là chính xác. Do đó hệ có thế giải quyết. 

, íx > -1 

Lời giải : Điêu kiện : < . 

\y>0 

Từ (l) ta biến đối thành phương trình sau: 

(y-2x) 2 -2(y-2x) + l + 2x + 2-2^2 (x + l)(y+ 1) + y+ 1 = 0 

y-2x-l=0 

rz -- r --<=í>y = 2x + l. 

v2^^ : : :ị:I:ị: : ;.:. 



360 
























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Cty TNHHMTVDWHKliang Việt 


Thế vào ( 2 ) ta có phương trình : 2x 3 + 2x 2 +1 = ýl • 2x • \Ị 1 —3x . 
[x>-l 

Từ điều kiện 


1 « X > — ^, ta có 2x 3 +2x 2 +1 = 2x 2 (x + l) + l >0. 

X ^ 2 

2 


-r -— 1 , _ 1 1 

Suy ra : Vl - 3x > 0 <=> X < T . Vậy tông họp các điêu kiện ta có : “Ỷ < X < T. 


Áp dụng bất đẳng AM - GM ta có : 


tĩ " ^ 1 +1 + 2x 

VI + 2x < — —d- = X + 1 

2 

-5 f ^— 1 + 1 + 1 — 3x 

VI-3x <--= 1 — X 


Từ đây ta suy ra : 0 < Ạ + 2x -yỊl -3x < (x + l)(l- x) . 

Vậy ta cần chứng minh : 2x 3 +2x 2 +l<(x + l)(l-x), Vxe 


Ị_ Ị_ 

2*3 


Ị_ ỉ 

2 ’3 


)• 


Ta có : 2x 3 +2x 2 +1<1-X 2 <^>x 2 (2x + 3)>0 (luôn đúng Vxe 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi X = 0 (thỏa mãn ). Suy ra : y = 1. 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x, y) = (0;1) 

Bình luận : Bài toán được giải bằng cách đánh giá trên từng phương trình trong hệ. 
ơ phương trình thứ nhât ta sử dụng hăng đăng thức và dùng tính chât tông các 
số không âm, phương trình thứ hai ta dùng bất đắng thức cơ bản đế giải quyết. 
Có một vấn đề chắc các bạn thắc mắc là tại sao chúng ta không biến đối : 
4-y + 6x = m(x + 2y + 3) + n(y-2x). Điều này là thắc mắc có lý. Câu trả lời 

với phân tích này chúng ta tìm được bộ số (m,n) ”không có lợi” cho chúng ta 
biến đổi. 

Ví dụ 3: 

Giải hệ phương trình 


8(^-^) + ỉAz!=JrÍ87^ + _LÌ 

v ’ X V X y xy ) 


8 ( x2+y2 ) + 7T =5 


(x,yeũ ) 


Phân tích: Với hệ này, bước đầu tiên ta cần biến đối lại phương trình thứ nhất của 
hệ đe cho dễ nhìn hơn. 

Cụ thế ta có phương trình thứ nhất được biến đối thành phương trình : 


f l ' 

8x(ựỹ-^) + 5-8y 2 =y/xỹ 8^/xỹ + 

V \ x y. 
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Tới đây ta quan sát với phương trình thứ hai ta nghỉ đến ngay phép thế. 

Cụ thể từ phương trình thứ hai ta có: 5-8y 2 =8x 2 + j_ , thế vào phương 

v x y 

trình mới biến đối và thu gọn ta được phương trình : 


X - 


>/x =y-yfỹ 


<=> 


Ta quan tâm đến hệ sau : 


x = y 

'Jx+\Ịy = 1 


'7x+ựỹ=1 


1 =J 0< 




a + b = l 

8 ( ,4+b4 )4= 


= 5 


VỚI 


ịã = \fx 

l b =Vỹ 


i , 2 , 2^( a + b ) 2 . 

ơ hệ này ta liên tưởng đên đánh giá quen thuộc : a +b > ' hai lân ta 

sẽ có được lời giải. 

Vậy hệ đã được giải quyết. 

Lời giải : Điều kiện : X > 0, y > 0 

Phương trình thứ nhất được biến đối thành phương trình : 

_ _ r _ ị \ 

8x(ựỹ-^j + 5-8y 2 =ựxỹ 8^/xỹ + 4- 

V x y 

Lấy phương trình vừa biến đối cộng với phương trình thứ hai trong hệ vế theo 
vế ta thu được : 


X - 


u. L11U uuyv . 

V — y 

V*=y->/ỹ»(>/x+>/ỹ-l)(>/x--\/y) = 0<=> 


u Trường họp 1 : X = y. Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được 
phương trình : 


16x 2 + — = 5<=>16x 3 -5x + l = 0<=> 

X 


X = — 

4 


1 \ĩĩ 
8 

- 1 • V1 7 


Đối chiếu điều kiện ta thu được X = y = — ;x = y= l + _ ^ 

4 8 

Ị — Ị — Ị a — '\/x' 

u Trường họp 2 : \Ịx +ựy =1. Đặt < ,a,b>0. 

:Lj? =: Jjỉj;: |ỉ: m 
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Khi đó ta có hệ mới : 


a + b = l 


8 (a 4 + b 4 ) + -Ị- = 5 

' ' ab 


Ta có a 2 +b 2 > -——4 . Do đó : a 4 +b 4 > 


(a 2 +b 2 ) 2 


(a±bT 

2 


Vậy ta có: 8^a 4 +b 4 j>l. 

Mặt khác ta có : a + b > 2^ãb <=> ab < í a + ^° j = 

Từ hai đánh giá trên ta có : 8Ía 4 +b 4 ) + -Ị->5. 

' ' ab 


1 1 , 

= 4<=>-|->4 

4 ab 


Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ chỉ 


a + b = l 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) = j 4-4j; Ị- 

Bình luận : Ớ trường hợp 2, ta dễ nhận thấy hệ thu được với hai ấn a,b là hệ đối 
xứng loại 1, ta vẫn có thể sử dụng phưong pháp giải của loại hệ này để giải. Tuy 
nhiên, với phương pháp đó chúng ta sẽ dễ gặp khó khăn vì vướng phải phương 
trình bậc cao. Do đó dựa vào kết quả a,b dương ta có thể đánh giá qua bất đẳng 
thức AM-GM đế làm gọn bài toán. Bài toán là sự phối hợp giữa kỷ thuật thế, ấn 
phụ và đánh giá. Bài toán này do chúng tôi đề xuất. 


=ỉ L/Ĩ=ị 

9 9 

7 <=> 7 • 

'4 U-ị 


Ví dụ 4: Giải hệ phương trinh 


-xy + l+^/y 2 -xy + l-2 = 2 (x-y) 


I (16xy 5)( ựx • v>') - 4-0 

(Thi thử Yên Phong Bắc Ninh 2015) 

Phân tích: Với hệ này, chúng ta nhận định được rằng phương trình thứ hai là 
phương trình đối xứng hai biển nhưng ta lại không phân tích được thành nhân tử. 

ở phương trình thứ nhất ta để ý : X 2 - xy +1 + y 2 - xy +1 = (x - y) 2 + 2 nên ta 
đây ý tưởng đặt ân phụ hóa phương trình thứ nhât. 


a = ịỊx 2 - xy +1 
b = ^y 2 -xy + 1 


+ b 3 =(x-y) 2 +2 
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<=>2(x-y ý = 2(a 3 +b 3 )-4>0^a 3 +b 3 >2. 

Mặt khác từ phương trình thứ nhất ta có : 
a + b-2 = 2(x-y) 2 <»a + b-2>0<=>a + b>2 

Khi đó phương trinh thứ nhất trong hệ được biến đối trở thành phương trình : 
a + b-2 = 2(a 3 +b 3 )-4<=>a + b = 2(a 3 +b 3 )-2 

2 =2(a 3 + b 3 )-2 (♦) 
a 2 -ab + b 2 v ’ 

Mặt khác ta lại có : a 2 -ab + b 2 = ^-(a + b) 2 + ^(a-b) 2 > i(a + b) 2 >1 

a 3 +b 3 a 3 +b 3 /3 

Vậy ta sẽ có : —-——- < -—-—, do đó từ * ta có : 

a 2 -ab + b 2 1 

2 (a 3 +b 3 )-2<a 3 +b 3 oa 3 +b 3 <2 

ía + b~ >2 -3 0 , . 2 _ _ / ,2 

Vì 1 <=>a 3 +b 3 =2<=>(x-y) +2 = 2<=>(x-y) =0<=>x = y. 

[a 3 +b 3 <2 

Và tới đây bài toán đã được giải quyết. 

, fx > 0 

Lời giải: Điêu kiện : < 

Ịy>0 

Đ ía = ^^Ị^ a3+b3=(x _ y)2+2 

b = \Ịy 2 -xy + 1 

<=>2(x-y) 2 = 2(a 3 +b 3 )-4>0=>a 3 +b 3 >2. 

Mặt khác từ phương trình thứ nhất ta có : 
a + b-2 = 2(x-y) 2 <^>a + b-2>0<^>a + b>2 

Khi đó phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối trở thành phương trình : 
a + b-2 = 2(a 3 +b 3 )-4<=>a + b = 2(a 3 +b 3 )-2 

»72^T2= 2(a 3 + b s )-2(.) 
a 2 -ab + b 2 v 1 

Mặt khác ta lại có : a 2 -ab + b 2 = ^-(a + b) 2 + ^(a-b) 2 > ^-(a + b) 2 >1 

a 3 +b 3 a 3 +b 3 /3 

Vậy ta sẽ có : —-——- < ——, do đó từ * ta có : 

a 2 -ab + b 2 1 w 
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2(a 3 +b 3 )-2<a 3 +b 3 «a 3 +b 3 <2 

ị ã +b > 2 -1 -ĩ . . 2 _ _ í \2 

Vì < <=>a 3 +b 3 =2<=>(x-y) +2 = 2<=>(x-y) = 0<=>x = y. 

[a 3 +b 3 <2 

Thế vào phương trinh thứ hai ta thu được phương trinh: Ị16x 2 - 5 j sỊx +2 = 0 (3). 
Đặt t = \fxẠ > 0. Lúc đó phương trình (3) trở thành phương trình : 

(lót 4 -5)t + 2 = 0 o 16t 5 -5t + 2 = 0 <=> (2t -1) 2 (4t 3 + 4t 2 + 3t + 2 ) = 0 

<=>2t-l = 0<=>t = ị vì 4t 3 +4t 2 + 3t + 2>0,Vt>0. 

2 

/— 1 1 1 

<=>yx=- 7 <=>x = -:=>y = -. 

2 4 4 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x, y) = 

Bình luận : Đây là một bài toán khá hay, bài toán chắc chắn sẽ làm khó học sinh 
rất nhiều, bởi vì trong bài toán ta cần sử dụng các đánh giá khéo léo kết hợp với 
liên hiệp một cách tinh tế nếu không chúng ta sẽ khó tìm ra lời giải cho bài toán. 
Và nếu sử dụng đánh giá không khéo cũng sẽ dẫn đến những đánh giá rất khó 
chịu. 

I Ví dụ 5: Giải hệ phương trình 

(x 2 • 2 )n/x — 7 -3Íx 2 -y 2 —4y — 3 ) = (y 2 + 4y + 5Ìựy + 6 
v J v ’ (x,ye0) 

2x 5 + 3y + 4-\/x + 7 + 5-y/ỹ+6 =100 

L___,_,_ 

Phân tích : Quan sát hệ này, ta nhận thấy cả hai phương trình trong hệ đều chứa 

hai đại lượng chung đó là ^x + 7 ,sjy + 6 điều này dẫn đến cho suy nghỉ ẩn phụ 

hóa. Nhưng nếu ấn phụ hóa thì ta lại thu được một hệ mới mà bậc của nó là khả 
cao nên phương án này xem như thất bại. 

Với các kinh nghiệm đã có ta có thế nhận định được nếu cho hai căn thức bằng 
nhau và làm phép thử xem có được điều gì ? 

Ta có : \fx + 7 = -Jy + 6 <^>x + 7 = y + 6. Thử ngay với (x,y) = (2;3) ta thấy hệ 
hoàn toàn đúng. Vậy đây chính là mối quan hệ giữa x,y trong hệ này. 

Với phương trình thứ nhất trong hệ ta nhận thấy các biến có thế cô lập với nhau 
nên khả năng xảy ra xét hàm số đại diện cũng khá cao nên ta sẽ tiến hành tách 
xem sao ? 

Cụ thể ta có : Ịx 2 • 2|ựx ~7 -3x 2 =(y 2 +4y + 5^y + 6 -3y 2 -12y-9 . 
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Với phương trình này ta nhận xét được là tuy các biến cô lập nhưng lại không 
xét được hàm đại diện, vậy ý tưởng hàm đại diện lại thất bại. Tuy nhiên quan 
sát phương trình mới, chỉ cần thêm bớt là tách được đại lượng 

X 2 + 2,y 2 + 4y + 5 nên ta tiến hành tách như sau : 

(x 2 +2Ị%/x + 7 -3x 2 ={y 2 +4y + 5Ịựy + 6 -3y 2 -12y-9 

oịx 2 - 2)vX~7 — 3(X 2 + 2j = (y 2 +4y + 5jựy + 6 -3^y 2 + 4y + 5^ 

^ (x 2 + 2)(ựTT7-3) = (y 2 + 4y + 5)(ựỹTó -3) 

(x 2 +2)(x-2)Jy 2 +4y + 5)(y-3) 
yjx + 7 + 3 *Jy + 6 + 3 

Từphương trình cuối ta lại có được (x-2)(y-3)>0. Vậy tới đây, ta sẽ đẩy ý 
tưởng đánh giá hệ qua miền giá trị của X, y . Điều này sẽ càng có niềm tin khi 
mà đối với phương trình thứ hai trong hệ ta có hai nhận xét: 

© Cố định y và xét hàm số f (x) = 2x 5 + 4vx + 7 +3y+ 5ựy+ 6 -100 , Vx > -7 . 

Ta có: f '(x) = 10x 4 + —> 0, Vx > -7 . Vậy hàm số f (x) đồng biến. 

VX + 7 

© Cố định X và xét hàm số f (y) = 3y + 5^y+ 6 + 2x 5 + 4-v/x + 7, Vy > -6. 

Tacó: f'(y) = 3+- = > 0, Vy > -6 ■ Vậy hàm số f(y) đồng biến. 

2yjy + 6 

Với hai nhận xét này ta sẽ luôn có những đánh giá thuận chiều. Vậy xem như 
đường hướng giải quyết bài toán đã có. 
íx>-7 

Lời giải: Điêu kiện : ■< 

Ịy > -6 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối lại thành phương trình : 
(x 2 +2)ựx + 7-3x 2 =(y 2 +4y + 5)ựy + 6-3y 2 -12y-9 

<^>(x 2 - 2Ị VX - 7 -3^x 2 + 2j = ^y 2 +4y + 5Ịựy + 6 -3^y 2 + 4y + 5^ 

^>(x 2 + 2j(ựx + 7 -3) = (y 2 +4y + 5)(ựy + 6-3) 

(x 2 +2)(x-2)_(y 2 + 4y + 5)(y-3) 

*s/x + 7 + 3 -ựy+ 6 + 3 

Vì ta luôn có : 


(*) 
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x 2 +2 >Q . y 2 +4y + 5 

VxTy + 3 sịy + 6 + 3 


>0 nên từ (*)=>(x-2)(y-3)>0<=> 


1X > 2 

[y>3 

[x<2 

y<3 


X > 2 


® Trường hợp 1: Nếu j A " 3 => 2x 5 + 3y + 4ựx + 7 + 5-ựy + 6 > 100. 


Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi 


1X = 2 

Ly=3' 


íx<2 


® Trường hợp 2 ; Nếu <p '^ =>2x 5 + 3y + 4\/x + 7 + 5 ■sfỹ~+6 < 100 . 


Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi 


1X = 2 

[y=3 ■ 


, íx = 2 , 

Thử lại ta thây < ta thây thỏa mãn hê. 

[y = 3 

Vậy hệ phương trình nghiệm (x, y) = (2;3). 

Bình luận : Bài toán sử dụng đánh giá trên miền giá trị của các biến x,y kết hợp 
với tính đơn điệu của hàm số và phép khử liên hiệp. Sự phát hiện ra tính chất 
hàm số đơn điệu tăng đã làm cho các đánh giá của bài toán trở nên đơn giản và 
gọn gàng. 


Ví dụ 6: Giải hệ phương trình 

j4-(x 2 y-l) 2 =y 4 -x 2 (l-2x 2 ) 
v v ’ v ’ (x,yeũ). 

+ ^|l + (x-y) 2 =-x 2 Ịx 4 +l-2 x 2 -2xy 2 j 


I 

y V - / V - / 

(Thi thử math.vn 2010) 
Phân tích : Với hệ này, cấu trúc hệ khả khỏ đoán. Tuy nhiên hãy đế ý tới các đại 
lượng trong căn ở cả hai phương trình ta sẽ có những đánh gia quen thuộc. 

Thật vậy, ta có : 



1 / 7 TT 

4-(x 2 y-lí <4 

J 4- x 2 y-l <2 

, H 

V V- ) 0 

l + (x-y) >1 

AI 

_ 

ỉ 

+ 


4- 


(* 2 H 


-1 <2 


>2 


Từ đây dẫn đến ta có các đánh giá sau : 


y 4 -x 2 (l-2x 2 )<2 


X 2 Ịx 4 + 1 - 2x 2 - 2xy 2 j>2 
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y 4 -X 2 ịỉ-2\ 7 j = -X 2 (x 4 + l-2x 2 -2xy 2 j 


Suy ra : “ X 2 y-1 = 0 
x-y = 0 
Và như thế hệ đã được giải quyết. 


<=> 


(x 3 -y 2 ) 2 =0 


x 2 y = 1 

l x = y 


, ^. i . „ ị 2 -. Y 

Lời giải : Điêu kiện : 4 -Ị^x y - 1 


-1 > 0 . 


Ta có : < 

4-(x 2 y-lf <4 

V / <^< 


'4-(x 2 y-l) 2 <2 

f-(x 2 y-l) 2 : 


+ 

1 

to 

IV 

.V 

AI 

<N_ 

1 

X 

+ 

l + ^l + (x-y) 2 


>2 


Do đó từ hệ ta sẽ có : 


y 4 - X 21 


: (l-2x 2 )<2 

-2xy 2 j > 2 

Đe hệ có nghiệm thì dấu đắng thức ở các đánh giá xảy ra. Do đó ta có : 


-X 2 Ịx 4 +1 - 2x 2 -: 


y 4 - X 2 Ịl - 2x 2 j = -X 2 Ịx 4 + 1 - 2x 2 - 2xy 2 j 


X 2 y-1 = 0 


<=> 


x 2 y = 1 
|x = y 


= 0 




í x = 1 _ 

[y=i' 


[x-y = 0 

Thử lại và đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (l;l). 

Bình luận : Nhìn lời giải gọn gàng của hệ, ta tưởng chừng đó là hệ đơn giản. 
Nhưng trên thực tế với hệ này nếu không có đủ tinh tế nhìn nhận, chọn lựa đánh 
giá phù họp thì bài toán này không hề dễ. Cái hay và thú vị của hệ này đó chính 
là chỉ cần xử lý các đánh giá quen thuộc là giải quyết được bài toán. 

Ví dụ 7: Giải hệ phương trình 

A^ix 2 +2xy + 2y 2 + \j2x 2 + 2xy + 5y 2 = 3(x + y) 

^2x + y +1 + 2ự7x + 12y + 8 = 2xy + y + 5 

Phân tích : Với hệ này, rõ ràng từ phương trình thứ hai ta không khai thác được gì 
vì chứa hai căn bậc lệch và các đại lượng trong căn lại chang tương đồng gì với 
nhau đế có thế kết họp lại. Trong khi đó phương trình thứ nhất rất ‘gợi ý liên 
hiệp” nên tại sao ta không bắt đầu từ phương trình này đế công phá. 

Sử dụng kỷ thuật đoán nghiệm trong phương pháp liên hiệp. Ta có ngay nếu 
X = y thì hai vế phương trình thứ nhất luôn đúng. 


(x,yeũ) 


Khi đó ta sẽ tách liên hiệp dạng: 


^5x 2 +2xy + 2y 2 -3x 
yịĩx 2 +2xy + 5y 2 -3y 


với dạng này trở ngại 
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của chúng ta chính là dấu của X, y từ điều kiện cho ta không rõ ràng nên cách 
này không triệt để được. 

Còn nếu ta để ý : 5x 2 -2xy + 2y 2 -^2x 2 -2xy + 5y 2 j = 3^x 2 -y 2 Ị ta sẽ dẫn 
đến cách liên hiệp sau: 

\j5x 2 +2xy + 2y 2 + ^2x 2 + 2xy + 5y 2 =3(x + y) 


! ( x 2 -y 2 ) 


5x 2 + 2xy + 2y 2 - J2y 2 + 2xy + 5y 2 


= 3(x + y). 


Thì rõ ràng cũng không an toàn cho lắm vì sẽ bị vướng đánh giá phần sau, chưa 
kế ta phải kiếm tra nghiệm (x, y) = (0, 0) vì nghiệm này không khó đế thấy thỏa 
hệ. 

Vậy về phương diện trực tiếp liên hiệp có vẻ không khả thi lắm. Nhưng ta nhận 
thấy được qua phương trình thứ nhất hai đại lượng trong căn khá đặc biệt. 

5x 2 +2xy + 2y 2 =(2x + y) 2 +(x-y) 2 
Thật vậy, ta có : < . 

2x 2 + 2xy + 5y 2 = (x + 2y) 2 + (x - y) 2 

Sự xuất hiện của đại lưcmg chung (x - y) 2 dẫn ta đến đánh giá : 

5x 2 + 2xy + 2y 2 > (2x + y) 2 

2x 2 + 2xy + 5y 2 > (x + 2y) 2 

Lại có: x + 2y + 2x + y = 3(x + y) và các đại lượng đều nằm trong căn thức 
nên ta nghỉ đến đánh giá bằng bất đắng thức có dấu trị tuyệt đối dạng 
|A|+|B| > |A+B| . 

Áp dụng tư duy này ta biến đối phương trình thứ nhất trong hệ thảnh : 
sịĩx 2 + 2xy + 2y 2 + <^2x 2 + 2xy + 5y 2 

= ^(2x + y) 2 +(x-y) 2 +Ậx + 2yf +{x-yf 
> \2x + y| + |x + 2y| > 3|x + y| > 3(x + y). 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi : X = y > 0 . 

Và tới đây mọi chuyện còn lại chỉ là thế vào phương trình thứ hai đế giải và hệ 
được giải quyết hoàn toàn. 

Lời giải : Điều kiện : 2x + y +1 > 0 . 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành hệ phương trình : 

J5x 2 + 2xy + 2y 2 + J2x 2 + 2xy + 5y 2 


hi* ư ) 2 ể x «ẵì 2 ỉỂ X ~ y - 
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> |2x + y| + |x + 2y| > 3|x + y| > 3(x + y). 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi X = y > 0 . 

Nhận xét (x,y) = (0;0) thỏa hệ nên ta chỉ cần xét x>0,y>0. 
Thế vào phương trinh thứ hai trong hệ ta được phương trình : 
y/3x +1 + 2yldx • X = 2x 2 + X + 5 
o2Ịx 2 -x) + (x + l-y/3x+T) + 2(x + 2-^9x + 8) = 0 

(x 2 -x)(2x + 14) 

.. ” ^ T 

X 


«2 


(y-x)- 


«(x-l) 


2 + ■ 


x 2 -x _ ( x ~ x J(2x + 14] _ 

+ l + ự3x + l (x + 2) 2 +(x + 2)^/19x + 8 + ^(19x + 8) 2 

1 _ 2x +14 _ 

+ l + ự3x + l (x + 2) 2 + (x + 2) 3/19x + 8 + ^(19x + 8) 2 


= 0 


= 0 


vì x>0 

ox = l=>y = l vì X > 0 p > 0. 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = Ị(0;0);(l;l)j. 

Bình luận : Bài toán nhìn có vẻ liên hiệp trực tiếp nhưng lại gây khó khăn lúc thực 
hành trực tiếp nhưng với sự tinh ý ta đã chuyến phương trình về đánh giá cơ bản 
thông qua bất đẳng thức dấu trị tuyệt đối khá đẹp mắt và gọn. Tuy nhiên, bài 
toán này vẫn có thế sử dụng phép liên hiệp ‘giả định kéo theo” vẫn giải được 
phương trình thứ nhất như chúng tôi đã đề cập ở phần phương pháp liên hiệp. 

Cụ thể ta sẽ có với X > 0, y > 0: 


a^5x 2 +2xy + 2y 2 + ^2x 2 +2xy + 5y 2 =3(x + y) 


\j5x 2 + 2xy + 2y 2 - ìỊĩĩc' + 2xy + 5y 2 = 


,(ơ-r) 


\px 2 + 2xy + 2y 2 + ^2x 2 +2xy+ 5y 2 
= x-y 


Cộng theo vế hai phương trình cho nhau ta được phương trình 
a^5x 2 +2xy + 2y 2 = 2x + y 

<=> 5x 2 + 2xy + 2y 2 = 4x 2 + 4xy + y 2 <=> (x - y) 2 = 0 <=> X = y 
Và tới đây ta giải quyết lại như trong lời giải. 

Qua đây, sự chọn lựa con đường chúng ta đi vào lời giải có thể chưa phải là con 
đường duy nhất đế thực hiện. Sự không dừng lại trước một lời giải đã tìm ra sẽ 
rcp.Ịụyệp.cỊỊq.chụ ; t]g tạ. ; tỊr ; cm pỊpều.^ý níỊpg.tốt hon ;; .. ; ..... .... . 


370 
























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


Ví dụ 8 : Giải hệ phương trình 



VX • 4( yy 2 1 V X • 4 ) — \ ( y - vx - 

3) 

< 

V / v 

x 2 (y 2 -l)-2x + l = ^/x 2 +6y 2 -17 

(x.yeO) 


Phân tích: Với hệ này, một lần nữa ta phải thừa nhận đế công phá hệ ta cần công 
phá phương trinh thứ nhất trong hệ. 

Phương trinh thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 

^|(x + 4)(y 2 +lj + y%/x + 3 = y 2 + X + 4 

Ta thấy vế trái phương trình này hai số hạng trong tống đều có dạng ab nên ta 


thử liên tưởng đến phép đánh giá quen thuộc sau: ab < 


a 2 +b 2 


Va,b 6 ũ 


Khi đó ta có : ^(x + 4)^y 2 +lj 

2_2x1__ _ ỉ •' „ 


_ X + 4 + y 2 +1 I —— _ y 2 + X + 3 

<-^-; yyx + 3 < - * 


Cộng vê theo vê các đánh giá này ta thu được: 

Ậx + 4)^y 2 +ĩj + yyjx + 3 < y 2 + X + 4 . 

[\Ịx + 4 - \ly 2 +1 fy > 0 

Dấu đăng thức xảy ra khi và chỉ khi: < v <=>< __ 

[y = %/xTJ [y = ựx + 3 

Và tới đây ta chỉ cần thực hiện phép thế vào phương trình thứ hai là hệ đã được 
giải quyết hoàn toàn. 

Lời giải : Điều kiện : X > —3. 

Phương trinh thứ nhất trong hệ được biến đối thành : 


^|(x + 4)(y 2 +ĨỊ + yựx + 3 = y 2 + X + ‘ 


Sử dụng đánh giá : ab < 


a 2 +b 2 


Va,beữ , ta có : 


^(x + 4)(y 2 +l) 

í-' 2_ ỉ xi . ỉ 


x + 4 + y 2 +l /—— _ y 2 + X + 3 

<——-; yvx + 3 < y 


2 2 
Cộng vê theo vê các đánh giá này ta thu được : 

< V 2 + X + 4. 


^|(x + 4)(y 2 +1 j + y-v/x + 3 < y 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi: 

Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 


. J^/I74=ự7^ĩ fy^ 0 _ 

y- ựx • 3 (y = x/r+3 
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X 3 + 2x 2 — 2x +1 = vx 2 +6x + l 

<=>(x + l) 3 +(x + l) = x 2 +6x + l + %/x 2 +6x + l (l) 

Xét hàm số f (t) = t 3 + 1 , Vt eũ . Ta có: f'(t) = 3t 2 +1 > 0,Vt eữ . 

Vậy hàm số f (t) đồng biến trên □ . Do đó từ (l) <=>f (x + l) = f Ị^/x 2 +6x + lj 

<^>x + ỉ = \Jx 2 +ÓX + 1 <=>(x + l) 3 = x 2 +6x + l<=>x^x 2 + 2x-3Ị = 0 

X = 0=>y = %/3 
<=> x = l=>y = 2 . 

X = -3 => y = 0 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = ỊỊo;-73 j;(l;2);(-3;0)|. 

Bình luận : Bài toán này được tác giả ra chắc với hai chủ đích chính là đánh giá và 
sử dụng hàm số đại diện đế giải hệ, sự kết hợp này làm cho bài toán có độ khó 
riêng của nó. Tuy nhiên, ngoài cách đánh giá trên thì phương trình thứ nhất trong 
hệ vẫn có tấn công nó bằng phương án liên hiệp “giả định kéo theo” đe tấn công. 
Cụ thế ta có hệ giả định sau : 

'(x + 4)Ịy 2 +1 ì + yyỊx + 3 = y 2 + X + 4 

L..ÙT 

ự(x + 4)(y 2 +l) + yVx + 3 

Cộng vế theo vế ta có được : 2. Ị(x + 4)íy 2 +l) = y 2 + X + 5 


<=> 4xy 2 + 4x + 16y 2 +16 = y 4 + X 2 + 25 + 2xy 2 + 10y 2 + lOx 
<=>(y 2 -x-3j~ =0 oy 2 =x + 3 . 

Và rõ ràng có lẻ tác giả sẽ bất ngờ với phương án này, và nếu xét trcn bình diện 
chung thì phương pháp liên hiệp ‘giả định kéo theo” cho lời giải cũng đẹp mắt 
không kém và có lẻ tự nhiên hơn phương án đánh giá. Đó chính là cái thú vị của 
toán, đôi lúc ta nghỉ phương pháp này mạnh nhưng ý nghĩa đó chỉ dừng lại ở 
mức tương đối. 
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Phân tích : Với bài hệ này, chúng ta cũng chỉ công phá phương trình thứ nhất thôi. 
Ớ phương trình thứ nhất ta có ba cách đế đánh giá với sự trợ giúp của điều kiện 
x + y>0 

© Cách 1 : Sử dụng hằng đẳng thức theo kiểu tổng hiệu. 


Ta có : 


2 . 2 
X +y 


ị(*+y) 2 +f(x-y) 2 


2 .2 
X +xy + y 


|(x + y) 2 + i(x-y) 2 

3 


-^(x + y) 2 + i(x-y) 2 >i(x + y) 2 
i(x + y) 2 + l(x-y) 2 >I(x + y) 2 


, ịx 2 + y 2 jx 2 + xy + y 2 
Từ đó ta có : J J -22—— > X + y . 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi X = y . 


., A 2 , 2 ^ ( a +b) 

© Cách 2: Sử dụng đánh giá quen thuộc a + b > —^ 


Ta có 


+ xy + y 2 =ị(x + y) 2 +i(x 2 + y 2 )>i(x + y) 2 +i(x + y) 2 =|(x + y) 2 


x 2 + y 2 x 2 +xy + y 2 (x + y) (x + y) 


Do đó ta có : 

V 2 V 2 ]ị 4 ỵ 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi X = y . 

© Cách 3 : Sử dụng đánh giá bằng bất đẳng thức B.C.S và ab < 


>x + y. 


Ta có 


|x 2 +y 2 _ Ỉ2(x 2 +y 2 j _ Ị(l + l)ịx 2 + y 2 ) Ị 
V 2 V 4 V 4 “2 


a + b 


V ^ y 


ta có : 


4(*+y) 


; 2 .2 
X + xy + y 


(x + y)--2xy 



|(-y) 


, |x 2 + y 2 íx 2 + xy + y 2 

Do đó ta có : -+• J^ -> X + y . 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi : X = y . 

Qua các đánh giá trên việc còn lại của chúng ta là thế vào phương trình thứ hai 
và giải tìm nghiệm. 

Lòi giải. Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta suy ra đế hệ có nghiệm thì X + y > 0. 
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xW ỉ (x + y)2 + 2 (x ~ y)2 1, , \2 , 1, \2 1 / , \2 

T a c ° ’ ~~ 2 ~ ~ — -2 - = 4^ X + y ) + 4^ X “ y ) -q( x + y ) 

V 2 _L J_„ 2 ^(x + y) 2 + i(x-y) 2 . , . 

- —— = —-—- = -(x + y) +--(x-y) >-(x + y) 

3 3 4 V ; 12 v ’ 4 V ’ 


2 , ..2 


Từ đó : 


X +y X +xy + y 


>x + y. 


Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi X = y . 

Thay X = y vào phương trình thứ hai trong hệ ta có phương trình: 


3/x + 5+ 6 = 73/ll-x-2x<=>(3/x + 5- 2) + 7(2-^ll-x) + 2(x-3) = 0 


<=> 


x-3 

^/(x + 5) 2 +2ựl 

í 


7(x-3) 


x + 5+4 2 + 2^n-x+Ện-xỴ 

•»(x-3)| , -——-1- y - — , 

Ệx + 5) 2 +2^/x + 5+4 2 + 2yjì 1 - X + 1 - x) 


+ 2(x-3) = 0 


: + 2 


= 0 


p 

<»x-3 = 0«>x = 3=>y = 3 vì P>0,VxeD . 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (3; 3 ) 


Bình luận : Đây là một bài toán khá quen thuộc, trên đây chúng tôi mở rộng thêm 
các đường hướng đánh giá để các bạn tiện theo dõi và qua từng đánh giá rút 
được cho mình thêm kinh nghiệm. Các bạn hãy thử sức mình với phương pháp 
liên hiệp “giả định kéo theo” với phương trình thứ nhất xem. Sẽ rất có ích cho 
các bạn về đường lối sau này nếu ta gặp phải lóp toán như vậy. Ngoài ra bài 
toán này vẫn giải quyết được bằng phương pháp ấn phụ hóa trên phương trình 
thứ nhất khi chia hai vế cho X + y 

íx 3 (l-x) + y 3 (l-y) = 12xy + 8 . 

Ví dụ 10: Giải hệ phương trình ị v , x,yeũ 

[|3x-2y + 10| + |2x-3y| = 10 

(Toán học Tuổi Trẻ số 431) 

Phân tích : Với hệ này, phương trình thứ hai báo trước hệ sẽ được đánh giá thông 
qua bất đẳng thức dấu trị tuyệt đối. 

Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta có phép biến đối sau : 

X 3 + y 3 =Ịx 2 -y 2 Ị +2(xy + 3) 3 > 0 => (x - y)(x 2 - xy + y 2 )> 0 => X + y > 0 . 

Với điều kiện này áp dụng bất đẳng thức dấu giá trị tuyệt đối ta sẽ giải quyết 
đựơc bậị..toán.vì ta nhận thấy 3x — 2y + Ị 0 — 2x + 3ỵ = x .+ỵ.+.l Q 
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Cty TNHHMTVDWHKliang Việt 


Lời giải: Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta có phép biển đối sau : 

X 3 + y 3 =Ịx 2 -y 2 Ị +2(xy + 3) 3 > 0 => (x - y)(x 2 - xy + y 2 )> 0 => X + y > 0 . 

Áp dụng bất đẳng thức : I A| + |B| > IA - B|. Ta có : 

|3x-2y + 10| + |2x-3y|>|3x-2y + 10-2x + 3y| = |x + y + 10|>10. 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi 
í(3x-2y + 10)(2x-3y)<0 J-2<x<0 

Ịx + y = 0 Ịy = -X 

Thay vào phương trinh thứ nhất trong hệ ta được phương trinh: 

(x 2 - 3 ) = 0 X = vì -2 < X < 0 . 


Suy ra y = . Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = ị-y/ĩ;y/ĩ' ■ 


Bình luận : Đây là một bài hệ nhìn lời giải có vẻ đơn giản nhưng thật chất nó là 
một bài hệ không dễ chút nào. Việc tách phương trình thứ nhất đe có được đánh 
giá quan trọng đó thì không phải là chuyện đơn giản mà đòi hỏi một kỷ năng rất 
tốt. Đôi lúc một bài hệ nhìn qua không có gì cả nhưng ấn chứa trong nó là một 
điều hết sức “lớn lao”. 


Ví dụ 11: Giải hệ phương trình 


xy + 6y yỊx -1 + 12y = 4 
xy 1 2\fx (x,yeO) 


1 + y xy + y 'Ịx+^Ịỹ 

(Chọn đội tuyển học sinh giỏi TPHCM 2015) 
Phân tích : Với hệ này, ta nhận thấy phương trình thứ hai có chứa nhiều đại lượng 
chung nên ta sẽ đi khai thác phương trinh thứ hai trước. Vì với phương trinh thứ 


nhất ta có thể ẩn phụ t = \Ịx - 1 để đưa về phương trình bậc hai ẩn t nhưng ta 
cũng chẳng đưa đến đâu. Chú ý với điều kiện của bài toán là X > 1, y > 0 nên đối 


với phương trình thứ hai ta sẽ chia vế trái cho X, vế phải cho vx ta được 


phương trình : 


]_ 

X 


l,y y 

z + z y + z 1 + 

XX X 


Đê gọn ta ân phụ hóa 


1 

a = — 


X , ta đưa về phương trình: 

[b = y 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchuy-Schwaz ta có : 


a b 2 

b + ab a + ab 1 + \ ab 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


a b > (a + b) 2 _ ( a + b ) _ 1 

b + ab a + ab (b + ab)(a + ab) ab(a + b) + 2ab ab 2ab 


(a + b) 


Tới đây ta sử dụng thêm hai đánh giá quen thuộc sau : 
2ab 1 

Í4ab<(a + b) 2 ^ (a + b) 2_ 2 


a + b > 2 \ ab 


1 1 

a + b 2 \ ab 


_ , a b 1 2 

Ta có: ——— + ——— > — -- = -——= . 

b + ab a + ab ab £ 1 + 7ab 

2vãĩ> 2 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b <=> y = — . Và tới đây ta chỉ cần thế 

X 

vào phương trình thứ hai nữa là hệ được giải quyết. 

J fx > 1 

Lời giải : Điêu kiện : < 


Phương trình thứ hai trong hệ được biến đổi thành : ——- 1 -—— =-= 

l,y y , V 

7 + 7 y + 7 1 + J Z 

XX X V X 

Đặt < x,(0< a < l,b > o). Khi đó ta có : (l) <=> —-^— + 7 ——- = — —~f=f ■ 

’ w a + ab b + ab 1 • V ab 

b = y 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchuy - Schwaz ta có : 

a b > (a + b) 2 _ ( a + b) 2 _ 1 

b + ab a + ab (b + ab)(a + ab) ab(a + b) + 2ab ab 2ab 


(a + b) 


Tới đây ta sử dụng thêm hai đánh giá quen thuộc sau : 


4ab<(a + b) (a + b) 


2ab 1 
+ hì 2 “2 


a • b > 2 \ ab 


1 1 
a + b 2-s/ãt 


__ , a b 1 2 

Ta có: 7 ——— H-—— >—r—-— = — —j=_ 

b + ab a + ab ab 1 I - V ai 
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Cty TNHHMTVDWHKliang Việt 


Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b <=> y = — . 

X 

Thế vào phương trinh thứ hai trong hệ ta được phương trình : 

„ í —7 „ í x - 4 _ 1 

[4(x-l) = (x-4) 2 10 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y)= 

Bình luận : Đây là một bài toán khá khó, khi đối biến ta được một phương trình 
nhưng thật chất đó là một bất đắng thức. Dựa vào tính đối xứng nên ta dự đoán 
a = b , cộng với dạng phân số nên ta nghỉ đến bất đẳng thức Cauchuy Schwaz 
đế đánh giá và dùng bất đắng thức AM- GM đế đánh giá tiếp theo. Nhận định 
chung, đây là bài toán khá hay. 


Ví dụ 12: Giải hệ phương trình < 

/ 

x-y + 

V 

(x + l)^ 

lf , x2 

ịj +(xy-3) ■ 

í y 2 +5+(y-l)V 

_ 5 

4 (x,yeũ) 

'X 2 -3 =10 


Phân tích : Ta nhận thấy phương trình thứ nhất có dạng a 2n + b 2n = k nên có thể 
từ phương trình cho ta được đánh giá gì đó ? Tại sao ta không thử về điều đó. 

Ta có: 



íx-y + £| + (xy-3) 2 = ^ <=> X 2 + y 2 -2xy + X-y + x 2 y 2 -6xy + 8 = 0 

<^>x 2 +y 2 +x-y = 8-Ịx 2 y 2 -8xy + lój<^>x 2 + y 2 +x-y = 8-(xy-4) 2 
Từ đây ta suy ra được x 2 + y 2 +x-y<8. 

Mặt khác phương trình thứ hai trong hệ vế phải là tống hai thừa số có dạng ab . 


vậy ta đấy ý tưởng đánh giá theo một đánh giá quen thuộc ab < 
(x + l)ựy 2 +5< 


a Ẩ + b Ẩ 


Ta có 


X 2 + 2x + l + y 2 + 5 


(y-l)ựx 2 -3 < 


y 2 -2y + l + x 2 -3 


=>(x + ')V y 2 +5 +(y-l)^x 2 -3 <x 2 +y 2 +x-y + 2 
Từ đó ta có : 10 < x 2 + y 2 + X -y + 2 <=> x 2 + y 2 + x -y > 8 . 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Vậy qua hai bước đánh giá ta đã có được hệ sau: 


x 2 + y 2 +x-y = 8 
xy - 4 = 0 

x + l = -^y 2 +5 

y-l = *s/x 2 +3 


Do đó hệ đã được giải quyết hoàn toàn. 

Lời giải : Điều kiện : x < -\fĩ V X > \fỉ . 

Phương trinh thứ hai trong hệ được biến đối thành phương trình : 

r 1 \2 2 5 

X - y + 2- + (xy - 3) 2 = -- <=> X 2 + y 2 - 2xy + X - y + x 2 y 2 - 6xy + 8 = 0 

V 2 ) 4 

<^>x 2 +y 2 + x- y = 8-Ịx 2 y 2 -8xy + ló) « X 2 + y 2 + X - y = 8 -(xy-4) 2 . 
Vì 8-(xy-4) 2 <8=>x 2 + y 2 +x-y<8 (a). 


Mặt khac ta có: 


(x+iW7^ - 

(y-l)^x 2 -3 < 


X 2 + 2x + l + y 2 +5 


y 2 -2y + l + x 2 -3 


=>(x + >)V y 2 +5 +(y-l)^x 2 -3 <x 2 +y 2 +x-y + 2 

Từ đó ta có: 10<x 2 +y 2 + x-y + 2<^>x 2 +y 2 + x-y>8 (b). 


Từ (a),(b) ta có hệ có nghiệm khi và chỉ khi : 


x 2 + y 2 +x-y = 8 
xy - 4 = 0 

X +1 = ^y 2 + 5 

y-1 = yjx 2 +3 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (2; 2). 

Bình luận : Đây là một bài toán hay, sử dụng các đánh giá không quá mạnh nhưng 
lại khá chặt. Việc biến đối phương trình thứ nhất đế có bước đánh giá đầu tiên 
là một tư duy tự nhiên dựa trên cấu trúc của phương trình này. Các đánh giá tiếp 
theo là quen thuộc. 

X | y _ 2Ịjxỹ 

y + 1 x + 1 Jxỹ + 1 , „ v 

Ví dụ 13 : Giải hệ phương trinh < v X,ye0 ) 

5 t 3 _ A 

yx^ĩ \/y-ĩ _ 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


Phân tích : Với hệ này, ta nhận định tuy phương trình thứ hai đơn giản nhưng rõ 
ràng không giúp chúng ta được gì cả. Do đó chúng ta sẽ quan tâm đến phương 
trình thứ nhất trong hệ. 

Ớ vế trái phương trình thứ nhất ta cần chú ý tới rằng nếu ta cộng 1 vào mỗi số 
hạng trong tông ta sẽ có được nhân tử chung. 

Do đó ta tiến hành biến đối phương trình thứ nhất thành : 

X y 2 Jxỹ X , y , 2 Jxỹ 

y +1 X +1 ựxy + 1 y +1 X +1 ựxy +1 


<=> 


(x + y + l) 


f 1 1 > 

+ 

= 2 

r 2 ^/xỹ + r 

v x + l y + 1 ) 


l x/xỹ + 1 ) 


(*) 


, 11 2 

ơ (*) sự xuất hiện của ——— H——— và —ị= — cùng với điều kiện x>l,y>l 

X +1 y +1 ựxy +1 

làm ta liên tưởng đến bố đề sau : 

1 1 2 , , 

Với a,b > 0,ab > 1 ta có : ——b —— > —7__ . (Việc chứng minh bô đê khả 

1 + a 1 + b l + >/ab 

đơn giản). 

Khi đó sử dụng bổ đề này và áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta sẽ có : 

X + y +1 > 1 + 2-y/xỹ 

(x + y + l)| 


11 2 

--1 -Ìì -- 7—- 

1 + X 1 + y 1 + ựxy 

X?.. 4 ị xi ’_ 


( l 1 > 

+ 

>2 

"l + 2^/xỹ^ 

, 1 + x 1 + y; 


V x/xỹ +1 y 


Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi X = y . Và như thế hệ đã được giải quyết, 
[x > 1 

[y > 1 ’ 


Lời giải : Điều kiện : 


Ta chứng minh bổ đề sau : ——h—— > —^=(*),(Va,b > 0,ab >1). 

1 + a 1 + b l + N /ãb v ; v ; 

Thậtvậy,tacó (*) <»(l + a)Ịl + \/ãbỊ + (l + b)Ịl + 7/ãbỊ>2(l + a)(l + b) 
•»(a + b + 2)Ịl + ^/ãbỊ>2(l + a)(l + b) 


< > ( vab -1)( s/a vb) >0 (luôn đúng ). 

Dâu đăng thức xảy ra <=>a = bvab = l. 

Phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành phương trình : 

i t x = l£ 0 jL 4 i4 = i = i£ +ỉ 

y + 1 X +1 ựxy + 1 y +1 X +1 ựxy +1 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


f 1 1 > 

+ 

= 2 

^2-ựxỹ + r 

v x + l y + 1 ) 


V 4*ỹ +l J 


í 1 1 

4- 

>2 

'1 + 2^/xỹ^ 

, l + x 1 + y J 


V 4*ỹ+ 1J 


<=>(x + y + l) 

Áp dụng bố đề vừa chứng minh và bất đắng thức AM - GM ta có : 

X + y +1 > 1 + 2-ựxỹ 
■ 1 1 > 2 =>(x + y + l)| 

1 + x 1 + y 1 + ựxy 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi X = y .Thế vào phưcmg trình thứ hai trong 
hệ ta được : 

5 3 , ,-- 

ĩ + ĩ = 4cí>Vx-l=2<=>x = 5=>y = 5. 

Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x, y) = (5;5). 

Bình luận : Bài toán này giải khá mất tự nhiên vì bài toán giải phải sử dụng đến bố 
đề. Tuy nhiên cách đánh giá này cũng khá quan trọng. 



4ŨTT + ẬTĩỹ (x yGŨ) 

ựx(l-2x)+ựy(l-2y) = -^ 


Phân tích : Nhìn vào hệ dễ dàng nghỉ đến ấn phụ hóa phương trình thứ nhất trong 
hệ dễ nhìn hơn và thấy được ngay điều cần đánh giá sẽ liên quan đến một bố đề 
quen thuộc . 


ía 2 = 2x 2 

Với <! _ <=> i 

Ịb 2 =2y 2 


X = 


y= 


dĩ 


Khi đó ta đưa phương trinh thứ nhất về phương trình : 
112 
Vl + a 2 Vl + b 2 ~ Vĩ+ãb 

Sử dụng bất đẳng thức B.C.S ta có : 

1 


4 '+'/ 1 


4 l + a 2 Vl + b 2 

Sử dụng bồ đề —— 


1 + a 2 1 + b 2 


1 + a 2 1 + b 2 1 + ab 
Ta có ngay được 


1 <———,Va,b>0,ab<l. 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b. Và lúc này ta sẽ có mối quan hệ 
giữa X, y và thế vào phương trình thứ hai thì hệ sẽ được giải quyết hoàn toàn. 


Lời giải : Điều kiện : 


[x(l-2x)>0 
y(l - 2y) > 0 <=> 
1 + 2xy > 0 


0 < X < 2- 
2 


0 < y < -2 . 
2 


xy > - 


Đặt 


[ a 2 =2x 2 
1 b 2 =2y 2 


sỊĨ 


<=H 

b 

y= j2 


a,b e 


4 ' 


Lúc đó phương trình thứ nhất trong hệ được biến đối thành : 

1 1 2 


Vl + a 2 Vl + b 2 Vĩ+ãb 

Sử dụng bất đẳng thức B.CSta có : 
1 


+—4i+i/ 1 


ll + a 2 1 + b 2 


Vl + a 2 \Jl + b 

1 1 2 

Mặt khác ta lại có : ——- H —— < , Va, b > 0, ab < 1. 

1 + a 2 1 + b 2 1 + ab 

Thật vậy, ta có : 

^^^( 1+ab )( 1+b2 ) + ( 1+ab )( 1+a2 )^ 2 ( 1+a2 K 1+b2 ) 


2 , 

(a-b) (ab-1) < 0 (luôn đúng a,b e 


4 


Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b . 
Áp dụng bổ để này ta có được : 


\ll+ã 2 \l 1 + b 2 


< J2 


1 + ab 


[ + ab 


Dâu đăng thức xảy ra « 


4+ã 2 \ I • b' «a = b <=>x = y. 

[a = b 

Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta được phương trình : 


^x(l-2x) =^-<=>x(l-2x)=4<=>(4x-l) 2 =0 


11 
4 4 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x, y) = 

Bình luận : Bài toán này và bài toán trên đều sử dụng bất đắng thức và bo đề đế 
chỉ ra được dấu bằng, những bài toán thuộc the loại là loại toán rất khó. Nếu 
chúng ta không nắm vững các bố đề thì khả năng giải bài toán hầu như là số 0. 
Nhưng nếu biết như không thông hiếu cách vận dụng nào cho hợp lý thì khả 
năng thành công thật là may rủi. 


Ví dụ 15: Giải hệ phương trinh < 

4x 3 + y 3 + y-ự2x - y = 3y 2 x 

Ịx + ^4x 2 +1 jịy+ 2-^y 2 +1 j = 3xy ^ X,yeD ) 


(Nguyễn Duy Hồng) 


Phân tích : Với bài toán này, nhận xét đầu tiên là ta thấy vế trái của phương trinh 
thứ hai trong luôn dương. Từ đây ta suy ra xy > 0. 

Mặt khác từ phương trình ta có những đánh giá rất quen thuộc. 


© Nếu X > 0, y > 0 thì ta có các đánh giá sau : 

x + v 4x 2 +1 >3x / r—z ——_ — — 7 \ 

< J__ => x + y4x 2 +1 y + 2-ựy 2 +1 >9xy 

y + 2ựr+l>3y 1 A ’ 

Do đó phương trinh hai vô nghiệm. 

© Neu X < 0, y < 0 thì từ phương trình thứ nhất trong hệ ta có biến đối sau : 

(x + y)(2x-y) 2 + yự2x-y = 0<I >ị “Llì-1 1 ^y = 2x<0 

iy2x y-0 

Và như thế hệ đã được giải quyết hoàn toàn. 

Lời giải: 

Điều kiện : y-2x > 0 . Nhận xét Ịx + sỊÃx^ + 1 IỊy + 2-^y 2 +1 j > 0. 

Do đó từ phương trình thứ 2 trong hệ ta có 3xy > 0 nên ta có hai trường hợp . 
u Trường họp 1 : x>0,y>0 . 

Ta có: 

3xy = Ịx + a^4x 2 +ljỊy + 2^y 2 + lj>(x + 2x)(y + 2y) = 9xy<=>3>9 (vô lí). 



u Trường họp 2 : X < 0,y< 0. 

Cách 1 : Từ phương trinh thứ nhất trong hệ ta có : 

A 3 2 2 

0 = -3xy + —+ yỊĩx - y > -3xy + 3xy + <Jĩx - y = ự2x - y > 0 

v - 2 X 
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Cách 2 : Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta có: 

s 2 /r- „ Í2x-y = 0 


(x + y)(2x-y) +yự2x-y=0: 


>x-y = 0 


Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


<=>y = 2x 


Thay y = 2x vào phương trình thứ hai trong hệ ta có : 

ịx + \j4x 2 +1 |Ị2x + 2a/4x 2 + lj = 6x 2 <=>Ịx + V4x 2 +7j = 3x 2 

<=> X + 4Ax 2 + ĩ = —v/3x <=> X = - J_ => y = — 

4^ 4^ 

r ! 2 ì 

Đối chiếu điều kiện hệ có nghiệm duy nhất (x; y) = — . ; — - . 

L V2V3 4i4ĩ 

Bình luận: Bài toán này có đẹp từ cấu trúc tới lời giải. Một bài toán mà chúng tôi 
đánh giá là khá hay. 

Ví dụ 16: Giải hệ phương trình 


1 - X + 4 2x + y 


/5x + 3y + l 


xy + 2 J2x 4 - X 3 + 7x 2 + y + 2 = 4 


(x,yeũ) 


Phân tích: Với hệ này, ta nhận thấy phương trình thứ hai tuy đơn giản nhung 
chúng ta sẽ khó khai thác được gì từ đây, với phương trình thứ nhất tuy cồng 
kềnh và phức tạp nhung chúng ta lại có mối liên hệ giữa các đại lượng trong 
bốn căn thức với nhau. 


Í5x + 3y +1 = 1 - X + 3(2x + y) 

Cụ thế ta có: ị __ " , . 

[3 - X + y = 2x + y + 3(1 - x) 

Từ nhận xét này ta đề xuất đặt ấn phụ cho phương trình thứ nhất đe làm giảm đi 
độ cồng kềnh ở phương trình này. 


a = 1 - X 


,a,b > 0. 


[b = 2x + y 

Khi đó phương trình thứ nhất được biến đối thành phương trình sau: 

í r, ĨC\( 1 . 1 'ì ~ „ 4&+4ĩ> , 4ã+4ĩ> ~ 


(va - vb) 1 + = 

v \sịã + 3b yb + 3a 


= 2 <I> 


V a - 3b ựb + 3a 


Tới đây để làm gọn hơn ta tiếp tục đặt t = —, t > 0 . 

b 

Khidỏ.acỏ: l '- -2(^). 

ựt + 3 y3t • I v 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


ơ (*) ta nhận thây t = 1 luôn thỏa. 

Do đó ta sẽ sử dụng các đánh giá sau để hoàn tất. 

Theo bất đẳng thức AM - GM ta có : 

\f[ Ị t t +1 1 t t 4-1 

y/t + 3 V t +1 t + 3 2 v t +1 t + 3 y ijt + 1^1 t 3^ 

1 Ịĩ 2 < 1 f\ | 2 ^ V t • 3 2 V t • I 2y 

ựt + 3 _ V2'ĩ+3 “2[2 + t + 3 y 

Vt I 2t ự 1 2t 

L/3t+T^V2'3t+T“2U + 3t+ĩJ Vt+1 1[ 1 3^1 

1 n t+Ị ^ư 1 | t+n ^V3t+Ị 2[t+Ị + 2y' 

V3t +1 yt + 1 3t + 1 2 v t +1 3t + ly 

4A +„ „A. Vt +1 , yỊĨ + l 1 (t + 1 ^ 0 

Do đó ta có: r—— + , < — —— + 3 = 2. 

Vt + 3 ự3t + l 2 V t - I ) 

t >0 

t t +1 
t +1 t + 3 

, , , 1 2 
Dâu đăng thức xảy ra khi và chỉ khi : A = —L— o t = 1 

1 _ 2t 

2 _ 3t + l 

1 _ t + 1 

. t +1 3t + l 

Lúc này ta sẽ có a = b<=>l-x = 2x + y<=>y = l-3x.Và như thế hệ về cơ bản 
đã được giải quyết. 

ì-x>0 
2x + y > 0 

Lòi giải: Điều kiện : ị 5x + 3y +1 > 0 
3 - X + y > 0 

2x 4 -x 3 + 7x 2 + y + 2>0 


a = 1 -X 


a,b > 0 . Ta có : 


5x + 3y +1 = a + 3b 
3-x + y = b + 3a 


Ịb = 2x + y [3 - X + y = b + 3a 

Khi đó phương trinh thứ nhất trong hệ được biến đối trở thành : 

( ỈZ , lũ\( i , 1 + Vb y/ã + -v/b ^ 

' ' V Va + 3b Vb + 3a J Va + 3b Vb + 3a 


= 2 <=> ■ 
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Cty TNHHMTVDVVHKhang Việt 


RÕ ràng với (a,b) = (0;0) là không thỏa (l). Do đó với a,b > 0 ta đặt 

a / \ Vĩ +1 Vĩ + 1 

t = f-,t > 0 ta đưa (1) <=> + ■ - 2. 

b w Vt + 3 V3T I 

Theo bất đẳng thức AM - GM ta có : 

Vỉ I t t+1 1 t t+1 

Vt + 3 V t +1 t + 3 2 v t + 1 t + 3 y Vĩ + 11 t 3 ^ 

1 lĩ 2 < Ư1 2 "Ị ^Vt + 3 2ự + l 2y 

Vt + 3 \2 t + 3 2 v 2 t + 3y 

Vt lĩ 2t lfl 2t "l 

1 V3t+Ĩ V2 - 3tM “2U + 3t+ĩJ yr + 1 Ưj 3^ị 

_1___ n t + 1 < 1 V 1 t +1 "Ị V3t + 1 2ự + l 2/ 

V3t +1 V t +1 3t + 1 2 v t +1 3t + ly 

''/ĩ + l , ''/t+l^lft + l ^| 

Vt + 3 V3t + 1 2ự + l J 

t >0 

t t +1 
t +1 t + 3 

Dâu đăng thức xảy ra khi và chỉ khi : A = —— <=> t = 1 

1 2t 

2 _ 3t + l 

1 _ t + 1 
t +1 3t + l 


Lúc này ta sẽ có a=b<=>l-x = 2x + y<=>y = l-3x. 

Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 

x(l-3x) + 2V2x 4 -X 3 +7x 2 -3x + 3 =4 

<=> X -3x 2 + 2j2x 2 ịx 2 +3j-x^x 2 +3j + x 2 +3 = 4 

o X - 3x 2 + 2Ậx 2 + 3)(2x 2 -X +1) = 4 
Lại theo bất đẳng thức AM - GM ta có : 

2Ậx 2 + 3)(2x 2 - X +1) < 3x 2 - X + 4 . 

Từ đó ta có : X - 3x 2 + 2 J^x 2 + 3 ' ^2x 2 - X + 1 < X - 3x 2 + 3x 2 - X + 4 = 4 . 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi : 

,9 , 9 _ 9 _ [x = -l=>y = 4 

2x 2 - X +1 = X 2 + 3 <=> X 2 - X - 2 = 0 <=> 

_x = 2=>y = -5 

Đối chiếu điều kiện và thử lại ta có nghiệm của hệ là ( X, y) = (1; 4). 

Bình luận : Đây là một bài hệ khá hay, việc nhận xét đuợc t = 1 là mấu chốt của 
bài toán. Với nhận xét này ta sẽ chọn tách biếu thức đe sử dụng bất đắng thức 
AM-GM sao cho đánh giá đuợc tốt nhất. 


Ví dụ 17 : Giải hệ phưong trình • 

Vx -1 + 2^y +1 = y + ^ 
x-1 | y+1 


*Jy + l+ l yjx- 1 + 1 3 


Phân tích : Với hệ này câu trúc của hệ cho ta ngay được ý tưởng ân phụ hóa đê 
làm gọn hệ. 


Cụ thê ta đặt: 


phưong trình : ■ 


a = - 1 

b = ylỹĩĩ' 


a, b > 0 . Khi đó hệ phưong trình đã cho trở thành hệ 


a + 2 b = b 2 + — 


a | b- _ 1 


lb + 1 a + 1 3 

Với hệ mới này, gợi ý đầu tiên dễ nhận thấy đó là sử dụng phép thế để giải. Tuy 
nhiên rõ ràng cấu trúc hệ này nếu sử dụng phép thế như vậy rất khó đế đến được 
thành công bởi sẽ có những phép biến đối đại số khó khăn và bậc cao. Mặt khác 
cấu trúc phưong trình thứ hai trong hệ cho ta liên tưởng đến hình dáng của một 

A 2 B 2 (A + B ) 2 

đánh giá quen thuộc là - 7 — + — > , VA, B e □ , X, Y > 0. 

X Y X + Y 

Do đó ta tiến tới sử dụng bố đề này đế đánh giá cho phưong trình thứ hai trong 
hệ như sau : 

a 2 b 2 (a + b ) 2 1 (a + b ) 2 
b + 1 a + 1 a + b + 2 3 a+b + 2 

<^>3(a + b ) 2 - (a + b)-2<0<»a + b<l<^>a<l-b. 

Với đánh giá này, kết họp với phưong trình thứ nhất ta có : 

a = b 2 - 2 b + 4 =>b 2 - 2 b + 4 ^ 1 -b<=>( 2 b-l) 2 < 0 <=> 2 b-l = 0 <=>b = 4 . 

4 4 y 2 

Và tới đây bài toán đã được giải quyết. 
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Cty TNHHMTVDWHKliang Việt 


Lòi giải : Điều kiện: 


1 X > 1 

[y>-l 

Nhận thấy hệ không có nghiệm (X, y) = (l; -1). 
[a = Vx-1 


Đặt 


a,b > 0. 


b = ^/ỹ+ĩ 

Lúc đó hệ phương trình đã cho trở thành hệ: 


a + 2b =b 2 + — 


a . b 
■ + ■ 


[b + 1 a + 1 3 

, A 2 B 2 _ (A + B) 2 . . 

Ta có : ——+ —— ' (*),VA,Beũ ,X,Y>0. 

X Y X + Y v ’ 

Thật vậy : (*) <=> (A 2 Y + B 2 x)(x + Y) > (A + B) 2 XY 

<=> A 2 Y - 2ABXY + B 2 X > 0 o (AY - BX) 2 > 0. 

, , , , A B 

Bất đắng thức cuối cùng luôn đúng. Dấu bằng xảy ra <» — = — . 

X Y 

7 b 2 ^ (a + b ) 2 o Ị^ (a + b ) 2 


Áp dụng bổ đề này ta có : 


-—- + —-> v - \ <=>-> v - Y 
b + 1 a + 1 a +b + 2 3 a+b + 2 


<^>3(a + b) 2 - (a + b)-2<0<^>a + b<l<^>a<l-b. 
Với đánh giá này, kết họp với phương trình thứ nhất ta có : 

a = b 2 -2b + ^-=>b 2 -2b + -^<l-b<=>(2b-l) 2 <0 

<=>2b-l = 0<=>b = 4=ỉ>a = 4. 

2 2 


Với 


1 

a = — 
2 

b=ỉ 

2 




yịx-ỉ-ị- 
2 _ 


5 

X = — 

4 


3 

4 


Đối chiếu và thử lại ta có nghiệm của hệ là (x, y ) = 


5._3 

v 4 ; 4y 


Bình luận : Bài toán là một bài toán hay, hình thức đơn giản nhưng đế giải được 
nó ta cần kết họp cả hai yếu tố là ấn phụ hóa và đánh giá. Một bài toán nếu 
không có sự tỉnh táo nhất định thì sẽ rất khó đế giải quyết. Bài toán này, do 
chúng tôi đề xuất. 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Ví dụ 18 : Giải hệ phương trình 

X 4 + 4y 2 + 6y + 2 = 4x 2 y + X 2 + 2x^2y + 1 (l) 

\ _ (x,yeO) 

[2ựx 2 -5 +3^/2y-7 = 4y-3x(2) 

Phân tích : Với hệ này, từ phương trinh thứ nhất ta nhận thấy có chứa biếu thức 
dạng ab nên ta sẽ nghỉ đến đánh giá quen thuộc mà ta đã dùng nhiều lần trong 


loại hệ này là ab < 


a 2 +b 2 


Ta có : (x 2 -2y) 2 -X 2 +6 + 2 = : 


' + 1 <x 2 +2y + l(3) 


«■ (x 2 - 2y) 2 - 2(x 2 - 2y) +1 < 0 <=> (x 2 - 2y - 1) 2 < 0 <=> X 2 = 2y +1. 
Và tới đây chỉ còn lại phương án thế và giải phương trinh còn lại. 

, í 2y +1 > 0 


Lòi giải : Điều kiện: 


x 2 -5>0 


Phương trình (l) được viết lại: 
(x 2 - 2y) 2 - X 2 + 6 + 2 = 2xJĨ} 


' + 1 <x 2 +2y + l(3) 


<=> (x 2 - 2y) 2 - 2(x 2 - 2y) +1 < 0 <=> (x 2 - 2y - 1) 2 < 0 <=> X 2 = 2y +1 


Mặt khác, dấu đẳng thức tại (3) xảy ra khi: X = ^2y+ 1 <=> 


X 2 =2y + l 


Thay vào phương trình (2) ta được: 2\Ịĩc — 5 + 3yx — 8 = 2(x 2 — 1) — 3x 
Ta có : 


VP = 2x 2 - 3x - 2 = J 4(x 2 - 5) + 3m. 1 .(x 2 - 8) < 


4 + x 2 -5 


+ (l + l + x 2 - 8) 


o ^ (x - 3) 2 < 0 « X = 3(TMDK) =^> y = 4(TMDK) 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm: (x; y) = (3; 4). 

Bình luận : Bài toán sử dụng đánh giá trên toàn hệ. Một bài toán khá hay. 


Ví dụ 19 : Giải hệ phương trình 


X 2 + 2x - 2 = J-y 2 - 4y - 2 


(x,yeũ) 


[6x - y -11 + v-2x - 4x +10 = 0 

Phân tích : Với hệ này, ta nhận thấy từng phương trình trong hệ không thế giải 
quyết được. Do đó ta đẩy ý tưởng đánh giá trên từng phương trình rồi phối họp 
lại với nhau là cách khả quan nhất. Do cả hai phương trình đều chứa các căn bậc 
hai nên chúng ta sẽ sử dụng bất đắng thức AM - GM đe đánh giá khử căn là 
lựạ ; (ịhQỊ3b:ỈỔị:f^l nhất. 
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_ Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 

, í-2x 2 -4x + 10> 0 

Lòi giải: Điêu kiện : < 

I y 2 4y 2 > 0 

Sử dụng bất đẳng thức AM - GM ta có : 

x 2 +2x-2 = ự-y 2 -4ỵ-2< 1 ~ y2 ~ 4y ~ 2 =>2x 2 +4x + y 2 +4y-3<0 (l) 

.,,,_ / rr — , , n _ J4 (io-4x-2x 2 ) 4+io-4x-2x 2 

y - 6x +11 = V-2x 2 - 4x +10 = -— ---- <-——7--. 

2 2 

Suy ra : X 2 - lOx + 2y +15 < 0 (2). 

Lấy (1) + (2) vế theo vế ta có : 

9 9 _ . s 2 / ~\2 fx-l = 0 [x = l 

3x 2 -6x + y 2 +6y + 12<0<^>3(x-ir+(y + 3) <0 <=>< ' 

[y + 3 = 0 [y = -3 

Đối chiếu điều kiện và thử lại ta có nghiệm của hệ là (x, y) = (l; -3) . 

Bình luận : Bài hệ sử dụng đánh giá và kết hợp với việc đánh giá qua dạng 

2 „2 ÍA = 0 

A 2 + B 2 < 0 <=> <r _ . 

[b = 0 

Ví dụ 20 : Giải hệ phưong trình 

sỉx + ĩ + y-l = ^2(y 2 - 2y + x + 2j 

1 _ __ 2 _, ( x >y ẼŨ ) 

ựx(x + y) + ự(x-l)(y + l)^ X ự - 

Phân tích : Với hệ này, cấu trúc của phương trình thứ nhất rất gợi ảnh bất đắng 
thức B.C.S vì ta sẽ nhận thấy y 2 - 2y+ x + 2 = (y-l) 2 +x + 1. 

Vậy áp dụng bất đẳng thức B.C.S ta có: \jx +1 + y -1 < 1 + 1)ịy 2 - 2y + X + 2j 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi sfx -1 = y -1. 

Mặt khác ta nhận thấy phương trình thứ nhất được biến đối thành phương trình : 
J(x 2 -xỊ(x + y)+(x-l)Ựỹ+ĩ = x 2 -x + y + l. 

a 2 +b 2 

Tới đây ta sử dụng đánh giá quen thuộc ab < —-— . Ta có các đánh giá sau : 

ÍT~) T7 " 7 X 2 - X + X +1 

ự(x 2 -x)(x + y)< * 2 ' x 

/ ,x ^ X 2 -2x+l+y+l 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Ịịx 2 -x'(x + l) + (x-l)-ựy + l <x 2 -x + y + 1. 


Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi: ị _ y Jy +1 = X - 1 . 

[x-l = Jỹ+T 

, Ín/x-1 = y-1 ^ , 

Khi đó kêt hợp lại ta sẽ có hệ phương trình : < _ . Hệ này giải quyêt 

ị Ựy+T- X I 

khá đơn giản. 

Vậy xem như hệ đã được giải quyết hoàn toàn. 


Lòi giải : Điều kiện : 


y>-l 


Ta biến đối hệ phương trình đã cho trở thành hệ phương trình : 

Vx + 1 + y-l = ^2(y 2 -2y + x + 2) 

Ậx 2 -x)(x + y) +(x-l)ựy + l =x 2 - x + y + 1 

Áp dụng bất đẳng thức B.C.S ta có : \/x+T + y-1 < ^|(l + l)(y 2 -2y + x + 2^ . 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi yx - 1 = y - 1 . 

a 2 +b 2 

Sử dụng đánh giá: ab < —. Ta có các đánh giá sau : 


|(x 2 -x)(x + y) 


X -x+x+1 


(x-i)^TT< 


X -2x+l+y+l 


Ịịx 2 -x'(x + l) + (x-l)^y + l <x 2 -x + y + 1. 


Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi: ị _ y <tí> Jy +1 = X - 1 . 

|x-l = ựỹ+I 


, „ vx — 1 = y — 1 

Kh i đó kêt hợp lại ta sẽ có hệ phương trình : < _ (X > 1, y > 1) 

[ựy + 1 =x-l 

Ịx-y = Jy + l- >/x + l x-y + (ựx + l-^/ỹ+I) = 0 

[n/x + 1 = y-l \fx + ĩ- y-1 
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Cty TNHHMTVDWHKliang Việt 




(x-y) 


1 + 


n/x + 1 + sịy + 1 


= 0 


\fx +1 = y-l 


‘Jx = 0 

[x = y í* = y Jx = y Ịy = o 

|\/x + l =x-l |x + l = (x-l) 2 jx(x-3) = 0 jx = 3 

> = 3 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x, y) = (3;3) . 

Bình luận : Đe giải quyết bài hệ này, ta sử dụng bất đắng thức và đánh giá khả 
quen thuộc. Hệ cuối cùng đưa về giúp ta giải một hệ rất cơ bản. Đây là một hệ 
rất hay và thú vị. 

Ví dụ 21: Giải hệ phương trinh 

fy(3x + 43) = ĩoự(7y + 4)(3x + 4) 

V N ^ N (x,yep) 

[(3x-7y)v3x + 4 = (3x-6y-5)ự7y + 4 

Phân tích: Với hệ này, dấu ấn ấn phụ hóa cũng khá rõ ràng. Tuy nhiên, khi chúng 
ta ấn phụ hóa thì hệ này cũng không thế giải đơn giản được. Hãy quan sát ở 
phương trình thứ hai trong hệ ta có dấu hiệu đế liên hiệp đó là : 

(3x + 4)-(7y + 4) = 3x-7y. 

Do đó ta sẽ cố gắng tách cho được đại lượng 3x-7yở phương trình thứ hai 
trong hệ với hy vọng bắt được nhân tử chung. 

Cụ thế ta có biến đối cho phương trình thứ hai trong hệ như sau : 

(3x - 7y)ự3x + 4 = (3x - 7y + y - 5) ự7y + 4 


^(3x-7y)(ự3x + 4-ự7y + 4) = (y-5)ự7y + 4 

,^ x ~ l y ĩ =(y-5)ự7y + 4. 

%/3x + 4 + ^7y + 4 

ở phép biến đổi liên hiệp cuối cùng, tuy chúng ta không đạt được mục đích là 
bắt được nhân tử chung nhưng chúng ta lại thu được sự đánh giá miền nghiệm 
cho y . Cụ thể từ đây ta có : y - 5 > 0. 

Mặt khác từ phương trình thứ nhất trong hệ theo bất đắng thức AM - GM ta có 
10ự(7y + 4)(3x + 4)=5-2ự(7y + 4)(3x + 4)<5(3x + 4 + 7y + 4). 


Từ đó ta có : y(3x + 43)< 5(3x + 8) + 35y <^>(3x + 8)(y-5)< 0. 

Với điều kiện của bài toán từ đây ta lại có : y - 5 < 0 . Kết họp với các đánh giá 
tạ được y = 5 . Từ đậy hệ đã được giại quyết. 


391 



















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


4 

J Í3x + 4>0 x “ 3 

Lòi giải : Điêu kiện: { <=> { 

[7y + 4>0 7 


i giải: Điêu kiện: { <=> < 

[7y + 4>0 7 

4 

, [4 7^ , 4 7 

Nhận thấy (x,y) = không thỏa hệ. Do đó ta chỉ cần xét X > y >. 

\ 3 4J 3 4 

Từ phương trình thứ hai ta có biến đối sau : 

(3x - 7y)ự3x + 4 = (3x - 7y + y - 5) spỹ + 4 

^>(3x-7y)(ự3x + 4-ự7y + 4) = (y-5)ự7y + 4 
- (3x 7y)2 -=(y-5)^Fĩ. 


3x + 4 + , 


Từ đây ta suy ra : y - 5 > 0. 

Theo bất đẳng thức AM-GM ta có : 

10ự(7y + 4)(3x + 4)=5-2ự(7y + 4)(3x + 4)<5(3x + 4 + 7y + 4) 

Từ đó ta có : y(3x + 43)< 5(3x + 8) + 35y <^>(3x + 8)(y-5)< 0 (l) 

Do đó 3x + 8 > 0 nên từ (l) ta có y - 5 < 0. 

y-5>0 í 35 

Vậy qua các đánh giá ta có được : 4 y-5 <0 Cí> ị l 3 . 

' , „ , 3x + 4 = 39 . 

3x + 4 = 7y + 4 L [y = 5 

, , , G 35 V 

Đối chiếu điều kiện và thử lại ta có nghiệm của hệ là (x,y) = ~r-',5 . 

V 3 ) 

Bình luận : Bài toán này được giải dựa trcn các kỷ năng liên hiệp, đánh giá miền 
nghiệm và sử dụng bất đắng thức co bản. Một bài toán khá hay. Tuy lời giải 
tưởng chừng như đơn giản nhưng lại ấn chứa rất nhiều điều có ích cho chúng ta 
sau này. 

Ví dụ 22: Giải hệ phương trình 

4x 3 + 4xy 2 r ~2 ' 2 ~ 

„ 2 . T +V x ~ x y+y - 2x+ y / 

<2x 2 +xy + y , (x,yeũ) 

2(2x-y)ựx-y = x 2 -5xy + 4x + y-l 

(Thi thử Toanhoc24h) 

Phân tích: Với hệ này, ta nhận thấy từ phương trình thứ hai chúng ta có thế đặt ấn 
phụ hóa căn thức và hy vọng phân tích được nhân tử. 

Cụ thổ ta dặt u - yjx -y,u > 0 . Ta có : y = X - u 2 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


Khi đó phương trình thứ hai trở thành phương trình: 


2Ịx + u 2 ju = x 2 -5 xỊx-u 2 


+ 5x-u 2 -1 


c^4x 2 -(5u 2 +3)x + 2u 3 +u 2 +1 = 0 (*) 

Kiếm tra phương trình này ta nhận thấy phương trình này tách được nhân tử 
nhưng không tối ưu do có delta không chính phương. 

Quay lại với phương trình thứ nhất trong hệ, ta có phép biến đối sau : 


\Ịx 2 -xy + y 2 =2x + y- 


4x 3 + 4xy 2 
2x 2 + xy + y 2 


<=>^/x 2 -xy + y 2 = y 


1 4x 2 - xy + y 2 ^ 
2x 2 +xy + y 2 


Từ đây ta suy ra được y > 0. Mặt khác từ điều kiện X > y => X > 0 . 
Lại để ý ta có phép biến đổi đại số quen thuộc sau : 


2 _ 2 1 /_ \2 3 / \2 

X -xy + y =-(x + y) +ị(x-y) 


Do đó ta có đánh giá quen thuộc sau : 

Ậ 2 -xy + y 2 = Jl(x + y) 2 +l( x -y ) 2 >^(x + y). 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi X = y. Nhận thấy với X = y thì phương 

trình thứ nhất luôn đúng. 

' ' 4x 3 + 4xv 2 3x 4- Y 

Do đó ta sẽ đề xuất một đánh giá sau : —^———-— > —— (l). 


2x 2 - xy + y 2 


Thật vậy, ta có (l) <=> 8x 3 + 8xy 2 >(3x + y)(2x 2 - xy + y 2 ) o (x -y) 2 (2x - y) >0. 

Bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng vì 2x-y = x + (x-y)>0. 

Dấu đắng thức xảy khi và chỉ khi X = y . 

+ Ậ 2 -xy + y 2 >^(x + y) + ^(3x + y) = 2x + y 


Vậy từ đó ta có: 


4x 3 + 4xy 2 
2x 2 + xy + y 2 


2 '2 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi X = y. Và như thế hệ đã được giải quyết. 
Lòi giải : Điều kiện : X > y . 

Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta có : 


Ậ 2 -xy + y 2 =2x + y- 


4x 3 + 4xy 2 
2x 2 + xy + y 2 


oẬ 2 -xy + y 2 =y 


1 4x 2 - xy + y 2 ^ 
2x 2 + xy + y 2 


Do : \ 


X 2 - xy + y 2 > 0 


4x - xy + y >0 nên ta suy ra : y > 0 . Vì 
2 , . 2 


[x > y 


12x + xy + y > 0 


ly >0 


X > 0. 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Mặt khác ta có các đánh giá sau : 

© ựx 2 -xy + y 2 =Jỉ(x + y) 2 +^(x-y) 2 >^(x + y) 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi X = y . 

2x - xy + y 2 
Thật vậy, ta có 

(1) <=> 8x 3 + 8xy 2 > (3x + y)^2x 2 -xy + y 2 ) <=> (x - y) 2 (2x - y) > 0. 


Bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng vì 2x - y = X + (x - y) > 0 . 
Dấu đắng thức xảy khi và chỉ khi X = y. 

Từ hai đánh giá ta có : 

4x 3 +4xy 2 n ' T 1/ X 1 /_ X ^ 

- 2 — 2 + v x ~ x y + y ^^(x + y) + H3x + y) = 2x + y 

2x + xy + y 2 2 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi X = y . 

Thay vào phưcmg trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 


4x -5x + l = 0<^> 


x = l=>y = l 

1 1 ■ 

x = —=>y = — 

4 4 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là 


(*,y) 



Bình luận : Đây là một toán khá hay, tác giả đã đưa ra những vấn đề rất thú vị. Lời 
giải trong bài toán được chúng tôi đưa ra thuần về phương án đánh giá dựa trên 
các đánh giá quen thuộc và đánh giá có được từ việc tư duy dấu bằng xảy ra khi 
X = y . Đe có đánh giá (1) ta thử phép đánh giá có được nhờ phép tách sau : 


2x + y = i(x + y) + i(3x + y). 

Tuy nhiên, ngoài lời giải thuần đánh giá như trên thì từ cấu trúc phương trình thứ 
nhất ta có thế nghỉ đến phép liên hiệp cũng rất tự nhiên. 

Cụ thể ta có dùng liên hiệp như sau : 

4x 3 + 4xy 2 o . .2 ,._ A 

- 2 — , -2x + ^/x 2 -xy + y 2 - y = 0 

2x + xy + y 

> *(*-y) Ị 2 y x ( x ~y) _Q 

- xy + y 2 + y 2x 2 + xy + y 2 
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_ Cty TNHHMTVDWHKliang Việt 

Với X > 0, y > 0. Sử dụng bất đẳng thức AM - GM ta có : 

2ysjx 2 -xy + y 2 <x 2 -xy + 2y 2 

Từ đó ta có : 

2x 2 + xy - y 2 - 2y ^Ịx 2 -xy + y 2 

> 2x 2 +xy-y 2 -X 2 -xy-y 2 = (x-y)(x + 3y)>0 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi X = y . Do đó từ (i) <=> X = y. 

Mặt khác, không khó đe nhận thấy cấu trúc của phuong trình thứ nhất cũng 
mang dáng dấp đẳng cấp, do đó nhu đã đề cập trong phần đặt ẩn phụ ta cũng có 
thế tính đến phuơng án đặt ấn phụ đế giải quyết bài toán. 

Cụ thế ta biến đối phuơng trinh thứ nhất về phuơng trình : 

^2x 2 +xy + y 2 Ị-^x 2 -xy + y 2 = y 3 +4x 2 y-xy 2 


Đặt y = tx>0,tacó: x^2 + t + t 2 j%/t 2 -t + 1 = x^t 3 +4t-t 2 j 

<=>|2 + t + t 2 -t + lj = (t 3 +4t-t 2 j <=>(t-l) 2 ^3t 3 +t 2 + 8t + 4j = 0 

Chú ý rằng ta có t > 0 nên t = 

1. 


x + 6^/xỹ-y = 6 

Ví dụ 23: Giải hệ phương trình < 

6(x 3 + y 3 ) Ị— -— (x»yeũ) 

x+ , 2 = J2(x 2 + y 2 )+3 

[ X 2 + xy + y 2 V \ > 


(Thi thử math.vn) 


Phân tích: Với hệ này, nhận định ban đầu cấu tạo của phuơng trinh thứ hai trong 
hệ dễ làm học sinh nghỉ đến kieu đắng cấp. Tuy nhiên, nó không phải vậy. Ớ 
phuơng trinh thứ nhất trong hệ tuy hình thức đơn giản nhung cũng chang giúp ta 
được gì, cấu tạo phương trình thứ hai thì càng khủng hơn. Do đó để giải quyết hệ 
ta sẽ đấy ý tưởng kết họp cả hai phương trình trong hệ đế giải quyết, vấn đề là 
kết họp theo ý tưởng nào là có lợi nhất?? 

Nhận định thứ nhất đó là nếu X = y thì cả hai căn thức trong từng phương trình 
trong hệ đều thoát căn. Và từ phương trinh thứ nhất ta lại có X = 1 => y = 1 . Thế 
vào phương trình thứ hai ta thấy thỏa. Do đó ta dự đoán được hệ sẽ có nghiệm là 
(x, y) = (1,1). 

Nhận định thứ hai đó là nếu X < 0, y < 0 thì phương trình thứ hai trong hệ vô 
nghiệm. Do đó nếu hệ có nghiệm thì nghiệm đó phải thỏa X > 0, y > 0 
Với hai nhận định này thì từ yỊxỹ có trong phương trình thứ nhất làm ta liên 
tưởng đến đánh giá bất đắng thức AM-GM đế phá căn và bảo toàn nhận định đã 
:đặt ]•£,.. ...... ....... : : : : : : : : : : : : : : : : 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Khi đó, áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có : 6^/xỹ < 3(x + y) 

Từ đó ta có : 6 = x + 6- N /xỹ-y < x + 3(x + y)-y =>2x + y >3 

Mặt khác từ phương trình thứ hai ta sử dụng đánh giá quen thuộc sau đây : 


xy < 


2 . 2 
X +y 


Khi đó ta sẽ có : X + - 


(xW) 

ó(x 3 +y 3 ) 

4 ( 

3 ’ >x + 

V 

___V 


X + xy + y 


X + y + 

Tiếp theo ta sẽ đi đánh giá bất đắng thức sau 
Thật vậy, ta có (*)<=>2^x 3 +y 3 Ị>Ịx 2 + y 2 Ị^2^x 2 + y 2 ] 


2 . 2 9 . 2 

2 X + y X + y 

y +- J 

2 

4Íx 3 +y 3 ) Ị . -— 

:-A2Ti>2^p27)(*). 


■»2^x 3 + y 3 j>Ịx 2 + y 2 j~Ịx 2 + y 2 j <=> X 6 - 3x 4 y 2 +4x 3 y 3 +3x 2 y 4 + y 6 >0 
(x-y) 2 Ịx 4 +2x 3 y+ 2xy 3 + y 4 Ị>0 (luônđúng Vx,y>0) 


<=>(x- 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi X = y. 
Với các đánh giá này ta có : 

6 


3 = x + 


>x 


( x 3 +y 3 ) / / 2 - _ 2] 

A " 1 2 - 2~v^( x " + y ) 

X 2 + xy + y 2 y v ’ 

+ 2^2(x 2 +y 2 j -^2(x 2 +y 2 j =x + ^2(x 2 + y 2 j 


Mặt khác ta lại có : ^2^x 2 + y 2 Ị > X + y . 

Do đó ta có: 3>x + x + y<=>2x + y<3. 

[2x + y>3 

Vậy qua các đánh giá ta có được < 


2x + y < 3 . Và tới đây ta đã giải quyết được 

x = y 


bài toán hệ này. 

Lòi giải: Điều kiện: xy > 0, X 2 + y 2 > 0. 

Vì X < 0, y < 0 không thỏa hệ nên ta chỉ cần xét X > 0, y > 0. 

Theo bất đẳng thức AM - GM ta có : 6^/xỹ < 3(x + y). 

Do đó từ phương trình thứ nhất ta có : 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


2 . 2 

X + y , 

Mặt khác ta có : xy < — 2 . Do đó từ phương trình thứ hai trong hệ ta có : 

6(x 3 +y 3 ) 6(x 3 + y 3 ) 4(x 3 + ỵ 3 ) 

x+ 2 , . 2 - x + .2 , 2 - „2 , 2 • 


2 .2 
X + xy + y 


2 . __2 . X +y X +y 

X +y +- 

2 


Ta sẽ đi chứng minh : 


l(x 3 + y 3 ) 




Thật vậy, ta có (*)<=>2^x 3 +y 3 Ị>(x 2 + y 2 )^2^x 2 + y 2 Ị 

<=>2^x 3 + y 3 )>(x 2 + y 2 j~(x 2 +y 2 j<^>x 6 -3x 4 y 2 +4x 3 y 3 +3x 2 y 4 + y 6 >0 


<=>(x-y) 2 Ịx 4 +2x 3 y + 2xy 3 + y 4 j>0 (luônđúng Vx,y>0) 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi X = y . 

Với các đánh giá này ta có : 

6 ( xS + y3 ) ĨTJ75\ 


3 = x + 


2 .2 
X + xy + y 




> X + 2./21X + y“ —. 2ịx +y” —x + .|2ịx +y 


Mặt khác ta lại có : ự2^x 2 + y 2 j > X + y . 

Do đó ta có: 3>x + x + y<=>2x + y<3. 

2x + y > 3 

Vậy qua các đánh giá ta có được < 2x + y < 3 <=> 


2x + y = 3 [x = 1 
<=> ^ 

x = y ly = 1 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x,y) = (1;1). 

Bình luận : Bài toán này là một bài toán hay và khó. Đe giải nó đòi hỏi người 
giải cần độ khéo léo và chọn các đánh giá sao cho phù hợp. Các bạn chú ý rằng 
tư tưởng đế xuất hiện đánh giá (*) chính là do kết hợp giữa hai yếu tố nhận định 

X = y, khử căn thức ^2^x 2 +y 2 Ị và mục đích tạo ra được 2x + y. Có một điều 

thú vị từ bài toán này đó là nguồn khởi ban đầu của nó là một bài toán cực trị hai 
biến, nhưng sau đó tác giả đã chỉnh biên lại thành một bài hệ. Và sự chỉnh biên 
này đã tạo một điếm son mới cho bài toán ban đầu. 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Ví dụ 24: Giải hệ phương trình 


yVx-1 + 3^jx-y 2 =2x + y 


(x,yeũ) 


[(x + 5y-4)ựx-y 2 =2xy-2y 

(Thi thử Toanhoc24h) 
Phân tích: Với hệ này, ta nhận thấy toàn bộ cấu trúc của hệ liên quan đến hai căn 

thức -v/x-l,^x-y 2 . Tuy nhiên đại lượng căn thức Jx - y 2 lại xuất hiện nhiều 

hơn, mặt khác nhận thấy phương trình thứ hai chỉ chứa duy nhất một căn thức nên 
ta có thế nghỉ đến ấn phụ hóa hy vọng bắt được nhân tử và thực hiện phép thế. 

Đặt t = ^Ịx-y 2 , t>0.Tacó x = t 2 +y 2 . 

Khi đó phương trình thứ hai trở thành: Ịt 2 + y 2 +5y-4jt = 2^t 2 + y 2 jy-2y 
<^>t 3 -2yt 2 +(y 2 +5y-4jt-2y 3 +2y = 0 (*) 

Kiếm tra phương trình này thấy phương trình tách được nhân tử và theo hướng 
phân tích nhân tử ở phần phương pháp giải hệ bằng phương pháp nhân tử hóa ta 

có được : (*) <=> (t -2y + 2)^t 2 -2t + y 2 + yj = 0 

<=>Ịựx-y 2 -2y + 2jỊx-2^x-y 2 + yj = 0. 

Tới đây ta có được hai nhân tử đe thực hiện phép thế. Tuy nhiên ta không nên vội 
vàng mà ta cần đế ý tới phương trình thứ nhất trong hệ bên vế trái của hệ đều 
chứa các đại lượng ở dạng ab nên ta nghỉ đến phép đánh giá quen thuộc mà ta 


hay dùng đó là ab < 


a 2 +b 2 


Va,beũ đế thực hiện đánh giá xem có loại bớt 


được nhân tử nào không? 


y 


Sử dụng đánh giá ta có : 2x + y < 


, _ I yR 

Từ đó ta có : y 1 + y -1 < 0 <=>-—— < y < 


2 + X — 1 , 3(x-y 2 +l) 


2 

— 1 + y/5 


= 2x - y 2 +1. 


2 2 

Từ nhận định này ta có được : 3 - \/5 < 2 - 2y < 3 + -v/5 => \jx — y 2 - 2y + 2 > 0 . 
Với nhận xét này hệ phương trình đã cho được biến đối thành hệ phương trình : 

[ yVx-1 + 3-y/x - y 2 = 2x + y 


X - 2^x-y 2 + y = 0 




-1 +3(x + y) = 2x + y 
2^/x 2 - y = x + y 


Hệ mới này hoàn toàn giải quyết được nên xem như hệ đã cho đã được giải quyết. 


Lòi giải : Điều kiện : 


I X - y z > 0 

I X > 1 
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Khi đó phương trinh thứ hai trở thành: 

(t 2 + y 2 +5y-4jt = 2^t 2 + y 2 jy-2y<=>t 3 -2yt 2 +(y 2 + 5y-4jt-2y 3 + 2y = 0 


<=>(t-2y + 2)^t 2 -2t + y 2 +y' = 


»w x -y 


x-2Jx-y 2 + y 




Mặt khác sử dụng đánh giá ab < 


2x + y < 


2 

y +x 


nh giá ab < a + ^° 

-1 3(x-y 2 +l) 

~’ h 2 


Va.bơ ị ta có : 


: 2x - y 2 +1. 


Từ đó ta có : y 2 +y-l<0«- - —^— < y < —-ỳ^— ■ 

2 2 

Từ nhận định này ta có được : 3 - >/5 < 2 - 2y < 3 + >/5 => - y 2 - 2y + 2 > 0 . 

Với nhận xét này hệ phương trinh đã cho được biến đối thảnh hệ phương trinh : 

y>/x -1 + 3 Jx - y 2 = 2x + y Í2y>/x-l +3(x + y) = 4x + 2y 

< __ «• < ,- 


x-2-ơx-y 2 +y = 0 


2 Jx 2 - y = X + y 


2y>/xM = x-y 4y 2 (x-1) = X 2 -2xy + y 2 jx 2 -2(2y+ l)xy+ 5y 2 =0 

2-y/x - y 2 = X + y 4(x-y 2 Ị = x 2 +2xy + y 2 |x 2 +2(y-2)x + 5y 2 =0 


x(y 2 +y-l) = 0 ly = 0 

x 2 +2(y-2)x + 5y 2 =0 Ịy 2 +y-l = 0 


y = 0 

1 + v5 


x 2 +2(y-2)x + 5y 2 =0 


y = 0 

-l + y/5 


X 2 +2 


>/5-5 ( >/5-5 


= 0 x = 


-!->/? 


X 2 -2-- 


>/5+5 


5 ->/5 

2 

-l->/5 

2 

>/5+5 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Đối chiếu điều kiện va thử lại ta có nghiệm của hệ là : 
(x,y)4(0;0)/ 5 -^ - 1 + ^ 


Bình luận : Đây là một bài toán khá hay, bài toán có sự kết hợp giữa ấn phụ phân 
tích nhân tử, đánh giá và hằng đắng thức. Nội dung bài toán tuy không mới 
nhưng lại khá đặc sắc. Bằng những nhận định tinh tế tác giả đã khống chế được 
những kỉ thuật cơ bản trong một bài toán, điều đó đã làm cho bài toán về tống 
thế có nét đẹp rất riêng. 



2x 2 +y 3 + y 6 =^/xy-x 2 y 2 

Ví dụ 25: Giải hệ phương trình < 

,,12 1 —:- (r( x ’y eD ) 

4xy 3 + y 3 + ^ = 2x 2 + yl + (2x - y) 


Phân tích: Với hệ này, câu trúc của hệ làm cho ta đê ý đên hai đại lượng trong căn 


? 91*1 ^ A 22 1' 1 , 

thức ở cả hai phương trình đó là một đại lượng xy-x y mang dáng dâp của 


một bình phương thiếu, đại lượng còn lại 1 + (2x - y) 2 hoàn toàn đánh giá được. 

Do đó đế giải hệ này ta sẽ bắt đầu từ những nhận định này đe đưa ra các đánh 
giá thích họp. 



Từ đánh giá này thì từ phương trình thứ nhất ta sẽ có : 2x 2 + y 3 + y 6 < ^ . 

Tới đây ta để ý nếu ta cộng hai vế đánh giá vừa có được cho đại lượng 
y 3 + 4xy 3 rồi cộng chéo vế theo vế của đánh giá với phương trình thứ hai ta sẽ 


khử được đại lượng y 3 . Khi đó ta sẽ có các đại lưcmg x 2 ,xy 3 ,y 6 (không kể hệ 
số) mang dáng dấp hằng đẳng thức nên có thể sử dụng tiếp được các đánh giá 
nào đó. 

Ta thử phép giả định sau từ đánh giá : 2x 2 + 2y 3 + y 6 + 4xy 3 < -^ + y 3 + 4xy 3 . 


Cộng chéo vê theo vê đánh giá này với phương trình thứ hai ta thu được : 

^ + y 3 + 4xy 3 + 4xy 3 + y 3 + ^ > 2x 2 + 2y 3 + y 6 + 2x 2 + 4xy 3 + ^l + (2x-y) 2 

<=>l + 8xy 3 >4x 2 + y 6 + -^l + (2x-y) 2 <=>^y 3 -2xỴ + ^l + (2x-y) 2 <1 

4 ? 3_2x :°- 

[2x-y = 0 


Và tới đây hệ đã được giải quyết hoàn toàn. 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


Lời giải: Điêu kiện xy - X y > 0 (*) 



Ta có y 6 + y 3 + 2x 2 


<=> y 6 + 2y 3 + 2x 2 + 4xy 3 < -^ + y 3 + 4xy 3 


Cộng chéo vế theo vế đánh giá này với phương trình thứ hai ta thu được : 
y 6 + 2y 3 + 2x 2 + 4xy 3 + 2x 2 + ^l + (2x-y) 2 < 1 + 2y 3 + 8xy 3 

y 6 + 4x 2 -4xy 3 + -^1 + (2x - y) 2 < 1 <=> ^y 3 -2xj + ìỊĨ + (2x - y) 


Dấu bằng xảy ra khi 

[y J -2x = 0 

Thử lại ta thấy, nghiệm của ’ 


|y- 2 x = 0 [y 3 -y = ° íy = 0 

, <=>í V <^>1 V- 

y 3 -2x = 0 x = ^ [x = 0 

l 2 

m của hệ đã cho là (x;y) = Ị^-^-;-lj. 
ị cũng khả khó vì khi thực hiện phép đái 

-í.’ 1- _ ' x1_ £ _1 •£„ á _ 1_ 


y=i 

1 V 

X = — 

2 


<1 


y = -i 


X =-- 

2 


Bình luận: Đây là một hệ cũng khả khó vì khi thực hiện phép đánh giá bước 1 xong 
cần có một độ quan sát tinh tế mới có thế thực hiện được bước đánh giá tiếp theo 
nếu không thì chúng ta cũng rất khó đi đến lời giải trọn vẹn cho bài toán. 


4 

_y _ X y 

Ví dụ 26: Giải hệ phương trình ị ^ + y (y + %/xj (x + y“j (x,yeeũ) 

^y + %/x^r = 32(x-2y + l)ự2y-2 

Phân tích: Với hệ này, ta nhận định được đế giải quyết hệ này, ta cần bắt đầu từ 
phương trình thứ nhất trong hệ. Và cũng từ phương trình này ta nhận thấy ta có 
thế ấn phụ hóa cho phương trình được gọn gàng hơn thông qua phép chia cho 
một đại lượng thích họp tương ứng trên từng phân số. 

Cụ thể ta biến đổi phương trình về dạng : 


•v/x 


+ 1 


\fx 


+ 1 


+ 1 




Tới đây ta đặt a = rìT- 5 b = -^=(a,b > o). 

1 


y' v/x 
Khi đó ta sẽ được phương trình : 


__Ị_ 1 

Ì.1.Ỉ _ ’ J__ 


ab + 1 


Đe giải phương trình này chúng ta có thể sử dụng phép biến đổi tương đương, 
tuy nhiên ở đây chúng tôi sử dụng đánh giá trực tiếp bằng bất đẳng thức B.c.s 

Ịryc tịếp 4? gịặ.Ị; 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Cụ thể ta sử dụng bất đẳng thức B.c.s đánh giá như sau : 


(ab + 1) 


V 

v b J 


|>(a + l) 

(ab + l)f- + lì>(b + l) 2 

v a ) 

Cộng vế theo vế các đánh giá ta sẽ có được :-- 4- 

(a + l) 2 (b + 1) 


1> 7 b 

(a + 1) 2 (a + b)(ab + l) 
1 a 

(b + 1) 2 (a + b)(ab + l) 


1 ^ 1 

, >—-— 
2 ab + 1 


Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi: 


ab = J 
b 

ab = — 


■ 


a = 1 
b = l 


<=> X = y . 


Lòi giải : Điều kiện 
(1)«—’ 


X>1 

y -1 

y + %/ x -1 > 0 

1 1 


, 5+1 
u ) 


2 f 


y 

\fx 


+1 


■Jx 


+ 1 


1 


1 


Đặt a = —^-;b = ^= (a,b>0) ta có -—4-; 

y 2 (a + l) 2 (b + 1) 2 

Theo bât đăng thức B.C.S ta có 


ab4-l 


(*) 


(ab4-l) ^4-l1>(a4-l) 2 

(ab + l)í- + lì>(b4-l) 2 
V a 


> 


1 


(a + l) 2 


a4-b ab4-l 


1 


a 4-b 


(b + 1) 2 a + b ab + l 

Suy ra VT(*)>--—-r = 5-^ = VP(*) . 

(a • b) (ab - 1) ab • 1 

í b = l 


Dấu " = " xảy ra <=> 


ab = ^ 

b 

ab = — 


<=> ■ 


a =1 


«x = y 


Với X = y 2 thay trở lại ta có phương trình : 

Vy + VỸ 1 ' - 32(y-1) 2 yj2y - 2 <=>y + Vy 2 -l =2(4y-4) 5 
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Đặt: 4y-4 = u(u>0) . Phương trinh đã cho trở thành : 
u + 4 


2u 5 -- 



-1 = 0 <=> 8u 5 = \ju 2 +8u + u + 4 (*) 


+) Rõ ràng u = 0 không là nghiệm của phương trình (*) 

4 1 



Thay trở lại ta có nghiệm của hệ phương trình đã cho là (x;y) = 1- 

Bình luận : Bài toán được giải dựa Rên sự phối họp giữa đánh giá bằng bất đắng 
thức quen thuộc và hàm số. Tuy nhiên, chúng ta vẫn có thế giải bằng phương 
pháp biến đổi tương đương kết hợp với phương pháp nhân lượng liên hiệp để 
tìm nghiệm. Bình diện chung, đây là một bài toán hay vì có thế gợi mở được 
nhiều lối đi và với lối đi nào thì bài toán luôn tạo được một nét riêng. Các bạn 
hãy thử sức mình với phương án biến đối tương đương và nhân lượng liên hiệp 
xem thử nhé ! 

Ví dụ 27 : Giải hệ phương trình 

ỊVx 2 + X + 1 - *Jx 2 - xy + y 2 — y 2 - y +1 


\js(x + l)° + 9 = (xy + y +1) yỊx 2 + 2y(x +1) 


+ 1+2 


( x,yeũ ) 


Phân tích :Với hệ này, rõ ràng từ phương trình thứ hai ta không thê khai thác được 
gì từ đây. Do đó ta chuyến sang phương trình thứ nhất, quan sát thấy rằng ba đại 
lượng trong căn đều là các đại lượng ở dạng bình phương thiếu. Chính sự nhận 
định định này làm cho liên tưởng đến bất đắng thức Mincopski hay còn gọi là 
bất đẳng thức về véctơ. 

Cụ thế ta biến đối phương trình thứ nhất về phương trình : 

Ậ 2 -xy + y 2 + - N /y 2 - y + 1 = %/x 2 + X + 1 


Nhận xét ta có : y - y +1 = 


113 
y-T- +^ 
2 4 


2 2 
X - xy + y = 


x--y 


, 3 2 
+ 4 y 


hoặc X 2 - xy + y 2 = 


-x-y + 


N 2 

4 


Mặt khác ta có bất đắng thức Mincopski có dạng như sau : 
\Jã 2 + b 2 + ^c 2 + d 2 >Ậã + c) 2 + (b + d) 2 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Do đó nếu ta xem a = y -i,b = , c = X - y, d = -^-y thì bất đẳng thức 

không xảy ra so với đề bài. 

1 1 SỈ 3 

Còn nếu ta chọn a = y - b = -ị- , c = -^ X - y, d = -ị -X thì bất đẳng thức xảy 
ra so với đề bài. 

Từ nhận xét này ta tiến tới đánh giá sau : 


y -2 + 


w~ y + 


s , \fĩ 


-ị y ~2 + 2 X - y J + (2T X J =vx +x + 1 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chi khi: X í y - -^-1 = í ^ X - yì 

<=> xy + y = x . Và lúc này ta chỉ cần thực hiện phép thế vào phương trình thứ 
hai xem như hệ đã được giải quyết. 

Lời giải : Điều kiện : X 2 + 2y(x +1) +1 > 0. 

Phương trình thứ nhất được biến đối thành phương trình : 


y-^ + —+J ^x-y + -^-x =vx +X + 1 


Áp dụng bất đẳng thức Mincopski ta có : 


4v y ]\í# x ]\ > + i x - y í + íậ + ậ x 


> V x“ + X +1 


Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi: 

^3 f _ỉì-2ắílv_ v ì 
—- Y I V - \ = — - — Y — V S-*>Y\ỉ-ị- 


Y\y- 2 )=T{-2 x - y )~ xy+y=x 

Từ đây ta có điều kiện X ^ -1 
Thay vào phương trình thứ hai ta được phương trình : 

n |8(x + 1) 2 +9=(x + 1)^(x + 1) 2 + 2 <=>^8(x + l) 2 + 9 = (x + l)|x + l| + 2 

Đặt t = x +1, lúc đó phương trình vừa biến đối trở thành phương trình : 

x/8t 2 +9 = t|t| + 2 
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<=> 


t>0 


[^8t 2 +9 =t 2 +2 
ft <0 


<=> 


\j&t 2 +9 = 2 -t 2 



t < 0 o 

2-t 2 >0 
t 4 -12t 2 -5 = 0 


11 >0 
[t 2 =5 
ít 2 <2 


t 2 =6 ±n/4Ĩ 


(vn) 


< > t - V 5 < > X - -1 í v5 

/T X -1 + V5 5 — >/5 

Với X = -1 + v5 , ta có : y = —— =- -pr— = . 

x + 1 -1 + V5+1 5 

r _ 

Đối chiếu điều kiện, thử lại ta có nghiệm của hệ : (x,y) = -1 + \Í5; 

V 

_1- 1 íỉ n i! Ấ ' Ầ i 12 1 J i ĩ i.i' ' J 1- íií 


.5 ý5 


Bình luận : Bài toán trên được giải dựa trên yếu tố áp dụng bất đắng thức Mincopski 
để đánh giá. Đe áp dụng được đánh giá này ta thường gặp các bài toán mà dấu 
hiệu của nó là các đại lượng dưới căn thường chứa các bình phưong thiếu hoặc 
các bình phưong dư (nói cách khác chứa dạng độ dài của một vécto )cộng hưởng 
với một đại lưcmg nào đó thỏa điều kiện là độ dài của một vécto tống của hai 
vécto kia. Bài toán này còn chú ý ở cách giải phưong trình. 


Ví dụ 28 : Giải hệ phưong trình 

A /l-2y-x 2 +x-l = ^2(x 2 -y 2 + 2 ) 

a/i + 2x-y 2 -y-l = ^2(y 2 -x 2 +2) 


(x,yeũ ) 


Phân tích : Vói hệ này, chúng ta hãy đê ý nêu trên từng phưong trình chúng ta tách 
riêng đế sử dụng một lối đi nào đó thì rất khó đế hoàn thành. Vì sao có nhận 
định như vậy, câu trả lời chính là chúng ta hãy đế ý tói các phép toán sau : 


© l-2y-x 2 +(y + l) 2 = y 2 -X 2 +2 


© 1 + 2x — y 2 + (x — l) 2 = X 2 — y 2 + 2 . 

Vói hai phép toán từ nhận xét này, ta sẽ đề xuất phối họp cả hai phưong trình lại 
bằng phép cộng và sử dụng bất đẳng thức B.c.s để đánh giá . 

Cụ thế cộng vế theo vế hai phưong trình ta có : 

yỊ'. l-2y-x 2 -(y + l) + -x/l + 2x-y 2 +X-1 =^2^x 2 -y 2 +2j + ^2^y 2 - X 2 +2j 
Sử dụng bất đẳng thức B.c.s ta có : 

yjl-2y-X 2 -(y+ 1 ) < ^Ịl 2 + (-1) 2 ỊỊl -2y-x 2 + (y+ l) 2 j -X 2 + 2j 

< 

v/l + 2x - y 2 + (:X - I) < li 2 + 1 2 ) Ị Ị + 2x - y 2 + (X - 1 TỊ = ^2 (X 2 - y 2 72) 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Cộng vế theo vế ta sẽ có được dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi : 
ịẠ-2y-x 2 =-y-l 


Ạ + 2\-y 2 


= X — 1 


Và tới đây ta xem như hệ đã được giải quyết. 


Lời giải : Điều kiện : 


l-2y-x 2 >0 
1 + 2x - y 2 > 0 
X 2 - y 2 + 2 > 0 
y 2 - X 2 + 2 > 0 


Cộng vế theo vế hai phương trình ta có : 

\jl — 2y — X“ — (y + l) + ^l + 2x — y 2 + x —1 — ^2ịx~ — y“ + 2 Ị + ^2^y 


2 -X 2 +2 


) 


Sử dụng bât đăng thức B.c.s ta có : 

ựl_2 y-x 2 -(y + l)<^l 2 +(-l) 2 )(l-2y-x 2 + (y + l) 2 )=^2(y 2 -x 2 +2) 

ựl + 2x-y 2 +(x-l)<^(l 2 +l 2 )(l + 2x-y 2 +(x-l) 2 Ị= A |2(x 2 -y 2 +2) 
Cộng vế theo vế ta sẽ có được dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi : 


1 0 

X > l,y < -1 

yl-2y-x 2 =-y-l 


r —— T H 

1 - 2y - X = y 2 + 2y +1 <=> < 

yl + 2x-y = X — 1 

r r 

1 + 2x - y 2 = X 2 - 2x +1 


X > l,y < -1 
X 2 +y 2 +4x = 0 
X 2 + y 2 -4x = 0 




X > l,y < -1 
y = -X <=> <í 

X 2 + y 2 -4x = 0 


X > l,y < -1 
y = -X <=> <í 
X 2 — 2x = 0 


X>l,y<-1 
y = -X <=> ■ 

X = 0 V X = 2 


X = 2 

y=-2' 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ là (x, y) = (2;-2). 

Bình luận : Bài toán sử dụng đánh giá khi kết hợp cả hai phương trình lại với 
nhau. Một điếm lưu ý rằng những dạng hệ mà có kết cấu đánh giá kết hợp cả 
hai phương trình lại với nhau thường chia làm hai trường phái đó là cộng (trừ) 
rồi mới đánh giá hoặc đánh giá trên từng phương trình rồi mới cộng (trừ) đưa 
ra đánh giá cuối cùng. Đe nhận biết kieu hệ này thường ta dựa trên các phép 
toán kết hợp giữa các đại lượng có trong từng phương trình trong hệ hoặc trên 
từng phương trình trong hệ có các dấu hiệu sử dụng được các đánh giá cơ bản 
và thông qua các đánh giá này ta chưa kết luận được gì thì lúc này dấu hiệu 
kết hợp các đánh giá là hầu như rất khả quan, loại hệ giải theo hướng này 
chúng tội đặ cọ một yí dụ đó chính là vị .dụ 19. 
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Ví dụ 29 : Giải hệ phương trình 

. 

ựx-y+4(ựx-y+2+2ựy-x =3V3 

(x,yeũ ) 

X 3 + \/2x - 1 = 2 - ựy-2 


Phân tích : Với câu trúc hệ này, chúng ta không thê xuât phát từ phương trình thứ 
hai trong hệ được vì các đại lượng hầu như không liên quan gì đến với nhau. Do 
đó chúng ta sẽ chuyên trọng tâm sang phương trình thứ nhât trong hệ. Hãy đê ý 
rằng tuy phương trình thứ nhất chứa X, y thuần nhất nhưng ta không đặt được ấn 
phụ đế làm gọn phương trình vì có chứa hê số. Với cấu trúc này chúng ta có lẻ 
phương án có thế làm được mà dễ nghỉ đến nhất đó là liên hiệp. Muốn sử dụng 
được liên hiệp ta cần đoán được mối liên quan giữa hai biến X, y đe thoát căn và 
làm cho hai vế bằng nhau. Không khó đế dự đoán được mối quan hệ đó chính là 
x-y + l = 0<=>y = x + l.Và đặc biệt để liên hiệp được với cấu trúc này có lẻ dự 
trù phương án liên hiệp giả định kéo theo là có tí khả quan, tuy nhiên do các đại 
lượng tham gia trong căn thức không giúp chúng ta nhìn nhận được gì rõ ràng 
cái gì chung và khả năng liên hiệp giả định kéo theo ắt sẽ cho những phép tính 
rắc rối về sau. Do đó với nhận định được mối quan hệ giữa hai biến X, y thì ta 
có thế nghỉ đến đánh giá. Nhưng đế dùng được đánh giá ta cần phải chọn xem 
đại lượng tham gia đánh giá là những đại lượng nào và cấu trúc sắp xếp ra sao đế 
có được đánh giá thành công. Muốn có được điều này ta cần thực hiện các bước 
giả định sau khi cho y = X +1. 


© Khi cho y = X +1 => ^x-y+2 = 1. 

© Khi cho y = X +1 => 2-ựy-x = 2. 

Ị - y/2jy — X 

Vậy là ta có : Jx - y + 2 =--. Từ nhận định này ta sẽ đây ý tưởng đánh 

n/2 

giá bằng bất đắng thức B.c.s cho tống trong tích ở vế trái phương trình thứ nhất. 
Cụ thể ta có : 

^x-y + 2 + ^2-^2(y-x)<Ậl + 2)(x-y + 2 + 2y-2x) =^3(y-x + 2) 

Tới đánh giá này chúng ta vẫn chưa thu được gì rốt ráo. Tuy nhiên ta lại có nhận 
xét sau khi cho y = X +1 => <Jx - y + 4 = yỊỹ - X + 2 . 

Vì sau khi đánh giá bước 1 ta còn lại tích ở dạng Vãb nên ta sẽ tiếp tục xử lí 
tiếp đánh giá bằng bất đắng thức AM-GM. 

Cụ thế ta có : ựx - y + 4 • ựy - X + 2 <---= 3. 


Và với hai bước đánh giá ta đã có được: ựx - y + 4 Ụx - y + 2 + 2yỊy - X j < 3^3 
Nhự vậy hộ đã được giải quyết. 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Lời giải : Điều kiện: 


_ 1 

x>4 

2 

y>2 


[-2 < X - y < 0 

Áp dụng bất đẳng thức B.c.s ta có : 

^x-y + 2 + -j2-^2(y-x)<Ậl + 2)(x-y + 2 + 2y-2x) =^3(y-x + 2) 
Do đó ta có : 

ựx-y + 4(ựx-y + 2 + 2ựy-x)<^(ựy-x + 2-ựx-y + 4)(l) 

Mặt khác từ điều kiện : -2<x-y<0<=>0<y-x<2=>y-x + 2>0. 

Do đó áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có : 

Vr^-jrTr4* y - x+2 ; x - y+4 -3(2) 

Kết họp (l) và (2) ta có được : ựx - y + 4 ^x - y + 2 + 2yjỹ- X Ị < 3 sỊĨ. 


Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi dấu đắng thức ở các đánh giá (l),(2) xảy 


ra < 


V 2 <=> y = X +1. 

ựx-y+4=ựy-x+2 


Thay vào phương trình thứ hai trong hệ ta thu được phương trình : 
X 3 + \Ịĩx -\-2-\Ịx-\ <=> X 3 - 1 + sỊĩx - 1 - 1 + \Ịx - 1 = 0 (x >1) 


_ c 

«--v/x-l Ịx 2 +x + lj^ 

v__ 


[ X 2 +X + lWx-l + , ^ x J- -f 1 


V2X-1+1 


= 0 


«%/x^T = 0Cí>X = 1 =>y = 2 vì P>0,Vx>l. 


Đối chiếu điều kiện ta có nghiệm của hệ đã cho là (x,y) = (l;2). 

Bình luận : Bài toán này là một bài toán khá hay, tư tưởng đi đến lời giải đã được 
chúng tôi phân tích qua đó các bạn nhận thấy rằng từ những suy nghỉ cho 
những đường lối cơ bản rồi từ đó đưa ra các khó khăn gặp phải đế từ đó tiến 
tới lựa chọn phương án phù họp. Bài toán là sự nhận diện đánh giá bởi hai bất 
đắng thức hết sức quen thuộc và việc phát hiện ra mối quan hệ giữa hai biến đã 
quyết định hoàn toàn đến cục diện của lời giải bài toán này. 


Ví dụ 30 : Giải hệ phương trình 

< 

1 

1 

f x 2 -y 2 +9=y(y-x)-3 

(x,yeũ) 

= X - y - 94 

[lOyVlO-x 2 
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Phân tích : Với hệ này, cấu trúc phương trinh gợi ảnh đánh giá rất rõ ràng. Ớ cả hai 
phương trình trong hệ đều gợi đến hình ảnh đánh giá quen thuộc mà ta thường 


dùng trong loại này đó là ab < 


a 2 +b 2 


, Va,b eũ . 


Từ phương trình thứ nhất trong hệ ta áp dụng đánh giá này ta có : 


3(x-y-l)^x 2 -y 2 +9<- Ỷ - • 

Từ đó ta có : 2y 2 -2xy-6< X 2 + y 2 + l-2xy-2x+ 2y+9x 2 -Ọy 2 +81 
<=> 5^x 2 - y 2 Ị - (x + y) + 44 > 0. 

Tiếp đến ta đánh giá cho phương trình thứ hai dựa trên đánh giá có được từ 
phương trình thứ nhất. 

Ị— 7 fy 2 +10-X 2 2 

Ta có :lOy-ylO-X 2 <10 y - =5y 2 +50-5x 2 . 

V 2 V 

Do đó ta có : x-y-94 <5y 2 +50-5x 2 <^>5^x 2 -y 2 (x -y)-144 <0 . 

Đánh giá này hoàn toàn không có lợi cho chúng ta vì với hai đánh giá đã có 
chúng ta những vấn đề không liên quan. Vậy là ở phương trình thứ hai chúng ta 
không thế sử dụng đánh giá của phương trình thứ nhất vào được, tuy nhiên hình 
thức vẫn là dạng ab ở vế trái nên ta có thế liên tưởng đến đánh giá thông qua 
hằng đẳng thức và cũng phải dựa trên nền đánh giá đã có ở bước đầu. 

Cụ thế ta sẽ tách phương trình thứ hai về dạng phương trình : 

5^y 2 +2y\/ĨÕ^-x 2 ' + 10-x 2 j = -5x 2 +5y 2 + x-y-44 
<=>5Ịy + ^10-x 2 j =-5^x 2 -y 2 j + x-y-44 . 

Từ đây ta có : -5^x 2 -y 2 Ị + x-y-44>0«5(x 2 -y 2 Ị-(x-y) + 44<0. 
5(x 2 -y 2 )-(x-y) + 44>0 

Và lúc này đã có : < ' , như thế phép đánh giá đã công 

5(x 2 -y 2 )-(x + y) + 44<0 

và hệ đã được giải quyết. 


Và lúc này đã có : 


, như thế phép đánh giá đã công 


Lời giải : Điều kiện : 


X 2 -y 2 + 9>0 


10 -x 2 >0 


Sử dụng đánh giá ab < 


a 2 +b 2 


,Va,beũ . Ta có : 
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(x-y-l) 2 + 9^x 2 -y 2 + 9 ) 


3(x-y-l)ựx 2 -y 2 + 9<--y—- . 

Từ đó ta có : 2y 2 -2xy-6<x 2 +y 2 +l-2xy- 2x + 2y + 9x 2 - Ọy 2 +81 
<=>5^x 2 -y 2 j-(x + y) + 44>0 ( 1 ). 

Mặt khác từ phương trình thứ hai ta có được biển đối: 

5^y 2 + 2yVlO-x 2 + 10-x 2 j = -5x 2 +5y 2 + x-y-44 

<=>5Ịy + v/lO-x 2 j = -5^x 2 -y 2 j + x-y-44. 

Từ đây ta có : -5^x 2 -y 2 j + x-y-44>0<^>5^x 2 -y 2 j-(x-y) + 44<0 ( 2 ) 
Từ (l),(2)ta có : 


x-y-l=3-Jx 2 -y 2 + 9 


X -1 + vl 0 - X 2 = 3v2x 2 -] 


«■ y ; 


)(x 2 -y 2 ]-(x-y) + 44 = 0 5(x 2 -y 2 )-(x-y) + 44 = 0 

10-x 2 = 9(2x 2 - 1 ) + 6(1 - x)^2x 2 -1+ (1 - x) 2 


=>< y = -yl0-x 2 

5(x 2 -y 2 )-(x-y) + 44 = 0 


(1 -x)(lOx + 9 ) = 3(1 -x)v2x 2 -1 L 10x + 9 = 


1 -X = 0 


«■ y: 


<=> y = 


>Ịx 2 -y 2 j-(x-y) + 44 = 0 


10x + 9>0 
41x 2 + 90x + 45 = 0 


>Ịx 2 - y 2 ) -(x - y) + 44 = 0 


-45 + 6^Ĩ5 


<=> y = —*\/10 — X 


<=> y = -ylO-x 


5(x 2 -y 2 )-(x-y) + 44 = 0 5(x 2 - y 2 ) - (x - y) + 44 = 0 

Đối chiếu điều kiện và thứ lại ta có nghiệm của hộ là (x,y) = (1;— 3 ). 


y = -3' 
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Bình luận : Đây là một bài toán tư tưởng đánh giá đã rõ nhưng thực hiện đánh giá 
bằng cách nào có lợi thì lại khó. Tuy nhiên trên phương diện định dạng chung ở 
vế trái của mỗi phương trình vẫn cho chúng ta những lối đi đánh gia quen 
thuộc, về bình diện chung thì cả hai phương trình trong hệ vẫn có the sử dụng 
hằng đắng thức đế đánh giá toàn bài cũng được. Quan trọng ở đây là chúng ta 
cần chọn đại lượng đánh giá sao cho hợp lí và hiệu quả. 


Vi dụ 32 : Giải hệ phương trình 

< 

k/x + 2+J3(2y-2)=(x + 5y)ựx + 2y 

ÍX.V6Ũ 1 

[(y-l)ựx-2y + 8=(y-3)ựx + 2y 


Phân tích : Với hệ này ta nhận thấy tuy toàn bộ hệ chứa rất nhiều căn thức nhưng 


cả hai phương trình trong hệ đều chứa Jx + 2y nên theo lẻ tự nhiên ta sẽ xét 
hai trường hợp cho đại lượng trong căn thức này. 

..|Vx + 2+J3(2y-2)=0 

Nếu X+ 2y = 0 thì hệ sẽ trở thành : < , __ 

[(y~l)V x- 2y + 8 =0 

Với hệ này không có gì khó đế giải quyết. 

Nếu X + 2y > 0 thì từ phương trình thứ nhất ta đế ý thấy được rằng : 


x + 2 + 2y-2 = x + 2y. 

Từ đây ta đẩy ý tưởng sử dụng bất đẳng thức B.c.s để đánh giá cho phương 
trình thứ nhất. 

Ta có : ựx + 2 + ự3(2y-2)<ự(l + 3)(x+2+2y-2) = 2 % /x+2y . 

Từ đây ta có: (x + 5y)^/x + 2y < 2 yjx + 2y <=> X + 5y < 2 . 

Mặt khác từ phương trình thứ hai trong hệ ta có phép biến đối sau : 
y-3 _ | x-2y + 8 
y-l~]Ị X + 2y 

Sử dung bất đẳng thức AM- GM ta có đánh giá sau : 


Ịx - 2y + 8 ^ 1 

fx-2y+8 ì 

1 x + 2y 2 

l x + 2y ) 


Từ đây ta có : ——y> X+ 2 ^ (y-3)(x + 2y)>(x + 4)(y-l) 


<=>x + 5y>y 2 +2>2=>x + 5y>2. 

Với đánh giá này thì xem như trường họp X + 2y > 0 cũng đã được giải quyết. 
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Lời giải : Điều kiện : 


X > -2 

y -1 

X - 2y + 8 > 0 

Trường hợp 1 : X + 2y = 0. Lúc đó hệ phương trình đã cho trở thảnh hệ : 

y-l = 0 
ýx • 2 - 0 
x = 2y-8 


ựx + 2+ự3(2y-2)=0 
(y-l)ựx-2y + 8=0 


<=> 


ự2y-6 + ự3(2y-2) = 0 


(vn) 


<=> 


y = i 

X = -2 


(thỏa). 


Trường hợp 2: X + 2y > 0, y > 1. Khi đó phương trình thứ hai được biến đối 


thành phương trình : 


y - 3 _ X - 2y + 8 


y-1 


x + 2y 


Sử dung bất đẳng thức AM- GM ta có đánh giá sau : 


x-2y + 8 < l 
I X + 2y 2 


x-2y+8 
X + 2y 


+ 1 


X + 4 
x + 2y 


V — 3 X + 4 

Từ đây ta có : ——ị 2 ^ (y -3)(x + 2y)>(x + 4)(y-l) 


«-x + 5y>y 2 +2>2=>x + 5y>2 (*) 

Mặt khác từ phương trình thứ nhất áp dụng bất đắng thức B.c.s 
Ta có : -v/x + 2 +^3(2y-2) < ^(1+ 3)(x + 2+ 2y-2) = 2 yjx +2y . 

Từđâytacó: (x + 5y)ựx + 2y <2ựx + 2y x + 5y<2 (*). 

Từ (*), (*) suy ra hệ đã cho tương đương với hệ phương trình sau : 

3 X + 2 2y - 2 

x+2y x+2y 

X - 2y + 8 ... 

■ - — -= 1 ( hệ vô nghiệm). 

X + 2y v 6 

y=0 

x+5y=2 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x,y) = (-2;1). 

Bình luận : Bài toán dựa trên tính chất nhân tử chung của cả hai phương trình và 
xét từng trường hợp. Các đánh giá có được trong bài toán là những đánh giá 

C^Ịị^Ị ỆUỘ^lỊỊỊiư^p g|P£ị: ị!ị!ị! ỊỊỊỊỊ iịỊỊỊị ỊỊỊỊỊ; :i:ị:i:::: ::::IiIp : :::: 
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CHƯƠNG II. SUY LUẬN TÌM LỜI GIẢI HỆ PHƯƠNG 
TRÌNH BẰNG KỸ NẢNG ĐẶC BIỆT HÓA 

Trong toán học cũng như trong đời sống chủng ta, có những khắng định khá thủ 
vị, đó là: Neu một khẳng định hay một quy luật nào đó đúng với mọi trường 
hợp thì nó cũng đúng với những trường hợp riêng lẻ. Tuy nhiên điều ngược lại 
chưa chắc đã xảy ra. 

Trong cuộc sống, chúng ta rất ít bắt gặp điều gì đó đúng với mọi trường hợp, 
nhưng chúng ta lại tìm thấy những sự giống nhau kì lạ giữa những trường hợp 
riêng lẻ nào đó. 

Trong khoa học mà đơn cử là những chương trình dự báo thời tiết, dự báo bão... 
người ta đã sử dụng tư duy đặc biệt hóa trong toán học một cách rất hiệu quả. 

Họ đo đạc, tính toán cho những trường hợp riêng lẻ rồi bằng sự suy luận, dự 
đoán và những công cụ hỗ trợ khác, họ tìm được hay dự báo được một quy luật 
nào đó của tự nhiên. 

Bài toán Hệ phương trình là một bài toán khó, hiện nay đa số các bạn học sinh 
đều giải quyết nó dựa vào kỉnh nghiệm bản thân thông qua việc giãi nhiều bài 
tập mà chưa thực sự có một hướng phân tích hay dự báo nào cho việc giải toán 
Do vậy trong cuốn sách này, tôi dành hắn một chương với mong muốn sẽ giúp 
các bạn tìm ra một hướng đi băng những suy luận và dự báo khỉ đứng trước 
một hệ phưong trình. 

A. TÌM MỐI QUAN HỆ GIỮA CÁC BIÉN TRÊN MỘT PHƯƠNG TRÌNH CỦA 
HỆ. 

I. Hệ phương trình chứa đa thức bậc hai khả quy. 


Phân tích. 

Sử dụng phép thử các giá trị đặc biệt lên phương trình (1), ta có: 
+) Cho x = 0=>y 2 +y-6 = 0=> y 

_y=-3 

Ta nhận được (x;y) = |Aj (0;2), A 2 (0;-3)Ị 

- X = —1 

+) Cho y = 0=>2x 2 +5x + 3 = 0=> 3 

X = 

L 2 

r_ ( 3 

Ta nhận được (x;y) = j B| (-1;0), B 2 -^;0 
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+ Cho X = 1 => y 2 


+ y-20 = 0=> 


y = 4 

y=-5 


Ta nhận được (x;y) = |C| (l;4),c 2 (1; —5)1 

Suy luận và dự đoán. Do phương trình (1) là một đa thức bậc 2, do vậy nếu (1) 
phân tích được thì nó là tích của các đa thức bậc nhất. Lúc đó ta có các phương 
trình đưòng thăng: 

AịBị :2x — y + 2 = 0, : 4x-3y + 6 = 0, 

A 0 B 1 : 3x + y+ 3 = 0, A 2 Bt :2x + y + 3 = 0 


Ta nhận thấy điếm Cj e (A| B|) , nên ta dự đoán mối liên hệ của các biến X, y 

trong phưong trình (1) là y = 2x + 2. 

Lòi giải. Đặt 2x + 2 = a, thay vào PT(1) cho ta: 

(a-2) 2 +5(a-2) + 6 = y 2 +y<^>a 2 +a = y 2 +y<^>(a-y)(a + y + l) = 0 


<=> 


a = y 

a + y + 1 = 0 


+) Với a = y=>y = 2x + 2 thay vào (2) ta được x 3 +4x-5 = 0<=>x = l. Trong 
trường hợp này hệ đã cho có nghiệm (x;y) = (1;4). 

+) Với a + y=l=>y = -2x - 3 thay vào (2) ta được X 3 +8x 2 + 18x = 0<=>x = 0. 
Trong trường hợp này hệ đã cho có nghiệm (x;y) = (0;-3) 

Vậy nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = {(0;-3);(l;4)} 

Bình luận. 

Nhận thấy đa thức ớ phưong trình (1) là đa thức bậc hai, do vậy ta dê dàng 
kiếm chứng đa thức đỏ có khả quy hay không nhờ kỹ thuật Đen-ta chính 
phương : 

Viết lại phương trình (1) thành 4x 2 +10x-y 2 -y + 6 = 0 (*). Xem X là ẩn số, 


là tham số ta có A' x = 25 + 4(y 2 + y - 6) = (2y +1) 2 


Khi đó nghiệm của phương trình (*) là 


-10+ựA; _y_2 
4 2 

-_JK -y-3 

4 2 


Bài toán 2. 


.[3x 2 - 3xy + 3y 2 - 9x + 3y + 4 = 0 (1) 

Giải hệ phương trình < ( X, y G □ ) 

[3y 2 -6xy + 2x-10y + 3 = 0 (2) 
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Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


Phân tích. 


• Xét phương trình (1): 

+) Cho X = 0 => 3y 2 + 3y + 4 = 0 (Vô nghiệm) 

Suy luận và dự đoán: Nếu đa thức (1) đưa được về dạng tích, chứng tỏ nỏ là tích 
các bậc nhất. Vĩ thế với các trường họp X = 0 (hoặc y = 0) ta thường nhận được 
các giá trị hữu tỷ của y (hoặc X ). Vì vậy ta dự đoán (1) không có dạng tích. 

• Xét phương trình (2): 

"y = 3 

+) Cho x = 0=>3y 2 -10y + 3 = 0=> 1 

|_ y 3 

Ta nhận được các giá trị của cặp (x;y) = Ịaị (0;3), A 9 
+) Cho y = 0 => 2x + 3 = 0 => X = -^ 

( 3 3 

Ta nhận được (x;y) = B 1 -X;0 

V 2 ) 

+) Cho y = 1 => X = -1. Ta nhận được (x;y) = Cj (-l;l). 

Suy luận và dự đoán. Đa thức (2) là đa thức bậc hai, do vậy nếu nó khả quy ta 
dự đoán nó là tích các bậc nhất. Lúc đó: 

AjBj :2x-y + 3 = 0; A 9 Bj : 2x-9y + 3 = 0 

Nhận thấy Cj e (AịBị ) nên ta dự đoán mối quan hệ giữa các biến X, y là 
y = 2x + 3. 

Lòi giải. Đặt a = 2x + 3, thay vào (2) ta có: 


3y 2 - 3ay-y + a = 0<=>(a-y)(3y-l) = 0<=> 


3y = i 


+) Với 3y-l = 0<=>y = ^ , thay vào phương trình (1) ta có : 


3x 2 -10x + ^ = 0o l . 

3 8 

L 3 

__ , _, _ .X , , _ , /.\ _ \(2_ 1V8 l\\ 

Trong trương hợp này hệ ban đâu có các nghiệm (x;y) -< —. 

LV3 3 J ^3 3J) 

+)Vớia = y=>y = 2x + 3 thay vào phương trình (1) ta được phương trình 

;ỊịịỊị5x|:+ 3^ +;ậ|Ị =!9iniỊiy^ :ị|ị|ị : :Ị:ị: ỊịỊịỊị 
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Tư duy logic tìm tòi lòi giải Hệ phương trình 


2 1 ^ (^8 1 ^ 

Kết luận. Hệ ban đầu có nghiệm (x;y) = <Ị I 


/v3 ’ 


Bài toán 3. 

[óx 2 + X + 4y = 3y 2 + 7xy +1 (l) 

Giải hệ phương trình <1 (x,yeR) 


+ y 2 + 2 = x(y-4) + 3y (2) 


Phân tích. 

Sử dụng phép thử các giá trị đặc biệt lên phương trình (1), ta có : 

y=i 


+) Cho X = 0 => 3y - 4y +1 = 0: 


1 

y 3 


Ta nhận được các giá trị (x;y) = ỊAị (0;l), A 2 1^0;^ I 

1 

X = - 

+) Cho y = 0 => 6x 2 + X - 1 = 0 => 3 

1 

X = —- 

L 2 

Ta nhận được các giá trị (x;y) = |b 1 Ị^;0 ,B, 

2 r y = 1 

+) Cho x = l=>y 2 +y-2 = 0=> 

_y = -2 

Ta nhận được các giá trị (x;y) = Ịc 1 (l;l),C 2 (l;-2)Ị 

Suy luận và dự đoán. 

Ta có phương trình các đường thăng: 

AjB( : 3x + y-1 = 0; AịB, :2x-y +1 = 0 
A,B 1 :3x + 3y-l = 0; AtB 2 :2x-3y + l = 0 

Nhận thấy c 2 e (A^!), ta dự đoán mối quan hệ giữa các biến X, y là 
3x + y-l = 0=>y = l-3x 

Lòi giải: Đặt a = 1 — 3x, thay vào phương trinh (1) cho ta: 


+) Với a = y=>y=l-3x thay vào (2) ta được 13x 2 + 6x = 0 <=> 


X = — 


13 


X = 0 


Trong trường họp này hệ đã cho có nghiệm (x;y) = 


6_.31 
13 13 


■( 0 : 1 ) 
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2 x -f" 1 

+) Với 9y + 2a-5 = 0=>y = -y thay vào (2) ta được 

X = —2 

7x 2 + 19x + 10 = 0<^> 5 . 

L 7 

Trong trường hợp này hệ đã cho có nghiệm (x;y) = |(-2;-l), 

Vậy nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = j(-2;-l)/-^;-^ /- 7^77 >(0;l) 

l V 7 7y V 13 137 


Phân tích : Xét phương trình (2): 

2 [y = -l 

+) Cho x = 0=>y-y-2 = 0=> J 

_y = 2 

Ta nhận được các giá trị (x;y) = (0;-l), A 2 (0;2)|. 

+) Cho y = 0=>x 2 +3x + 2 = 0=> 

X = —2 

Ta nhận được các giá trị (x;y) = Ịb 1 (-1;0),B 2 (-2;0)Ị 
+) Cho y = l=>x 2 +3x + 2 = 0=> 

Ị_x = -2 

Ta nhận được các giá trị (x;y) = ỊCj (-l;l),c 2 (-2;l)|. 

Suy luận và dự đoán. 

Ta có các phương trình đường thăng: 

A^! : X + y + 1 = 0; AjB 7 : X + 2y + 2 = 0 
A 7 Bj :2x- y + 2 = 0; A 2 B 7 :x-y + 2 = 0 

Nhận thấy Cọ G (A|Bj), ta dự đoán mối quan hệ giữa các biến X, y là 

x+y+1=0 

Ị íy>0 

Lời giải: Điêu kiện { 

Ịx>-1 

Đặt a = -X - 1, thay vào (2) ta được: a 2 -y 2 -a + y = 0<^>(a — y)(y + a-1) = 0 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


+) Với a = y^>x + y+ l= 0=> sỊ-ỹ + sỊỹ= 2 (vô nghiệm) 

+) Với y + a- l = 0=>y = x + 2 thế vào phương trình (1) ta có: 

\J2x + 3 + \ỊX +1 + \Ịx + 2 = 2 <=> Ị -V J2x + 3 — 1 j 4- Ị \Ịx + 2 — 1 j + \ịX +1 = 0 


2x + 2 X +1 /—— „ 

++ — =-1— , -h yx +1 — 0 

y2x + 3+l a/x + 2+I 


J2x + 3+1 \ỊX + 2+1 


+ 1 = 0<=>x = -l=>y = l 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x;y) = (-1;1). 
Bài toán 5. (Trích TSĐH khối B - 2013) 


Giải hệ phương trình 


2x 2 + y 2 - 3xy + 3x - 2y +1 = 0 (1) 
4x 2 - y 2 + X + 4 = J2x + y + Jx + 4 


(x,yeũ) 


Phân tích: Xét phương trình (1): 

+) Cho x = 0=>y 2 -2y + l = 0=>y = l 
Ta nhận được (x;y) = A 1 (0;1) 

'x = -l 

+) Cho y = 0 => 2x 2 + 3x +1 = 0 => 1 

X = 

L 2 

Ta nhận được các giá trị (x;y) = |bj (-1;ơ),B9 

+)Chox= 1 y 2 -5y + 6 = 0=> y = Ị 

_y = 3 

Ta nhận được các giá trị (x;y) = ỊCj (l;2),c 2 (l;3)Ị. 

Suy luận và dự đoán. 

Ta có các phương trình đường thăng: 

A 1 B 1 :x-y + l=0; AjBt :2x-y + l = 0 

Nhận thấy Cj G(AịBị), ta dự đoán mối quan hệ của X, ylà X - y +1 = 0 

^.Ạ , Í2x + y>0 
Lời giải. Điêu kiện { 

[x + 4y>0 

Đặt a = X + 1, thay vào (1) cho ta: 

2a 2 +y 2 -3ay + y-a = 0<^>(a-y)(2a-y-l) = 0 


+) Với a = y => y = X + 1, thay vào (2) ta được 3x 2 - X + 3 = V 3x +1 + y5x +‘ 
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Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


<=> 3(x 2 -x) + (x +1 -^/3x+I) + (x + 2- \j5x +4) = 0 


(x -x) 
Do 3 + - 


3 + - 


1 | 1 

' +1 + *s/3x +1 X + 2 + \[5x. + 4 


= 0 


1 1 . „ ^ 1 

Ị -—— - +- , , > 0, Vx > ^ 

+1 + v3x + 1 X + 2 + V 5x + 4 3 


Nên phương trình tương đương X 2 - X = 0 <=> 


x = 0=>y = 1 
x = l=>y = 2 


+) Với 2a - y = 1 => y = 2x + 1, thay vào (2) ta được 

3 - 3x = \fĩx~+ĩ + sj9x + 4 <=> 3x + [^Ịĩx, +T- lj + ị\fỹx + 4 -2j = 0 

„ , 4x 9x 

3x H— = — - - 1 — , - — = -— 0 

ự4x +1 + ] ự9x + 4+2 

4 9 3 

o X 3 H— , -1— ( - =0ox = 0=>y = l 

1 V4X + 1+1 y9x + 4 + 2J 

Đối chiểu điều kiện thỏa mãn. 

Vậy nghiệm của phương trình là (x;y) = {(0;1), (1;2)}. 


NHẬN XÉT. 

Với một đa thức bậc hai, ta có thế dê dàng kiếm chứng nó là khả quy hay bất 
khả quy nhờ kỹ thuật Delta chinh phương. Tuy nhiên với kỹ năng đặc biệt hóa 
chủng ta lại có thêm một các nhìn nhận mới về cách đưa một đa thức bậc hai 
về dạng tích và quan trọng hon nó sẽ giúp chúng ta giải quyết những bài toán 
khó hơn sẽ nêu sau đây. 


II. Hệ phương trình chứa đa thức bậc cao khả quy. 


Bài toán 6. 

íx 3 - y 3 + 3x 2 + 4- 3(y - 2x) 

(1) 

Giải hệ phương trình 


(x,yeũ) 


[x 4 - 4y 2 + 8(x + y) = 0 

(2) 


Phân tích: Xét phương trình (1): 

+) Cho x = 0=>y 3 +3y-4 = 0=>y = l 
Ta nhận được (x, y) = Aj(0;l) 

+) Cho y = 0 =>X 3 + 3x 2 +6x + 4 = 0=>x = -l 
Ta nhận được (x, y) = Bi(-1 ;0) 

+) Cho x = l=>y 3 +3y-14 = 0=>y = 2 
; : ; £a Ị$ận;$ựỢC:Ị^,y).:;ị7: ; £|(Ị;2) 


419 








































































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Tư duy logic tìm tòi lòi giải Hệ phương trình 


Suy luận và dự đoán. 

Phương trình (1) chứa đa thức bậc 3, nêu nó khả quy nó có thê là tích của một 
đa thức bậc 2 và một đa thức bậc nhất. 

Phương trình đường thăng A|B| :X-y +1 = 0 

Nhận thấy Cj e ( AjBj ), từ đó ta dự đoán mối quan hệ giữa X, y làx-y+l=0 
Lòi giải: Đặt a = X + 1, thay vào (1) cho ta: 

a 3 -y 3 +3(a-y) = 0<=>(a-y)^a 2 + ay + y 2 +3^ = 0<=>a = y 

+) Với a = y=>y = x+ l thế vào (2) ta được 
x 4 -4x 2 + 8x-4 = 0x 4 -(2x -2) 2 =0 


(x 2 + 2x - 2)(x 2 - 2x + 2) = 0 <I> X 2 


+ 2x -2 = 0 <=> 


X 


= -l-sfĩ => y = —\fĩ 

= — 1 + sỊĨ > y — \Ỉ3 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x;y) = ị(-l-sj3;-sf3),(-ỉ + \Ị3;\fĩÝị . 

Bài toán 7. 

Í2(y 3 -x 3 ) = 6x 2 +7x-y + 3 (1) 

Giải hệ phương trình < _ __ .— - (x, y e □ ) 

l^yỊT-ỹ + 2yj2(ỉ + y) - v9x 2 +16 (2) 

Phân tích : Xét phương trinh (1): 

+) Cho X = 0 =>2y 3 + y- 3 = 0=>y = l 

Ta nhận được (x;y) = A 1 (0;l) 

+) Cho y = 0 =>2x 3 + 6x 2 +7x + 3 = 0=>x = -l 
Ta nhận được (x;y) = B 1 (-l;0). 

+) Cho X = 1 =>2y 3 + y-18 = 0=>y = 2 
Ta nhận được (x;y) = c 1 (l;2) 

Suy luận và dự đoán. 

Phương trình đường thẳng A|B| : X - y +1 = 0 

Nhận thấy Cj e (A, B|) nên ta dự đoán mối quan hệ giữa x,y là X - y + 1 = 0 
Lời giải. Điều kiện -1 < y < 3 

Đặt a = X + 1, thay vào (1) cho ta 

2^y 3 -a 3 Ị + (y-a) = 0<^>(y-a)Ị2y 2 +2ya + 2a 2 +lj = 0<=í>a = y 

Với a = y=>y = x+ l thế vào (2) ta được 4\f2 - X + 2^2(2 — x) = -\/9x 2 + 16 
Điều kiện -2< X < 2 bình phương hai vế ta có 
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32 + 16^8-2x 2 -9x 2 -8x = 0 «4(8-2x 2 ) + lóv/ĨT^x 2 -X 2 -8x = 0 
Đặt t = 2v/8-2x 2 (t > 0) 

ị — V 

Phương trình trở thành t 2 + 8t - X 2 = 0 <=> 

|_t + x + 8 = 0 VN(-2 < X < 2) 

X ^ 0 /— 1 

2^Ịs~2x 2 = X <=> < 2 32=>x = ^— 

X = — 3 

l 9 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x; y) = 

Phân tích: Xét phương trình (1): 

2 , . r y = 0 

+) Cho x = 0=>y 2 (l + y) = 0=> J 1 

Ta nhận được (x;y) = |Aj (0;0), A 2 (0;-l)Ị 

2 [x = 0 

+) Cho y = 0=>x 2 =x=> 

X = 1 

Ta nhận được (x;y) = Bj (l;0) 

+) Cho y = l=>x 2 -x-2 = 0=> 

x — 2 

Ta nhận được (x;y) = |C] (-l;l),c 2 (2;l)} 

Suy luận và dự đoán. 

Phương trình các đường thẳng AjBj : y = 0; A 2 B 1 : X - y -1 = 0 
Ta nhận thấy c 2 e Aị B 2 , nên ta dự đoán mối quan hệ giữa X, ylàx-y-l = 0 

X 2 -1 > 0 [Tx = -1 
Lời giải. Điều kiện < X +1 > 0 <=> < X > 1 
y > 0 y > 0 

THl:x = -l =>y = 1 
TH2: X > 1: 

Đặt a = X - 1, thay vào (1) cho ta: 



4^2 3 + 4x/2^ 

3 / 
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Tư duy logic tìm tòi lòi giải Hệ phương trình 


Ịy 3 -ay 2 + ay-a 2 Ị + (y-a) = 0<^>(y-a)(y 2 + a + l = oỊ 
+) Vớia = y=>y = x-1 thế vào phưong trình (2) ta có 
5 \Ịx 2 -1 + -v/x + 1 = 3x-l-5\/x-l 

<=> 3vx l(vx • I +1) + (-v/x + l +1) = 3x <=> (-n/x +1 + l)(5-v/x-l +1) = 3x 

<=> 5-v/x -1 +1 = 3(\fx +1 -1) do X > 1 

<=> 5 \fx -1 + 4 = 3%/x + l <=> 20%/x-l = 9 - 8x 


<=> <=>< 


x^ 


«4 


64x 2 -544x +481 = 0 


x< 


X = 


34-I5VO 


34-15^/3 . 26 - 13ý3 

x =-——=4>y =-—— 

8 8 


+) Với y 2 +a + l 


Vậy nghiệm của hệ phương trinh là (x;y) = 



"34-15#.26-15yf 

l 8 8 


Bài toán 9. 


Giải hệ phương trình ■ 

(3 + 2ựy+4)(6x + 5) = 16 (1) 

' ( X, £ n ) 

y 3 -3x(y 2 -2y + 6)-18x 2 +6y = 0 (2) 


Phân tích: Xét phương trình (2): 
+) Cho X = 0 => ỵ = 0 

Ta nhận được (x;y) = A 1 (0;0) 


+) Cho y = 0=>x 2 +x = 0: 


X = 0 
X = —1 

Ta nhận được (x;y) = Bj (-1;0) 

1 

X = - 

+) Cho y = l^>18x 2 +15x-7 = 0^> 3 _ 

__ 7 

L 6 

Ta nhận được (x;y) = ■Ịc 1 Q;1 j,c 2 Ị^-^;l j| 

Suy luận và dự đoán. 

ph ; ỵgng:trìựỊt ;; dưpỵig tlưìpg Aj:^: ỵ ; ỹf Ọị ; 
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Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


Nhận thấy các điếm Cj, c 2 Ể A 1 B 1 . 

Câu hỏi đặt ra là: Phải chăng đa thức trên là không khả quy ? 

Ta dự báo rằng, nếu đa thức bậc ba là khả quy nó có thế là tích của một đa thức 
bậc nhất và một đa thức bậc hai, tuy nhiên việc thử truờng hợp y = Ochúng ta 
nhận được một giá trị giống với trường hợp X = 0, điều đó khiến chúng ta liên 
tưởng rằng đa thức bậc nhất đó đặc biệt chăng ? (y = kx) 

Bây giờ chúng ta sẽ thử trường hợp khác đế thay thế cho trường hợp X = 0 

+) Cho X = 1 => y 3 -3y 2 + 12y-36 = 0=>y = 3 
Ta nhận được (x;y) = Dj (l;3). 

Ta có các đường thẳng : AjBj : y = 0; A 1 c 1 : y = 3x; A 1 c 2 :6x + 7y 
Nhận thấy Dj G AjCj => ta dự đoán mối quan hệ giữa các biến là y = 3x 
Lời giải. Đặt 3x = a, thay vào (2) ta được: 

Ịy 3 -ay 2 Ị + Ị2ay-2a 2 Ị-6a + 6y = 0<=>(y-a)(y 2 + 2a + óỊ = 0 

+) Với y = a => y = 3x ta có phương trình 

í 3 + 2^9x 2 +4 j(6x + 5) = 16 <+ í 3 + n/36x 2 + ĩẽj(6x + 5) = 16 
Đặt t = 6x khi đó 

Ị3 + #Tĩẽj (t + 5) = 16 o (3 + #Tl6 )(í + 3) + 2Ị#TĨ6 -= 0 


o 


<=> 


Ị 3 + \Ịt 2 + 16j(í + 3) + 2-j= 
(t + 3)ị 3 + sỊpTĩẽ + 


t- 9 


= 0 


+ 16+5 
2 1-6 


+ 16+5 


<=> 


= 0 


, 1_3 

t =—0 => X = ——=> y = 

2 2 


3+ C+2í + 10 + 5#7Ĩ6 =0 ^ yiV , 
\t' ■ 16 + 5 


+) Với y 2 + 2a + 6 = 0 => y 2 + 6x + 6 = 0 


Từ PT(1) có VP > 0 => VT > 0 suy ra 6x + 5 > 0 => y 2 +-6x + 6 > 0 
Hay trường hợp này không xảy ra. 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x;y) = 29 ]' 

ì • A. _ L __ 1 A 


Bài toán 10. 

Ịxỵ 2 +4y 2 +8 = x(x + 2) ( 1 ) 

Giải hệ phương trình ị (x, y G □ ) 

[x + y + 3 = 3py-l (2) 


Phân tích. 

Xét phương trình (1): 

+) Cho x = ọ =>ỵ 2 +2 = 0 (VN). Không tộn tại địệm Ạ Ị 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


+) Cho y = 0 => X 2 + 2x - 8 = 0 : 


X = —4 
X = 2 


Ta nhận được (x;y) = |B 1 (-2;0), B 2 (4;0)| 

+) Cho X = 1 => 5y 2 +6 = 0 (VN). Không tồn tại điểm Ci 

+) Cho y = 1 => X 2 + X - 12 = 0 => x = 3 

X = -4 


Suy luận và dự đoán. 

Khi cho các giá trị đặc biệt của X, ta nhận thấy Ai, Ci không tồn tại, điều đó có 
the do đa thức bậc nhất này đặc biệt (x = k). 

Khi cho các giá trị của y khác nhau, ta đều nhận được giá trị X = -4. Ta dự đoán 
một nhân tử trong tích đó là (x + 4) 


Lời giải. Điều kiện y 


4 

2 


Từ phương trinh (1) ta có : 


(x + 4)y 2 -(x + 4)(x-2) = 0<=>(x + 4)Ịy 2 -x + 2^ = 0<=> 


X = y 2 + 2 
x = -4 


THI: X = -4, thế vào phương trình (2) của hệ ta có 

y-l = 3ự2y-l« r - 1 *>ị y * 1 => y = 10 + 

[y 2 -20y +10 = 0 [y = 10±3^ 

TH2: x = y 2 + 2, thế vào phưcmg trình (2) của hệ ta có 


y 2 + y + 5 = 3 x 2y -T o y 2 - y + ~ + |^2y -1 - 3^2y -T + ^ j = 0 
[y 2 -y + y] + [^FT-|] =0 (VN) 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là ịx;y) = (-4; 10 + oVĨÕ ). 


Bài toán 11. (Trích TSĐH- Khối A 2012) 


X 3 - 3x 2 -9x + 22 = y 3 + 3y 2 -9y (l) 

Giải hệ phương trình < 

I / \ 


x 2 +y 2 -x + y = ^ (2) 


Phân tích. 


Xét phương trình (1): 

+) Cho x = 0=>y 3 +3y 2 -9y-22 = 0=>y = -2 
Ta nhận được giá trị hữu tỷ (x;y) = Aj (0;-2) 

+) Clm y-ỊỊỊ ; ^x' ; 3x 2 ; ; 9x + 22 = 0 
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Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


Ta nhận được giá trị hữu tỷ (x;y) = B) (2;0) 

+) Cho X = 1 =>y 3 + 3y 2 -9y-ll = 0=>y = -l 
Ta nhận được giá trị hữu tỷ C 1 (l;-l) 

Suy luận và dự đoán. 

Phương ưình đường thẳng AjBj :x-y-2 = 0 . Nhận thấy C| g(A 1 B 1 ) do vậy 

ta dự đoán mối quan hệ giữa X, ylàx-y-2 = 0 

Lòi giải. 

Đặt X - 2 = a, thay vào phương trình (1) ta được a 3 + 3a 2 -9a = y 3 + 3y 2 - 9y 
«(a-y)(a 2 + ay + y 2 +3a + 3y-9Ị = 0 
+)Vớia = y=>y = x- 2 thay vào phương trình (2) ta có: 


1 

X = — 

4x 2 - 8x + 3 = 0<=> ; 

3 

x = — 

Suyra(x;y) = Ị(i;-|],g;-ỉ)|. 
Với a 2 + av + v 2 + 3a + 3v — 9 = 0. thi 


+) Với a + ay + y + 3a + 3y - 9 = 0, thay x = a + 2 vào phương trình (2) ta có hệ: 


a 2 + ay + y 2 + 3a + 3y - 9 = 0 ay + 2y-^- = 0 

, 3 2 

a +y +3a + y + - = 0 a 2 + y 2 +3a + y +1 = 0 


21 -4y 


â + 3â + 


2(a + 2)J + [2(a + 2) y 2 


“ + 2-0 


2(a + 2) 


[4a 4 + 28a 3 + 70a 2 +114a + 549 = 0 (*) 

Ta có: 4a 2 ía 2 +7a + + ^21a 2 +114a + 549j > 0 nên (*) vô nghiệm. 

Vậy hệ có nghiệm (x;y) = 
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Tư duy logic tìm tòi lòi giải Hệ phương trình 


Bình luận. 

> Bằng cách thiết lập biệt thức Delta cho phương trình (2), ta có thế tìm điều kiện 
chặt của các biến như sau : 

+) Xem X là ẩn số : => A x = 3-4^y 2 + yj > 0 =>< y < i 

+) Xem y là ẩn số =>A=3-4Íx 2 -xì>0=>-^-<x<^=>-Ệ<a<-Ậ 
Lúc đó : a 2 + ay + y 2 + 3a + 3y - 9 = (a + 3)(a + y) + (3y - 9) < 0 


Vì a + 3 > 0, a + y < 0, 3y < 


3 

2 


nên ta dễ dàng loại bỏ trường họp này. 


> Bài toán được giải quyết như lời giải trên đế chứng tỏ rằng ta có thế giải quyết 
trọn vẹn bài toán trên mà không cần sử dụng đến việc tìm điều kiện chặt của các 
biến. Việc sử dụng máy tính bỏ túi Casio đe giải phương trình bậc 4, các bạn 
có thể xem ở phụ lục. 


Bài toán 12. (Tạp chí TH&TT- tháng 01 năm 2015) 


2x 3 +y 3 +2x 2 +y 2 =xy(2x + 3y + 4) (1) 

Giải hệ phương trình < 

x2+ v 2 + 1 = 10 (2 

y X 3 w 


Phân tích : Xét phương trình (1): 


+) Cho X = 0 => y 3 + y 2 


= 0 => 


y = 0 

,y=-i 


Ta nhận được (x;y) = |A 1 (0;0), A 2 (0;-l)Ị 


+) Cho y = 0 => 2x 3 + 2x 2 


= 0 => 


x = 0 
x = -l 


Ta nhận được (x; y) = Bj (-1; o) 

+) Cho x = 1 =>y 3 -2y 2 -6y + 4 = 0=>y = -2 
Ta nhận được (x;y) = Cj (l;-2) 

+) Cho y = 1 =>2x 3 - 7x + 2 = 0=>x = -2 


Ta nhận được (x;y) = D] (-2;l) 

Phân tích và suy luận. 

Nhận thấy nếu đa thức bậc ba khả quy, nó có thế chứa một đa thức bậc nhất. Từ 
đó ta có các phương trình đường thẳng AịBị : y =0; A 9 Bj :x +y +1 =0 
Dễ thấy C 1 ,D 1 G A^! nên ta dự đoán mối quan hệ giữa các biến là X + y +1 = 0. 
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Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


Lòi giải. Điều kiện x,y + 0. 

Từ (1) ta có : 2x 3 +y 3 + 2x 2 +y 2 = 4xy(x + y +1)- 2x 2 y-xy 2 
2x 2 (x + y +1) + y 2 (x + y +1) - 4xy(x + y +1) = 0 


<=>(x + y + l)(2x 2 +y 2 -4xyj = 0« 


x + y + l = 0 
2x 2 + y 2 - 4xy = 0 


+)Vớix + y = -l. Kết hợp với phương trinh (2) ta tìm được xy = -6 
Lúc đó nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = |(2;-3),(-3;2)| 


+) Với 4xy = 2x 2 + y 2 => 4xy > X 2 + y 2 > 2xy => xy > 0 
Ket hợp với phương trình (2) suy ra X, y > 0. Do đó: 

=>VT(2) = ^ : ±l + ỵỉ±l>^3>2Ẽ^ = 4> 1 ^ 

y X y X ]Ị y X 3 


>VP(2) 


Hay trường hợp này không có nghiệm. 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) = Ị(2;-3),(-3;2)Ị. 


Bài toán 13. (Trích TSĐHkhổi A năm 2011) 


Giải hệ phương trình : 


5x 2 y — 4xy 2 +3y 3 -2(x + y) = 0 
xy(x 2 + y 2 j + 2 = (x + y) 2 


( 1 ) 

( 2 ) 


Phân tích. 

Neu đa thức ở phương trình (1) khả quy, lúc đó do đa thức là bậc hai đối với ẩn 
X nên biệt thức A x phải chính phương. Ta dễ dàng kiếm chứng nó không có điều 
này. 

Xét phương trình (2): 

+) Cho X = 0 => y 2 = 2 
+) Cho y = 0 X 2 = 2 


+) Cho x = l=>y 3 -y 2 -y + l = 0=>y 2 =l 

Suy luận và dự đoán. 

Nhận thấy đa thức ở phương trình (2) có bậc 4, do đó nếu nó khả quy thường là 
tích của hai đa thức bậc nhất và bậc 3 hoặc là tích của hai đa thức bậc 2. 

Với việc xét với các giá trị X - 0, y = 0 chúng ta không nhận được các giá trị 
hữu tỷ, do vậy ta sẽ loại trừ khả năng nó là tích của một bậc nhất và bậc 3. 

Hơn nữa chúng ta lại nhận được Ịx 2 ;y 2 j = |Aj (0;2),Bj (2;0),C 1 (l;l)} 


Lúc đó phương trình đường thẳng AjBj :X + Y = 2 và Cj e(A 1 B 1 ) trong đó 
X = X 2 , Y = y 2 . Từ đó ta dự đoán mối quan hệ giữa chúng là X 2 + y 2 = 2 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Lòi giải : Ta có 

(2)<=>xyỊx 2 + y 2 j + 2 = x 2 + y 2 + 2xy<=>Ịx 2 + y 2 -2j(xy-l) = 0 


<=> 


xy = 1 
X 2 + y 2 = 2 


+) Với xy = 1 => X = — , thay vào (1) cho ta y 4 -2y 2 + 1 = 0 <=> y = +1 

y 


Ta suy ra các nghiệm (x;y) = Ị(l;l),(-l;-l)j. 


+) Với x 2 + y 2 = 2 


x 2 +y 2 =2 


0 4 


x 2 +y 2 =2 


[5x 2 y-4xy 2 +3y 3 -2(x+ y) = 0 Ị5x 2 y-4xy 2 +3y 3 -Ịx 2 + y 2 )(x + y) = 0 

Đây là một phương trình đẳng cấp 5x 2 y -4xy 2 + 3y 3 -(x 2 + y 2 )(x + y) = 0 

Xét y = 0 không phải là nghiệm 
Với y itL 0 chia cả hai vế cho y 3 ta được 




VyJ 


„ X ^ 

-4—+3- 




2 \ 

+ 1 




r x 

-+1 

u J 


= 0 


Đặt t = — khi đó ta được phương trình t 3 - 4t 2 + 5t - 2 = 0 <=> 

y 

Vớit =1 <=>X = y suy ra : (x;y) = (l;l) hoặc (x;y) = (-l;-l) 
Với t = 2 <íí> X = 2y từ X 2 + y 2 = 2 


t = l 
t = 2 


Suy ra(x;y) = 


2n/ 1() vio 

_ 9 _ 


hoặc(x;y)= 


5 5 

\ 

Vậy, hệ có nghiệm (x;y) = -Ị (l;l), (—1; —1), 


200 \ 10 


( —1; —1 ), 

2\ 10 \ 10 ' 

2Vì0 óo V 

V ’ p 

3 ’ 3 ’ 

V J J J 

l 5 5 J| 

/2-y =x 

(1) 


i) = (x + l) 

(x 2 -2) + y. (2) 


Bài toán 14. 

Giải hệ phương trình 


xy 


Phân tích : Xét phương trình (2): 

2 


+) Cho X = 0 => y = 2 

Trường họp này cho chúng ta dự đoán, nếu đa thức bậc 4 ở (2) khả quy nó sẽ 
không đưa về được tích của một đa thức bậc nhất và bậc 3. (Do y không có giá 
trị ịhữưtỊỹ) 
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Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


+) Cho y = 0: 


X = —1 
X 2 =2 


+) Cho x = l=>y 2 -3y + 2 = 0=> y 2 

_y = l 

Trường hợp này chứng tỏ nó không thể là mối quan hệ giữa X 2 và y 2 vì nếu điều 
đó xảy ra giá trị nhận được của y phải là y = ±a. 

+) Cho y = 1 => X 2 = 1 

Suy luận và dự đoán. 

• Đa thức bậc 4 này không là tích của một đa thức bậc nhất và bậc 3. 

• Đa thức này không có mối quan hệ giữa x 2 ,y 2 . 

• Nhận thấy (x 2 ,y) = |A, (2;()),£>, (l;l)Ị, như vậy nhiều khả năng xảy ra mối quan 
hệ giữa X 2 và V. Ta sẽ thử một vài trường hợp khác đế kiếm chứng điều này. 


+) Cho y = — 1 => 2x 3 + X 2 - 6x - 3 = 0 ■ 


1 

X = 

2 


Ta lại nhận được (x 2 ;y) = C ĩ (3;-l) 

• Khi đó phương trình đường thẳng A 1 B 1 : x+ Y = 2 ,[X = x 2 ,Y = yj và C 1 e A 1 B 1 . 

Từ đó ta dự đoán mối quan hệ giữa các biến là X 2 + y = 2 

Lòi giải. 

(2) <=> xy(x 2 + y -2Ì = X 3 +x 2 -2x-2 + y + xy 
<=> xy (x 2 + y - 2 ) = (x 2 + y - 21 + x(x 2 + y - 21 


• (x 2 + y — 2)(xy - X - 1 ) = 0 • 


X 2 + y - 2 = 0 
xy -X-1 = 0 


+)Với x 2 +y-2 = 0=>y = 2-x 2 
Thay vào (1) ta được 

a/x 2 + X -1 + =XOX 2 +X-1 = 0»X= 

(Do từ (1) suy ra điều kiện có nghiệm của phương trình là X > 0 ) 

+) Với xy-x-l = 0=>y = 2ì2li thay vào (1) cho ta : Jx- — + Jl~— = X 

X ỵ X ỵ X 

• Khi X e[-l;0) , phương trình đã cho vô nghiệm. 

• Khi X > 1: 

Ta có : 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


—y 1 + X - 

X —— < -— 

X AM-GM 2 


l-y=jy(x-l) AM < ( 

X V X am-i 


- + X-1 


AM-GM 


• VI - |í -iY. s - 

Dấu ‘=’ xảy ra khi và chỉ khi 


. , 1 1 . 
1 + X-— —+ X-1 

_X + X_ 


■ = X = VP 


íx 2 -x-l = 0 >/5+1 

<=> X — 

X > 1 2 


( 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) = • 


l + dỉl + y/s} (l + ^5l+yỊ5 
_ ? _ 1 - ? _ 


NHẬN XÉT. 

Như đã nêu ở phần mở đầu: Những cái đúng với một vài trường hợp chưa hắn đã 
xảy ra với tất cả các trường hợp. Do đó đế có những suy luận mang tỉnh Logic 
thì việc có thời gian đế thử được nhiều giá trị sẽ cho chúng ta đến gần hơn với 
những phán đoán chinh xác. 


III. Tìm mối quan hệ giữa các biến vói phương trình hai ẩn chửa căn thức. 

Bài toán 15. 

. , [2 Jx 2 +3 x-y - Jĩx + ý Ầ =x + l ( 1 ) , 

Giải hệ phương trìnhi v ỵ (yeO) 

\4-j2x + l+ x-2y + 2 = 0 ( 2 ) 

Phân tích. 

Dễ dàng nhận ra phương trình (2) không thế có mối quan hệ nào khác giữa các 

. -Ẩ \ / rt \ 4%ỵ 2x + 1 + X + 2 

biên vì ( 2 ) => y = —-- —ệ - 

Với phương trình (1): 

+) Cho X = 0 => 2 ^fỹỹ - = 1 => 3 / = —1 

Ta nhận được (x;y) = A, (0;-l) 

+) Cho y = 0 => 2 >/x 2 + 3x — s[ĩx = x + l=>x = l 
Ta nhận được (x; ỳ) = B x (l; 0 ) 

+) Cho y = 1 => 2 >/x 2 + 3x -1 - sỊAx + ĩ = x + l=>x = 2 
Ta nhận được (x; y) = C 1 ( 2 ; 1 ) 
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Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


Suy luận và dự đoán. 

Ta có phương trình đường thắng A 1 B 1 :x-y- 1 = 0 và điếm c, e (A, B l ) nên ta 
dự đoán mối quan hệ giữa các biến là x-y- 1 = 0. 


Lòi giải. Điều kiện X > --i. 

Phương trình (2) tương đương 4sỈ2Ĩc + ĩ - 2 (x 4- y) 4- 3x 4 2 = 0 do 
3x4-2>0=>x4-y>0. 

Mặt khác từ phương trình (1) ta có 

Ụx 2 +3 x-y - ìỊĩx + y 2 Ị + ^x 2 4-3x-;y-x-lỊ = 0 


<=>(x-y-l) 


= + , 1 _1 = 0 (*) 

x~ 4- ’> A’ — y 4- 4 X + y 4- 3x — y 4- X +1 ^ 


Do 



=>X + 1>0 và x + y>0 nên 


■\jx~ + 3x — y + I^4x + y \jx~ + 3x — y 4- X 4-1 

. Vì vậy (*) oy = x-l 

Thế vào phương trình (2) suy ra 

1 - -- Ịx >4 

4y2x 41 — X 4 4 = 0 <=> 1 „ => X = 40 => ỵ = 39 

Ịl6(2x + l) = (x-4) 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x;y) = (40;39). 

Lưu ý . 

• Trong việc thử các giá trị, chúng ta thường bắt gặp phương trình vô tỷ, chúng 
ta không nên trực tiếp giãi các phương trình vô tỷ đó vỉ nó khiến chúng ta mất 
nhiều thời gian. 

• Đe xử lý các phương trình vô tỷ này ta nên đoán nghiệm: Nghiệm số làm cho 
giá trị trong căn là số chính phương, hoặc ta có thế sử dụng máy tính bó túi 
Casio đế dò nghiệm (Xem cách sử dụng ở Phụ lục). 

Bài toán 16. 

n , [\/2x 4 - 1 - sj2y 41 — y — X (l) 

Giải hệ phương trình ị ___ (x,y G □ ) 

{ịj2y 4 + 10x 2 - 4x - 4 = 2y (2) 

Phân tích: Xét phương trình (1): 

+) Cho X = 0 => 1 - yị2y + ĩ = y => y = 0 

Ta nhận được (x;y) = A, (0;0) 

+) Cho y = 0 =>>/2x4-1 =1-X=>X = 0 
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+) Cho x = l=> ^/3 — yj2y + ĩ = y — 1=> y = 1 
Ta nhận được (. x;y ) = B l (l;l) 

+) Cho X = 2=> s - a/2 y + ĩ = y-2=> y = 2 
Ta nhận được {x;y) = C l (2; 2) 

Từ đó ta dự đoán mối quan hệ giữa các biến là x = y 
Lời giải. Điều kiện x;y > ~ 

Ta có (1)< > ( V 2.V • 1 - x 2.v • 1 ) + (x - y) = 0 » 2 \ x — ^== • (x y)-< 

sỊ2x + 1 + -\Ị2y + 1 

í 2 N 

<z>(x-y) 7 — — , + 1 = 0<=>x = y 

Thế vào phương trinh (2) ta được 2x = \j2x 4 + 10x 2 - 4x - 4 
« X 4 - 4x 3 + 5x 2 - 2x - 2 = 0 <=> (x 4 - 4x 3 + 4x 2 ) + (x 2 - 2x) - 2 = 0 

<=>(x 2 -2x) + (x 2 -2x)-2 = 0 

fx 2 - 2x = 1 fx 2 - 2x -1 = 0 _ 1 - 




X -2x = -2 


<^> 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x; y) = Ịl + \Ì2; 1 ± sj2.). 

Bài toán 17. 

[x 2 -y 2 + l = 2ÍJỹ-^x + l-x) 

Giải hệ phương trình ị __ ^ ' (ĩj6ũ) 

[ 'Jx + ĩ+^Ịy-3+x-y = 2 

Phân tích: Xét phương trình (1): 

+) Cho x = 0=>-y 2 + l = 2^yfỹ -l)=>;y = 1 

Ta nhận được (x; y) = A, (0; l). 

+) Cho y = 0=>x 2 +l = -2 ịyjx + ĩ + xj =>X = —1 


Ta nhận được (x; y) = B ị (-1; 0) 

+) Cho x = 3=>10-y 2 =2(ựỹ-5)=>y = 4 
Ta nhận được (x;y) = C, (3; 4) 

Suy luận và dự đoán. 

Phương trình đường thẳng A 1 B 1 : X - y +1 = 0 và C t e (A I B I ). Từ đó ta dự đoán 
Mối quan hệ giữa các biến là X - y - 1 = 0 . 

Đe xử lý phương trình (1) chúng ta có nhiều cách, chẳng hạn: 
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Cách 1. 

+) Hệ không có nghiệm 

ịx > -1 


x = -l 

y = 0 


+) Với 


y>0 


, ta có: 


(x + l) 2 -y 2 + 2Ụx + l-Jỹ^ = 0o(x + l-y)(x + l + y) + : ^ Ll} -ji = 0 


(x-y+ l) 


(x +y + l) + - 


= 0«-x-y + l = 0 


\Ịx + ĩ + *Ịỹ \ 

Do với điều kiện j X + ^ >0 =>(x + 3 ' + l)+ , ỉ —=>0 

ừ>0 7 ^/x7ĩ + ^/ỹ 

Cách 2. Từ phương trình (1) ta có (x +1) 2 + 2\fx +ĩ = y 2 + 2<Jỹ 

Xét hàm số f(t) = t 2 + 2sft (í > 0) => f'(t) = 2t + > 0 vt>0 

\lt 

Hàm số đồng biến t > 0, khi đó ta có /(x + l) = f(y) <=> y = x + l 
Kh i x-y +1 = 0thay vào phương trình (2) ta có: 

\/x + l + yjx-2 = 3 o \Ịx 2 -x-2 = 5-x 

7-x-2 = (5-*)*° í: = 3S5, = 4( ™ ) 


Vậy, hệ có nghiệm là (x; y) = (3; 4). 


Bài toán 18. 

x + 3 = 2Ậ3y-x)(y + l) (l) 

Giải hệ phương trình < 

] Ị^+xy = ự3y-2+2y + 2 (2) ( ) 


Phân tích : Nhận thấy phương trình (1) sau khi nâng lên lũy thừa hai vế thì bản 
chất của PT(1) cũng là một đa thức bậc hai, do vậy ta có the dễ dàng kiếm 
chứng nó có khả quy hay không nhờ kỹ thuật Đen-ta chính phương. 

Như vậy: 

(1)J «í X + 3 -° 

|(x + 3) 2 =4(3y-x)(y + l) |(2y - X - l)(x + 6y + 9) = 0 


Lời giải. Điều kiện 


X > -5 
2 

y > T 
3 

3y - X > 0 


433 



















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 
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\x + 3 > 0 


( 1 )« 

Ket hợp điều kiện 


(x + 3) 2 = 4 ( 3 y-x)(y + 1 ) ^ |(2y - X - l)(x + 6y + 9 ) = 0 
' X > -3 


X + 3 > 0 


2 

y~„ 

3 


■ X + 6y + 9 > 0 nên 


(2y - X - l)(x + &y + 9 ) = 0 <=> 2y - X -1 = 0 
+) Với x = 2y-ĩ. Thế vào phương trinh (2) ta có 

J3y-2-Jy + 2=2y 2 -3y-2o , 2 ^~ 2 ,L = 

<=> (y - 2)[(2y + l)(V3y - 2 + Vỹ+2) - 2] = 0 

y = 2 => X = 3 

(2y + l)(ự3y-2 + % /772)-2 = 0 (*) 


= (y-2)(2y + l) 


<=> 


Theo điều kiện ta có y > - => ( 23 / + l')Ụ3y-2 + *Ịỹ 

nên phương trình (*) vô nghiệm 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x\y) = (3; 2 ). 


X í 4 



I— 

+ 

1 

AI 


E-+2 

' V3 J 

\ 

V 

1 3 J 


>2 


Bài toán 19. 

Giải hệ phương trinh < 


^Ịx + y(x-i) + 4x =y+ \fy 


( 1 ) 


ụ^2 + Ạy-x + 6)ụ2y-l-3) = 4 ( 2 ) 


(x,y eũ ) 


Phân tích : Xét phương trình (1): 

+) Cho X = 0 => 4~ỹ = y + 4ỹ=>y = 0 
Ta nhận được (x;y) = A, (0;0) 

+) Cho x = l=>2 = y + yfỹ =>y = 1 
Ta nhận được (x;y) = 5 1 (l;l). 

+) Cho X = 2 => ^y + 2 I V 2 .y I \ y > y - 2 
Ta nhận được (x; y) = c, (2; 2 ). 

Suy luận và dự đoán. 

Từ các kết quả trên ta dự đoán mối quan hệ giữa các biến là x = y. 


Lời giải. Điều kiện 


X > 0 

1 

y > 7- 
2 

X + y(x - 1 ) > 0 
2y - X + 6 > 0 
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Từ phương trình (1) ta có y Ịx + y(x-l)-y+ 4x~4ỹ = 0 

, .... ( 

o I —+ z n = 0 o{x-y) , , - 

^Ịx + y(x-l) + y 4x + 4y y^x + y(x-l) + y 



= 0 


o x = y 


Do 1 + y = -+ r l = >0 Vx > 0; y > ị 

yỊx + y(x-ĩ) + y yx+yỊy 2 

Thế vào phương trình (2) ta có {Jx + 2 + 4x + 6^ị42x-ĩ - 3 ) = 4 (*) 

Từ phương trình suy ra yj2x-l - 3 >0 <=> x > 5 
Xét hàm số f(x) = 4x + 2 + "v/xTẽ > 0 

Ta có f'(x) = — 1 +— , 1 > 0 hàm số luôn đồng biến 

v ' 2slx + 2 2-Jx + 6 

Tương tự g(x) = 42x-ĩ-3>0^ g'(x) = > 0 hàm số luôn đồng biến 

\Ị2x -1 

Khi đó hàm số f(x)g(x) = Ụx + 2 + sjx + 6)í^/2x -1 - 3 ) 

Hàm số luôn đông biến 

Nên phương trình (*) có nghiệm duy nhất X = 7 
Vậy nghiệm của hệ phương trình là ịx;y) = (7; 7). 

Bài toán 20. (Trích TSĐH - Khối B năm 2014) 

|2y 2 - 3x + 6y +1 = 2yjx -2 y- Ạx - by - 3 ( 2 ) 

Phân tích: Xét phương trình (1): 

+) Cho x = 0=>(l-y)yPỹ = 2-(y + l)yfỹ (Vô nghiệm) 

+) Cho y = 0=>\fx + x = 2^>x = l 
Ta nhận được giá trị (x;y) = A, (0;l) 

+) Cho y = l=>x = 2 + (x-2) (Nghiệm đúng với mọi X). 

Điều này dẫn đến một nhân tử của tích chắc chắn là ịỵ -1). 


+) 


Cho X = 1 => (1 - y)Ạ - y = 1 - yjỹ => 


y = 0 

y = l 


Ta nhận được (x; y) = B 1 (l; 0 ). 

Vì trường họp (x;y) = (l;l) đã rơi phép thử thứ hai. 
+) Cho y = 2 => —a/x - 2 + X = 2 + (x - 3 ) 42 => X = 3 

; ^a Ị^ận^Ợq^píỉy^^ỊC, (3ị£) :j:j: :Ị;Ị:Ị 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


+) Cho y = 3 => —2 sịx — 3 + X = 2 + (x — 4) \Ịs => X = 4 
Ta nhận được Đ, (4; 3) 

Suy luận và dự đoán. 

• Phương trình (1) có một nhân tử chắc chắn là (y -1) 

• Phương trình đường thẳng B^ix-y -1 = 0 và điểm D 1 e(B 1 C 1 ) nên ta dự 
đoán mối quan hệ giữa các biến là x-y- 1 = 0. 

• Ta không dùng được điểm \ nữa vì nó rơi vào kết quả của phép thử thứ ba. 

• Kết quả của phép thử thứ nhất không có giá trị của y là bởi điều kiện X > y > 0. 

y >0 

Lòi giải. Điều kiện ịx>2 y (*) 

4x > 5y + 3 

Ta có phương trình (1) 

<=> (1 - y)(4x^ỹ -1) + {x - y - l)(l - Vỹ) = 0 

^(l-y)(x-y-l)ị-=Ả r — + -^—\ = 0 (3) 
w x-y+1 1 + -Jy) 


Do ■ = — + —5-= > 0 nên (3) <=> y 1 
<Jx-y+l 1 + sỊy \_y = x -1 

Với y = 1 phương trình (2) trơ thành 9-3x = 0<=>x = 3 

Với y = x- 1 khi đó điều kiện (*) trở thành 1 < X < 2 

Thế vào phương trình (2) ta có 2x 2 - X - 3 = \l‘2-x 

<=>2(x 2 - X - l) + [x - 1 - ^2 - x ) = 0 <=> (x 2 -x-l)Ị^2 +- 1 j - 


2 1r . lì V5* 

<=>x -x-l = 0ox = ——-— 


Kết họp điều kiện (*) X = => y = ^2 - 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x;y) = j(3;l), 

Bài toán 21. (Trích TSĐH Khối A- 2010) 

ÍÍ4x 2 + l)x + (y - 3) J5 - 2y = 0 (1) 

Giải hệ phương trình I ' 

Ị4x 2 + ỹ 1 + 2ự3 - 4x = 7 (2) 

Phân tích. Xét phương trình (1): 

+) Cho X = 0 => y = ^ (Do y < ^ ) 


Ì + Võ.-L + Võ 


436 

























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


Ta nhận được (x;y) = j 
+) Cho y = 0 => ịếx 2 + l)x — 3\/5 = 0 => X = 


Ta nhận được (x; y) = B 1 




7 '°, 

V z J 


+) Cho y = 2=> ịếx 2 + l)x — 1 = 0 => X = — 
Ta nhận được (x; 3 /) = C 1 ^;2j 


Suy luận và dự đoán. 

• Ta nhận thấy, không thế xây dựng mối quan hệ giữa các biến bằng viết phương 
trình đường thẳng các đường thẳng A 1 B 1 được, do C 1 sẽ không thuộcđường 

thẳng đó vì giá trị của cặp c, (x;y) hữu tỷ. 

• Trong phương trình (1) chứa yjỗ - 2 y , nên mối quan hệ này có thế là mối quan 
hệ giữa căn thức ^5-2y và biến X ? Đặt Y = sj5-2y 

+) Cho X = 0 => Y = 0 
+) Cho Y = 0 => X = 0 

+) Vớiy = 2=>Y = l=>x = ị 
’ 2 

+) Cho y = —2=>Y = 3=>^4x 2 + l)x — 15 = 0=>x = — 


Ta có các cặp (x;Y) = Ị J 4 1 (0;0),.B 1 Ị^;lj> C i^|; 3 jj 

Phương trình đường thẳng A 1 B 1 :2x = Y và c, e (A I B I ). 

Do vậy ta dự đoán được mối quan hệ này là 2 X = Y hay 2x = yJE - 2y 


Lòi giải. Điều kiện. 


x4 

4 

y4 
2 


Đen đây chúng ta có nhiều cách đe xử lý phương trình (1), chang hạn: 
Cách 1 . Đặt yj5-2y = a(a > o) =; 5 a 


Thay vào phương trình (1) ta nhận được 


/,2 . i\__ , (ĩ>-a 2 

+ 1 j X + -—- <JjU-u w^ox — L 


a = 0 <=> (8x 3 - a 3 ) + (2x - a) = 0 
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Cách 2. 

PT( 1) <=> (4x 2 +1) .2x = (5-2y + l) ự5-2y 

Xét hàm số đại diện f(t ) = ịt 2 + ljí , dễ thấy hàm đồng biến trên R, nên 


f (2x) = f ịyỊỏ - 2y j <=> 2x = ^/5 - 2y <=> t _ 5 _ 4 x 2 


X > 0 


Từ đó ta thay y = 


5 - 4x 


vào phương trình (2) có: 


X IX va V7 LU y — — V ca va 

4x 2 + Ị^l - 2x 2 J + 2^3 - 4x - 7 = 0 (*). 

Xét hàm số g(x) = 4x 2 + -2x 2 j + 2^3 - 4x - 7, X e Ịơ;^ j 

Có ể'(*) = 8x-8xí^-2x 2 1 — , 4 = 4xÍ4x 2 -3Ì — 7 =t <0 

{ J u J ự3^4x [ 1 ^4x 

Nên g(x) nghịch biến trên Ịo;^j, đồng thời ểỊ-“j = 0. Nên phương trình này 


có nghiệm duy nhất X = ^ . 

Suy ra hệ có nghiệm duy nhất (x; y) = í ì; 2 


Bình luận. 

Đe giải phương trình (*) ta có the sử dụng pp nhân lượng liên họp. vấn đề nằm 
ở việc tìm nghiệm của phương trình này (Xem phần Mục Lục). 


Bài toán 22. 



Giải hệ phương trình 

[(3y-7)ự3y-l =(3x-4)ự3x + 2 

(1) 

[Ự3y-l.ự3y-5=8x-12 

(2) 


Phân tích. 

Xét phương trình (1): 

+) Cho X = 0 => (3y-7)^yM = -4^ =i> y = 1 
Ta nhận được (x;y) = ^(0:1) 

+) Cho X = 1 =>(3y - 7)ự3 y -1 = s => y = 2 
Ta nhận được (x; y) = B 1 (l; 2) 

+) Cho X = 2=>(3y-7)ự3y-l = 2^=>y = 3 
Ta nhận được (x;y) = c, (2;3) 
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Suy luận và dự đoán. 

Phương trình đường thẳng A Ì B I :x-y + l = 0 và Cj e A 1 S 1 do đó ta dự đoán mối 
quan hệ giữa các biến là x-y +1 = 0. 


Lòi giải. Điều kiện 


_ 2 
X > -T 

3 


Từ phương trình (2) suy ra 8x - 12 > 0 <=> X > ^ . 


Đê xử lý phương trình (1) chúng ta cỏ nhiều cách. Chăng hạn: 
Cách 1. Đặtu = ^3y-l(u>2),v = ^3x + 2ịv>sỊĩ) 

Từ phương trình (1) cho ta 

u 3 -6u = V 3 -6v <i>(u-v)[u 2 +uv + v 2 -6^) = 0ou = v=>y = x + l. 


■u +v +uv-6> 0. 


Cách 2. (l)^>(3y-7) s j3y^ĩ = [(3x + 3)-7~\Ậ3x + 3ỹĩ 

Do y>^=>3y>5;x>^=>3x + 3>i^ 

3 2 2 

Xét hàm số đại diện f(t)=(t-l)sỊt-l , t> 5 
Tacó r(t ),JĨ=ĩ + ±d rr Ệ0 ĩ > 0,v<>5. 

Nên từ f(3y) = f(3x + 3)<^y = x + l 
+) Với y = x + 1 , thay vào (2) ta có ự3x + 2.yj3x - 2 = 8x -12 (*). 

___ ( /5' 

Đặt y3x - 2=0 Cí > Phương trình đã cho trở thàn 

oựo 2 + 4 = 8 ^ a + 2 ) -12 o 33/— + 4- + ^ = 8 ■ 

3 ỵ a a 3 a 2 

Hàm số / (o) = 3^— + + ^, nghịch biến trên ]Ị^> + 00 và/(2) = 0 

Suy ra phương trình (*) có nghiệm duy nhất X = 2. 

í X = 2 

Hay hệ phương trình đã cho có nghiệm Ị 

uy = 3. 


Bài toán 23. 


Giải hệ phương trình 


ịx + ^x 2 +4jị^y + ^y 2 + lj = 2 
27x 6 = X 3 - 8y + 2 
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Phân tích: Xét phương trinh (1): 

+) Cho X = 0 => y + sjy 2 + ĩ = 1 => y = 0 
Ta nhận được (. x;y ) = A, (0;0) 

+) Cho y = -1 => Ị-l + #)íx + sỊx 2 + 4 ) = 2 => X = 2 
Ta nhận được (x; ỳ) = B t (2; -l) 

+) Cho y = 1 => (l + s/ĩMx + TÕĨ7Ã j = 2 => X = -2 
Ta nhận được (x;y) = c (-2; l) 


Xí/>’ luận và dự đoán. 

Phương trình đường thắng A l B 1 : X = -2 y và C 1 £ A l B 1 nên ta dự đoán mối quan 
hệ đó là x + 2y = 0. 

Lòi giải. Từ phương trinh ( 1) ta có <=> X + \Ịx 2 + 4 = Ậ-2ỵf + 4 + (~2ỵj 
Hàm số f(t) = sịt 2 + 4 +1 đồng biến trên R nên (l) <=> X = -2 y 
Thế vào (2) ta có 27x 6 = X 3 + 4x + 3 <=> 3x 2 = ỉịx 3 + 4x + 3 
'£5' (x ++ ( X + — X 4- 4x 4- 3 4- \'X ’ 4- 4x 4- 3 (3) 

Xét hàm số g(t) = t 3 +t, t £ R =>g-'(í) = 3t 2 +1 > 0,vt e R . 

Suy ra hàm số gịt ) đồng biến trên R nên 

( 3 ) <=> X +1 = \Ịx 3 + 4x + 2 -a> 3x 2 — X — 1 = 0<=>X = — Q~~ 


Do đó nghiệm của hệ là (x;y): 


ị ị 1 - *JĨ3 -1 + n/hT 

1 • \ TT) -i-dũ)} 

il 6 ; 12 ỳ 

t 6 : 12 Jj 


Bài toán 24. 

Giải hệ phương trình 


+1 + v5x + 4 = 3xỵ - ỵ + 3 


(1) 

&7Ĩ7 + J i(X ' + Í +X,ì ^(z + ?) ( 2 ) 


Phân tích. 

Ta dễ dàng nhận thấy tính đắng cấp ở phương trình thứ (2) của hệ. vấn đề bây 
giờ còn lại là tìm hằng số a đe X = ay. 

Xét phương trình (2) : 

+) Cho x = l=>ự2y 3 +2 + ^^CtiZ±l = 2 + 2y: 

Dự đoán x = y. 


■y = 1 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


Lòi giải. Điều kiện 


1 

y > -4 

3 

4 

X > -2- 

5 


Nhận thấy (x; y) = (0; 0 ) là một nghiệm của hệ phương trình. 
Đe xử lý phương trinh (2) ta có nhiều cách : 

Cách 1. Do VT(2) > 0 => VP( 2 ) = X + ỵ > 0. Khi đó : 




Ì4(x 2 +y 2 +xy) 

sị2x 2 +2y 2 -(x + y) 

+ 

Ỷ - 3 '-(x+y) 


= 0 


<=> 


(*-ỳ ) 2 . ( x ~yỴ 

\ị2x 2 + 2ý 2 + X + y kịx 2 +y 2 +xỵ) 

i —3 - -+ x +y 

1 1 

ự2x 2 +2 y 2 +x + y /4 ịx 2 +y 2 +xy) 

]Ị -3—— + * + y 


X = y, do 


> 0, Vx + y > 0 


Cách 2. 


VT( 2) = ^(x + y) 2 + (x-y) 2 + Ậx + ỵj 2 + ( x ^ > \x + y\ + \x + y\ > 2(x + y) = VP( 2) 


Dấu “=” xảy ra •» i x y 

[x + y > 0 

Các 3. Đặt ị x + y Z ) V > 4p) . Kh i đó PT(2) trở thành: 

I y 




= 2 So 


s>0 

2S 2 +Ĩ6P „ 18 


3 =ms 2 -2p)ịs 2 -p) 


Ịs>0 

^ 116P 2 + 88 PS 2 - 23 s 4 =o'^ i 


Do khi s 2 =-~z~P '■ 
23 


S 2 >4P 

s 2 > -8 p' 


s>0,s 2 > - 8 p 

s 2 = 4P 

s 2 =-ịp 

23 


~-f-P>4P 

23 


o s 2 = 4P 


p< 0 


4 „„ p > 0 

—f-P>-8P 1 

23 


> p = 0 (Không xảy ra) 


+) Với X = y thay vào phương trình (1) cho ta: 

*JSx +1 + \Ị 5x + 4 = 3x“ — X + 3 

(xi 1 v 8x • 1 ) • (X + 2 - sjõx + 4) + 3(x 2 - x) = 0 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


<=>- 


X 2 -X X 2 -X „ / 2 \ _ 2 

—— V H-b _ +3X -x) = 0<íi>x-x = 0 

' +1 + v/3x + 1 X 2 + yịòx + 4 




Do » 

Vậy nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = Ị(0;0),(l;l)j. 


X = 0 
X = 1 


- 1 ,_ +- 1 , = + 3>0,Vx>-^. 

+1 + ■y3x + 1 X + 2 + v/5x + 4 3 


Bài toán 25. 


Giải hệ phương trình < 

Ịx 3 +y 3 =xy^2ịx 2 + y 2 ) (l) 


\ýyjx + Vx 2 -1 = 9(y - l)\f2x - 2 (2) 


tìm hằng số thỏa mãn X = ay. 

+) Cho x = l=>y 3 +l = yyỊ2 + 2y 2 =>y = 1. Từ đó ta suy luận rằng mối quan hệ giữa 
các biến là X = y. 

Lòi giải. Điều kiện X > 1. Từ phuơng trình (2) ta có: 

VT(2) > 0 => VP(2) > 0 => y > 1 

Đe xử lý phương trình (1) ta cũng có nhiều cách, chăng hạn: 

Cách 1. 


(1) «• xy 1^2 (x 2 + y 2 ) - X - yj + X 2 (y - x) + y 2 (x - y) = 0 

<=> — -{x-yf{x+y)=o 

^2(x +y ) + x + y 


■»(x-y) 5 



xy 

b 

2 (x 2 + y 2 ) 


+ X + y 


■-(x + y) 


= 0 


(x-y) 2 = 0 

xy = (x + y) 2 +(x + y)^2(x 2 +y 2 ) 

Chú ý là: 

xy = (x + yý +(x + y)^2(x 2 +y 2 ) -(x 2 + y 2 + xy) = (x + y)^2(x 2 + y 2 ) 

/V r ' r íx ^ 1 t ^ 

Không có giá trị \ thỏa mãn. 

Cácli 2 . Đặt X = ty (t > o) , ta có: 

x 3 (l + c) = íx 3 ^2(l + í 2 ) <»(l + í 3 ) = í^2(l + í 2 ) 

<=> f - 2 1 4 + 2í 3 - 2í 2 +1 = 0 «. (í 2 -2 1 + l)(c + 2í 3 + 1 2 + 2t +1) = 0 
<=> t = 1, do t > 0 
1 lay X = y. 
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Cách 3. 

(*•+/)(* + y)ỉy - 

~^f~Ậ x + yf ^2(x 2 + y 2 ) =xy(x + y)^2(x 2 + y 2 ), do x,y> 1. 

Hay X 3 + y 3 > xy^ịx 2 +y 2 ) 

Dấu “=” xảy ra <=> X = y. 

+) Với X = y, thay vào phương trình (2) cho ta: 

4\Ịx + \fx 2 -1 = 9(x-l)\/2x-2 < > 8ị.V • \,v ; ' -7j = 8l(x-l) 3 
Đặt x-1 = a[a > o), ta có: 81a 3 - 8a -8 = 8\ a ' + 2a 


o 2\Ịa 2 + 2a 3Va 2 + 2a - 4 + 81a 3 - 6a 2 - 20a - 8 = 0 


« 2 sỊa + 2a - 


a 2)(3a + 8) + /g a _ 2 ư 2 7a 2 + 16a + 4 ) = 0 

Jr, 2 + 9.n 4 - 4 v A ’ 


3 \I’cl + 2 CL + 4 

■»(3a-2) 2ựa 2 + 2a / 3a + 8 ) — + Í27a 2 + 16a + 4 ) =0 = ^ 

v 'L 3\ỊãFT2ã + 4 { 1 3 

Với a=^=>x = ^ 

3 3 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) = 

Bài toán 26. (Trích TSĐH - khối A năm 2014) 

___ |.v v 12 y./y(l2 x 2 )-l: 


Giải hệ phương trình 


Phân tích. 


/l2-y+ựy(l2-x 2 )=12 ( 1 ) 

- 8x -1 = 2 yfỹ - 2 ( 2 ) 


(x,yeR) 


• Với phương trình (2): Sau khi nâng lên lũy thừa, ta nhận đượ'c phương trình bậc 
nhất đối với ấn y, vậy nên ta sẽ không thế tìm được mối quan hệ nào nữa từ 
phương trình này. 

• Với phương trình (1). 

+) Cho X = 0 => yjl2y = 12 => y = 12 
Ta nhận được (x;y) = (0;12). 

+) Cho y = 0 => x^2 = 12 => X = SỈĨ2. 

Ta nhận được (x;y) = B 1 Ịa/Ĩ2;0Ị 

+) Cho X = 1 => *Jl2 — ỵ + sjĩĩỹ = 12 => y = 11. 

Tanhậnđược (x;y) = C 1 (l;ll) 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


+) Cho y = 1 => Xs/Ĩ T + \Jl.2 — x 2 = 12=> x = y/ĩĩ 
Ta nhận được ịx;y) = D 1 Ị'/ĩĩ;lj 

Suy luận và dự đoán. 

Thông thường (1) chỉ có thế được quy về tích các đa thức bậc nhất, hoặc không 
khả quy (do bậc của nó bằng 2). 

Vậy ta suy đoán đa thức bậc hai đó là gì ? 

+) Có thế nó không chứa nhân tử bậc nhất, do xuất hiện giá trị căn thức khi cho giá 
trị y = 0. 

+) Nó không là mối quan hệ giữa x 2 ;y 2 do không xuất hiện X = ±a hoặc y = ±a. 

+) Từ phép thử thứ hai và thứ tư, ta đoán rằng có thế mối quan hệ ta cần tìm là mối 
quan hệ giữa Ịy;x 2 ) 

Ta có (X = x 2 ;Y = y) = j(0;12),(l2;0),(l;ll),(ll;l)| . Viết phương trình đường 
thẳng, ta nhận được X + Y = 12 => X 2 + y = 12. (x = X 2 , Y = y) 


, , (ỉ 

Lời giải. Điêu kiện < 


ị2< y <12 

í-2>/3 <X<2S 

Đe xử lý phương trình (1) ta có nhiều cách , chang hạn : 

Cách ĩ. 

xẠ2-y+^Ịy{l2-x 2 )=12 

(x 2 - 2 xẠ2-y+12 - y) + Ịy - 2 ^jy[l2-x 2 ) +12 - x 2 j = 0 


« 


«• (x- Ậ2^) 2 + (Vỹ-= 0 o Ị 


= yjl2-y Jx > 0 
= Ậ2 -x 2 ^ịy = 12 - X 2 


Cách 2. 


„ fíỹ> —77/ x +l2 ~y 

2 „^VT( l)< 12 - + =12 = VP(l) 

IHĨĨIP) s ỉỉlĩzjf 2 2 

V V / AM-GM 2 

Chú ý là khi áp dụng bất đẳng thức AM-GM, từ 


\y>2 

ừ \ „^(l2-x 2 )>0 . 

Ịy(l2-X 2 )>0 1 > 


Dấu " =" xảy ra « 

Cách 3. 


ịx = Ạ2-y 
\\[ỹ = \il2-x 2 


XẶ2^ + ^{Ĩ2^)=12^X^ỊĨ2^ = 12-^{Ĩ2^) 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


» 


xỊl 2 -ựy(l 2 -x 2 )Ị >0 

X 2 (12 -y) = 144 - 2ếjyịl2 - X 2 ) + 3/(12 - X 2 ) 

Ịx(l44-12y + x 2 y )>0 Ịx >0 r =1: 

Ị(l 2 -x 2 )- 2 ^ 3 /(l 2 -x 2 )+ 3 / = 0 |(^-^ 12 -x 2 Ị =0 ịx >0 

Ịy(”l 2 -x 2 )> 0 ^( 12_x2 )- 0nêntaCÓ: M 12 ~ x2 ) = 'ỉỹ-'^-* 


y = 12 - X 2 


Cách 4. Ta có : 

xỤl2-y-x) + 


« X 






12 - X 2 - + y + X 2 -12 = 0 

x 2 +3 , ~ 12 ì , ỈZ ^-x 2 -ỵ ị 19 ụ n 

(y ’ 

(x s + y- 12) - 3, +1 - - ĩ 4/ —— =0 

^x + ự^-y ựl2-x 2 + xỊy ^ 

(x 2 +3/-12Ì - x + ^ 1 ~ J ~ X —— = 0 « (x 2 + 3/-12) = 0 

Do - x + , ^ 12 ~ X —— > 0 , xem chứng minh X > 0 ở Cách 3. 

x + Ạ2-y V 12-x 2 +77 

+) Với X 2 + 3 / -12 = 0 <=> 3 / = 12 - X 2 Thế vào phương trình (2) ta có : 


X - 8x -1 = 

r 


- X <=> x : - 8x — 3 - 2 K /10 - X 2 —11 = 0 


<=> (x — 3 ) 
X = 3 


X + 3x +1 + 


2(x + 3) 


V 


- X + 1 


= 0 


o 


x 2 +3x + 1+ ,~^ X ^ — = 0 Vx>0 (V2V) 

sỊũnẽ + l v ' 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x; y) = (3; 3 ). 


Bài toán 27. 


Giải hệ phương trình 


sJ2y -x+ yị2x -y + yịxỹ = 3 


( 1 ) 


x + y) +Ậx + l)(y + i) =2x + y + 1 ( 2 ) 


Phân tích: Xét phương trình (2): 

+) Cho X = 0 => Jy +1 = y +1 => ^ 

Lt = o 

Ta nhận được (x;y) = (0;0), Ạj(0;-1)Ị 
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Tư duy logic tìm tòi lòi giải Hệ phương trình 


+) Cho y = 0 => ^2x 2 + \Ịx +1 = 2x + l=> x = 0 
Ta nhận được (x;y) = A 1 (0;ũ) 


+) Cho x = 1^2^2(JĨĨ)=y + 3^y = ĩ 
Ta nhận được c, (l;l) 

+) Cho x = 2=>2Ậy + 2)+^3(y + ĩ)=y + 5^y = 2 
Ta nhận được (. x\y) = D 1 (2-,2 ). 


Phân tích và dự đoán. 

• (2) có bậc nhất do vậy mối quan hệ nếu có có the chỉ là bậc nhất. Từ các phép 
thử trên ta dự đoán x = y. 

• Chú ý. Khi thử các giá trị, chúng ta nên thử trên miền xác định của hệ phương 
trình đế tránh trường họp hệ đã cho là các bất đăng thức chặt làm phép thử vô 
nghiệm. 


Lời giải. Điều kiện ị 


2y-x>0 
2x + y > 0 
xy > 0 

2x(x + y) > 0 
(x + l)(y + l)>0 


Í2(x + ;y)-(x + ;y)>0 (x + y >0 fx>0 
\ xy > 0 \ xy >0 Ịy > 0 


2y - X > 0 

Từ điều kiện ■ 2x - y > 0 => < 
xy > 0 

Với điều kiện (*) ta có: 

VT(2) = ^2xjx7ỹ + ựx7ĩ.4ỹĩĩ AM < GM 2x + * + y + X + 1 + y + 1 =2x + y + l = VP(2) 


Dấu " =" xảy ra <=> 


’ AM-GM 2 
js/2x=^x + ỵ ^Ịx,ỵ>0 

\4xĩĩ = y fỹ+ĩ \x = y 


+) Với 


• \x = y 


x,y> 0 


thay vào phương trình (1) cho ta : 2\fx + x-3 = 0«x = l 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) = (l;l). 

Bài toán 27. (Thi thử chuyên Hưng Yên năm 2014) 

í(l-y)V**+2y* =x + 2y + 3xy (l) 
Giải hệ phương trình < __ 

[sfỹ + 1 + ^x 2 + 2 y- =2 y-x (2) 

Phân tích: Xét phương trình (1): 

+) Cho y = 0 => |x| = X (nghiệm đúng Vx > 0). 

Chụpg hỊ,.cộ ; .piột ; .phân .Ị.ự : qho ; p : ỊỊ : ươpg trịph ; (Ị) đó lặ;..y 
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+) Cho y = 1=>X = -^ .Ta nhận được (x;y) = Ị~ 2 ;1 ) 

+) Cho y = 2=> sjx 2 + 8+7x + 4 = 0=>x = —1 
Ta nhận được (x\y) = Tị (-1;2). 

+) Cho y = 3 => 2\[x*~ị-Ĩ8 =10x + 6 => X = —— 

Ta nhận được (x;y) = C 1 |^-ậ;3j 

Suy luận và dự đoán. 

Phương trình đường thẳng A 1 B 1 :y + 2x = 0 và C 1 e (A.ĩị ) 

Ta dự đoán một nhân tử nữa là (y + 2x). 

Vậy suy luận của chúng ta là phương trình (1) đưa được về dạng : 

[y 2 + 2xy).G(x;y) = 0 

Lời giải. Điều kiện y +1 > 0. 

+) Dễ thấy (x;y) = (ũ;ũ) không là nghiệm của hệ đã cho. 

+) Với (x;y) Ỷ (0;0), ta có: 

(l)o(l-y) ựx 2 +2 y 2 ~(x + 2y) - ( 2 /+ 4xy) = 0 


<=> 


( Ị r) ( 2 y• 4xy) 

sỊx* + 2 y 2 +(x + 2y) 


( 

< > ( 2ý' + 4xy) ■ - 

yẬ 2 +2y 2 +(x + 2y) 

r o . .2 I A — _ n 


+ 1 


= 0 


<=> 


2 ỳ + 4xỵ = 0 
-(x + y + i) = ^jx 2 +2y 2 
Với y = 0 , thay vào (2) ta có: 1 + |x| + X = 0 (Vô nghiệm) 
Với y = -2x , thay vào (2) ta có: 


^1 -2x + 3|x| + 5x = 0 


ox = 


-1-S 


Lúc đó (x;y) = ị 1 . 1+ ^ 


V 4 ' 2 y 


Với -(x + y + 1 ) = yx 2 + 2 y 2 , thay vào (2) cho ta : 

yỊỹ +1 = 3y + l<=>y = 0, tương tự như trên ta có 1 + |x| + X = 0 (Vô nghiệm) 
Vậy nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = í 1 + 
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Tư duy logic tìm tòi lòi giải Hệ phương trình 


Chú ỷ. Việc sử dụng cách ghép: <Jx? + 2 y 2 - (x + 2y) nhằm mục đích khử bậc nhất ở 
yp( 2 ) do nhân tử chúng ta nhận được có bậc 2. 


Bài toán 28. (Thi thử Toán Học 24h) 



(x + 1 ) Ị 3 y-X + 2 = x 2 + y 2 +1 

ỵx+y+2 x+y 

(1) 

Giải hệ phương trình < 


^Ịx + y - 1 + ^5 - 2x = 4xy - 12y + 7 

(2) 


Phân tích : Từ phương trình (1) : 

+) Cho X = 0 => 1——— = y + l=>y = 0 

ỵ y + 2 

+) Cho X = 1 => 2 J^ụ=^tl + l=>y = l 
]Ịy + 3 ỵ + 1 

+ 1 

-L\ ^ _ 1 


+) Cho X = -1 


Dự đoán : 


y -1 


+ l = 0=>y = -l 


x = y 


Lời giải. Điều kiện 


5 - 2x > 0 
X + y - 1 > 0 
3y - X + 2 > 0 

Với điều kiện x + y>l=> VP(l)>0 nên VT(l)>0=>x + l>0 


Lại có W>(l) = ĩ-tZ + l>ÍỊihị + l = í±r + l 


' x + y 2 (x + y) 2 

_1 Í4(x + l) 2 (3y-x + 2) ^ 1 |[2(x + l) + 2(x + l) + 3y-x + 2] 3 _ x + y + 2 
~2]Ị x + y + 2 ~2]Ị 27(x + y + 2) ” 2 

. .., ịx = y 

'ra 1 o , , „ <z> X = y 

1 ’ [2(x + l) = 3y-x + 2 


và VT(1) = ^ 

Từđósuyra(l)«| 2(í + i) _ % _^ + 2 «*-, 

Với x = y, thay vào (2) ta có y/2x -T + yỊE - 2x = 4x 2 -12x + 7 
»2(4* í -12* + 5) + ^ĩrĩí 2*- 5 t 


2x -1 + 2 


+ v5 - 2x 


-2x +2 


= 0 


- 2x ^ V 2x -1 
~ + 2 ự5-2x+2 


« ự(2x-l)(5-2x)^2ự(2x-l)(5-2x) + J^ỵ % + 
Vậy nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = 1 ^ 2 )’ 


= 0 o 


1 

X = — 
2 

5 

X = — 
2 
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Bài toán 29. (Thi thử Toán Học 24h) 

Giải hệ phương trình • 

Ụxy + x-y + 3^9-(x-yf =8^2 (l) 

sị2x-x 2 -x = ^2y-y 2 -3y (2) 


Phân tích : Xét phương trình (1) : 


+) Cho y - 0 => ịsỊx + 3 j \/9 — X 2 = 8\Í2 => X = 1 
Ta nhận được (x;y) = Aj(l;0). 

+) Cho X = 0 => (3 -y)^9-y 2 =8\Ỉ2=>y = —l 
Ta nhận được (x;y) = S 1 (0;-l) 

+) Cho y = 1=>X = 2 ,ta nhận được C 1 (2;l). 

Suy luận và dự đoán. 

Phương trình đường thẳng A Ì B Ì :x-y -1 = 0 và c, 6 (AịS,) ta dự đoán mối 
liên hệ giữa các biến là X = y +1. 

. i f0<x,y<2 

Lời giải. Điêu kiện <. 

[|x-y|<3 


Khi đó yỊxy + X = 4x-\[ỹ + ĩ < x + y + l 
Suy ra 

v r(l )<^^z±zjự 9 -(x-y) 2 =-^(x- y + 7)^2-8(x-yf < 

_ (x - y + 7) 2 + 72 - 8(x - yf _ 121 + 14(x - y) - 7(x - y) 2 
8 42 ~ 8^2 


128-7(x-y-lf _ rr TT „, . 

= -- 1 

Dấu " =" xảy ra <=> X = y +1 . Hay (l) <=> X = y +1 
Với y = X -1 thay vào (2) ta có phương trình : 


Ậ-y 2 -^y-y 2 +(2y-l) = 0^{2y-l) 


1 - 


Ậ-y 2 +sjzy-y 2 


= 0 






-y 2 =1 


+) Với y = ị=> 



+) Với Ậ-y 2 +yj2ỵ-y 2 =l^(2y-y 2 ) = l-2Ậ-y 2 +(l-y 2 ) 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


r - T (y = 0 

<*l-y = Ạ-y <=> 

_y = 1 

Thử lại ta thấy y = 0,y = l là các nghiệm của phương trinh trên. 

=>(x;y) = {(l;0),(2;l)}. 

Vậy nghiệm của hệ phương trình đã cho là (x;y) = j(l;0), (2;l), 1^2’ 2 ]!' 

Chú ý. 

Khi giải phương trình / + >/ 23 ^" -y 2 = 1 bằng phép biến đổi hệ quả như 
trên thì việc thử lại nghiệm là cần thiết (đế tránh trường họp phương trình hệ 
quả có nghiệm ngoại lai). 


Bài toán 30. 





(4x + sỊỹ) - 

V - ' 

1 1 

-T—+ ĩ =2 

(1) 

Giải hệ phương trình < 

Jx + :i.v sỊy + 3x ) 



- \ 2.V 

4 

-3 -ịỊỹ-ĩ 

(2) 


Phân tích và dự đoán. 

X = 0 —> y = 0 

Từ phương trình (1) lần lượt cho các giá trị ị X = 1 ->■ y = 1 ta dự đoán mối quan 


[x = 2 ->■ y = 2 


hệ giữa các biến là x = y. 

í > 3 

Lời giải. Điều kiện \ 2 


Ta có 

\fx < lị x + 

_ ựx + 3 y 2.{x + y x + 3 yj_ + lị x | 3'ị , g v 

Jỹ_ ^ 1 ị 1 2 y ) ^^x + 3 y~ 2 {x + y 2 ) 

yjx + 3y _ 2^2 x + 3y) 

Hoàn toàn tương tự cho ta + ẩEr < 4 — +ậì ( 4 ) 

ựỹĨ3x 2{x + y 2 ) v 7 

Lấy (3)+(4) theo từng vế cho ta : 

VT’(l)<ìf^^ + ^ì + ẻf^^ + ềì = 2 = VP(l) 

v ’ 2 {x + y 2 ) 2[x + y 2 ) v ’ 

Dấu " =" xảy ra <=> X = y . 

Với x = y thay vào phương trình (2) ta được: 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


-Ỵ- + V2x •') \ X 1 - 0 

Xét hàm số: f(x) = + \ 2.V 3 - '<ỉx-l Ịx > ^ j, ta có: 


f'(x) = - + - 
4 


1 1 3 , Ấ 

, - - ==== > 0, Vx > . Suy ra f(x) đông biên, mà f (2) = 0 

2.V 3 2 y ’ 

Nên phương trinh (*) có nghiệm duy nhất x = 2. 

Từ đó suy ra ịx;y) = (2;2) là nghiệm của hệ đã cho. 


Bài toán 31. (Thi thử Toán Học 24h) 

(x + 5y-4)sjx^ỹ ĩ = 2xy-2y (l) 


Giải hệ phương trình 


y-jx-l+3yjx-y 2 =2 x + y (2) 


Phân tích. 

Xét phương trình (1): 

+) Cho x = 0 =ỉ> (5y - 4) yỊ-y 2 = -2 y => y = 0 
Ta nhận được (x;y) = A 1 (0;0). 

+) Cho y = 0 => (x-4)\/x = 0 => 

\_x = 4 

Ta nhận được (x;y) = B 1 (4;0). 

y = ±1 

+) Cho X = 1 => (5y - 3)Ậ-y 2 = 0 => 3 

y = — 

L 5 

Ta nhận được (x;y) = Ịc i (l;l),C 2 (l;-l),C 3 Ị^l;|j| 

+) Cho y = 1 => (x + T)yỊx-l = 2(x -1) => X = 1 
Ta nhận được (x;y) = C 1 (l;l) 

+) Cho y = — 1 => (x — 9Wx — 1 = 2(1 — x) => 

x = 5 


Ta nhận được (x;y) = |C 2 (l;-l),2? 1 (5;-l)Ị 

Suy luận và dự đoán. 

• Nhận thấy từ các điếm A Í ,B 1 ,C 1 ,D 1 chúng ta không thiết lập được mối quan hệ 
bậc nhất nào. 

• Trong phương trình (2) chứa yjx - y 2 nên chúng ta nảy sinh ý nghĩ, có thể là 
mối quan hệ giữa nó với các biến x,y. 

:^ỊhÌ ặÓ cệ^cóặệê a.£ỷ :ị:ị;ị. ;ị;ị:- ;ị;ị;ị 


451 




















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


+) Điểm Ay e (*) => c = 0 



+) Điếm E 1 e (ồ), nên ta dự đoán mối quan hệ giữa các biến là : 


2 ■sỊx-y 2 =x + y 


Lời giải. Điều kiện 


jx > 1 


(l) <=> (x + 5y-4)ị2^x- y 2 -X-yj + (x +y) 2 -ế(x-y 2 } = 0 

(x + 5y - 4) Ị 2 Ậ-y 2 - X - - ị^sỊx -ỹ + X + y jỊ 2 yịx-y 2 - X - = 0 


<=> 


<=> 


Ị2 sjx-y 2 - X - yỊỊềy - 4 - 2 yjx - y 2 j = 


= 0» 


2 - y 2 =x + y 


_yjx-y 2 =2y-2 

+ Với 2 yịx - y 2 = X + y, kết hợp với (2) cho ta hệ : 

j 2 4 x ~ỳ 2 =x + y ^ ịzyjx-y 2 =x + y 

[y*Jx -1 + 3sfc-y 2 = 2 x + ỵ [2y^Ịx -1 =x-y 


<=> 


x + 3/>0,(x-y)y >0 
X 2 + 5 y 2 + 2xy - 4x = 0 <=> <Ị 

X 2 + 5 y 2 - 2xy - 4xy 2 = 0 


x + y>0,(x-y)y>0 


X > l,x > ỷ 

.2 


oi 


X = - 


5 -^5 
2 

^0-1 


X + 5 ỷ + 2 xy -4x = 0 
4x[y-ĩ-y 2 "j = 0 

+) Với \jx-y 2 = 2y - 2 , kết hợp với (2) cho ta hệ : 

Ux-y 2 =2y -2 ( 3 ) 

\ysfx - 1 + 3yjx -~ỹ =2x + y (4) 

Từ (3) ta có y> 1. Áp dụng BĐT AM-GM, ta có : 

VT( 4 )< — + * —— + ‘^ịx-y 2 + ì} = 2x + l-y 2 <2x + l<2x + y,\/y>l 

í(3) 

Do đó hệ V ' vô nghiệm. 

K 4 ) 

Vậy nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = ( — —ỳj— > ^ ~ - ì ■ 
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Cty TNHH MTVDWH Khang Việt 


Bình luận. 

Nếu đặt 


x-y =a 


x = a 2 + b 2 


Khi đó từ phương trình (ỉ) ta nhận được: 


(a 2 + 6 2 + 56 -4)a = 2(a 2 + 6 2 )6 -26 <=>(26 -a -2)(a 2 -2a + b 2 + 6) = 0 
2b-a-2 = 0—> Jx - ~ỹ =2y-2 


|_a 2 - 2a + 6 2 + b = 0 -> x + y = 2sjx - y 2 

Bài toán 32. (Thi thử Toán Học 24h) 

(x -ì)yjx- y +1 + (x -y)^x + 3 = 3x - 2ỵ- 1 (l) 

Giải hệ phương trình ị 1 T _ , 


y + 1 - - + sjy + x 2 -x 3 = Ux 2 + 3) 


Phân tích. 


Nhận thấy, nếu đặt 


v ^ (a,b>0) ta có thế đưa (1) thànhphương trình 

yjx + 3 = ồ 


hai ẩn chứa đa thức bậc cao : (a -2)6 2 + (a 2 - 4)6 - (a 2 + a - 6) = 0 (*) 
Bằng suy luận và dự đoán ở mục II. 

a = 2 

Khi đó (*)«(a-2)(6-l)(a + 6 + 3) = 0<=> 6 = 1 

a + b + 3 = 0 


Lời giải. Điều kiện 


x-y + 1 >0, X + 3 > 0 


X # 0, y +1 - — >0, y + X 2 - X 3 >0 


X-y + 1= a 


\Ịx + 3 = b 


(a,6 > o) . Thay vào phương trình (1) cho ta : 


(a-2)ò 2 + ịa 2 -4jb-ịa 2 + a-6) = 0e>(a-2)(6-l)(a + 6 + 3) = 0« 6 = 1 

a + 6 + 3 = 0 

+) Với a = 2=>ị x = ] 

ừ = l 

+) Với 6 = 1 =>X = y, thế vào (2) cho ta: Jx + 1~ — + 4x + X 2 -X 3 = i(x 2 + 3) (*) 

Ta có: VT(*) = +1 - - + |x| ^Ị- +1 - X < ^2 (x 2 + 1) 

Lại có VP(*) = ^(x 2 +3) = ^(x 2 +l) + 2j > ^2^2 (x 2 +l)j = ^2(x 2 +1) 
ịị;ỊỊỊ)ạỊỊỊjÌf ! = PịịịXãy;Ịì& -ÍỆịSppỵ ±Ịịịịị:: ; ị|ịịị .tỊịịịi+iịịị::. llịịị. ; ịị;p' ịịịịịị ị:ị:j:+:+:; :+:ị;ị:ị:* + 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Bình luận. 

• Đe xử lý phương trình (*) ta cỏ thế đánh giá trực tiếp băng cách sử dụng BĐT 
AM-GM như sau: 


l + x + l X H-b 1 — X 2 , q 

VT(*)= Ịx ■ lĩ-n J f X - 1 X - ——*+ -*-- = HJ2P = vP(*) 

w V X 1 'V* am-gm 2 2 2 w 

Ta cũng có thế dê dàng đưa phương trình (ỉ) về dạng tích mà không cần sử 
dụng đến phép đặt ấn phụ: 

(l) <=> [x - l)yjx - y + 1 - [x -1) + (x - y)sỊx + 3 - 2(x -ỵ) = 0 

<=>(■*-1) = + (x-y) = 0 

Jx-y + 1+1 J sỊx + 3 + 2 


ĩ + i + ^ / _ +2 j = 

Bài toán 33. (Thi thử Toán Học 24h) 

ịx 2 + xẠ + y =Ậ-y 2 +1-y (l) 


= 0» 


Giải hệ phương trình 


Phân tích. 


4x sỊl - 2x 
. y 1 -y 


= 3S 


Phương trình (1) chứa hai căn thức Ạ + y và Ạ-y đế đưa (ỉ) về phương 
trình chi chứa một căn thức ta sử dụng phép đặt ấn phụ: 

Đặt ị Ị —— . Lúc đó (1) trớ thành: a 2 + a\Ị 2 - b 2 = ò%/2 -b 2 +b 2 


1-^ LI V 1 Ị — . nI/ 1 1 / V! Ky V I II^KI III. KJỤ I uỵu Ư — Ky \ị j—i Ky I Ư 

\^ r ỹ=b 

Đen đây ta có thế hoàn toàn nhìn thấy nhân tử mà không cần sử dụng đến phép 
thử nào. 

-l<y<l 

Lời giải: Điều kiện 1 y + 0 

1 - 2x 2 > 0 


- y = b 


ịa 2 + a^2-b 2 = W2-ò 2 +b 2 (3) 


Hệ phương trình đã cho trở thành 


Ta có: 


4 a 4l - 2à 


= 3m§ (4) 


(3) <=> (a -ố)(a + ò) + a/2-6 2 (a -b) = 0 <=> (a - ò)Ịa + b + \ 2 /r Ị = 0 (*) 
Lạịcó Jb + ^2~trJ = 2bj2 Jr + 2 > 2, V6 e|0;^Ị=> bjỷị-b 2 ặ V| 
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Do đó a + b + y'2 - b 2 > —+ *J2>0 nên (*)<=> a = b 

sỊ2 

Với a = b, thay vào (4) cho ta: 


4 b V 1-2 

1 -b 2 + ĩf 


4 b 2\/l-26 2 _n t*\ 7 ( n. 1 

<=> - , 2 + -— 1 — ~Z 7 ĩ\=Ĩ"Ịĩ> (*) , b e 0;^= 

1-6 l-(l-26 2 ) w L V2 


Xét hàm số f[t ) = - t , í e[0;l) ta có: /'(í) = 1 + ^ > 0, Ví e[0;l) 

t ( 1_í j 

Suy ra hàm /(í) đồng biến trên íe[0;l) , suy ra hai hàm f(b) và /'ịVl - 26 2 
đồng biến. Do đó 4/(6) + 2fUl-2b' 2 ] cũng đồng biến, đồng thời 


4/Ị^j + 2/’Ị^j = 3^ , nên (*)o 


.R 1 


. r- 26 =# 

Từ đó ta tìm đuợc nghiệm của hệ phuơng trình đã cho là ịx:y) = Ị^=;^j 


Bài toán 34. 


Giải hệ phuơng trình 


Phân tích và dự đoán. 


3 (y 2 - 4 + ịỊy 2 + 5 + X 3 = 1 


\/x + 3 + ryj = y 4 + X 2 - 5y 2 + 7x +12 (2) 


Từ phuơng trình (2), đặt <V XH ~ 3 a ta sẽ có: 

\y = b 

(a 4 -2a 2 ò 2 + 6 4 ) + (a 2 -2aò + ò 2 ) = 0 <=>(a 2 -ò 2 ) 2 + (a-ò) 2 = 0 oa = 6 
Lời giải. Điều kiện X > -3 Ta có: 

(2) Ci> (y 4 - 2y 2 x + x 2 ) + (y 2 - 2 ysỊx + 3 + x + 3^-6ịy 2 - x) + 9 = 0 

«• {y 2 - X - 3) 2 + [y - %/x + 3) 2 = 0 <z> Ị 3 ' = <» <K“ 0 

v ' v ' [y = 4x + 3 |y = * + 3 

í _|_ 3 

Với thay vào phuơng trình (1) ta đuợc : 


\lx-l +>/x + 8 +x 3 -l = 0<íi> OỤx -1 +1 j + íựx + 8 - 2 ) + X 3 = 0 

<=> , — — + -+ x = 0<=>x = 0 

ỉl(x-l) 2 — ịỉx — 1+1 àx + 8f +ĩjx + 8 + 4 


.^'ạỵ.^ghị.ộ.ỊTi ọ.ỊÍ.a hệ. : pỊiương.trìn|i. đã ; <;Ịr : p : là (x;jỵ). = ............... ..... 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Bình luận. Khi một phương trình nào đó xuât hiện một hay nhiều nhị thức bậc 
nhất trong căn thức thì việc sử dụng ân phụ đê đưa phương trình vê đa thức bậc 
cao giúp chủng ta nhìn được môi quan hệ giữa các biến một cách tường minh 
hơn việc sử dụng các phép thử. 

Bài toán 35. 

, . , , (.V V)\ 1 .V • 2.V x Ịv = 2(.V • V) (1) 

(iiải hệ phương trì nh \ __ 

\2(x-y-l) = Ặ4-x)y (2) 

Phân tích. Phương trình (1) có các căn thức chứa nhị thức bậc nhât nên ta có thê 
sử dụng ẩn phụ để chuyển biểu thức chứa căn về đa thức bậc cao. 

/ị _— ữ , , 

_L [a,b> 0) . Khi đó ta hoàn toàn đưa (1) vê dạng tích băng cách sử 

4ỹ= b 

dụng các phép thử như đã nêu ở mục A.1I 

_ fv>0 __ ị\ị4-x = a, , . 

Lòi giải. Điêu kiện ị . Đặt ị (a, b > 0) 

1^4 1^ = 6 { ’ 

í(a + 2)(a + b - 2)(a + b + 2) = 0 
Khi đó hệ phương trình đã cho trở thành ị , 

1 s [2(3-a 2 -6 2 ) = aò 


\a + b = 2 

a + b = 2 

ị , ,2 <=> • 

2 <=> 

|2(a + ò) -3ab = 6 

ab = — 

3 


3 + yỈ3 3 -y/3 

-_ —, 0 = --— 

3 3 

3 - # 7 3 + -73 

- 0 =- —— 

3 3 


Thay trở lại ta tìm được nghiệm của hệ phương trình đã cho là 

^ 8 - 273 . 4-2731 {8 + 273.4 + 273 ^ 


{x;y) = - 


NHẬN XÉT. 

o Trong quá trình giải toán, nếu không bị khống chế vể mặt thời gian chúng 
ta nên thay mối quan hệ giữa các biến X, y vừa tìm được vào phương trình. 
Neu phương trình nghiệm đúng vói mọi x,y thì dự đoán của chúng ta là 
chính xác. 

o Trong xu hướng ra đề thi theo các cấp độ: nhận biết, thông hiểu và vận 
dụng. Tôi dự đoán giáo viên ra đề thỉ sẽ thích sử dụng các hệ phương trình 
ở mục này hơn bởi nó quyết được một so vấn đề sau: 

o Quen thuộc với đại đa so học sinh. 

o Có thế dễ dàng tách hệ phương trình đã cho thành hai (hay nhiều) hệ 
phương trình mới chứa những ý đồ khó dễ khác nhau đế kiếm tra kiến thức 
và kỹ năng của học trò. 
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B. HỆ PT KHÔNG CÓ MÓI QUAN HỆ GIỮA CÁC BIÉN TRÊN MỘT 
PHƯƠNG TRÌNH. 

Khi chúng ta giải toán có thế bắt gặp rất nhiều hệ phương trình không chứa 
mối quan hệ giữa các biến trên một phương trình , điến hỉnh như Hệ giải được 
bằng phương pháp đặt ấn phụ. 

ơ mục này chúng ta sẽ làm rõ thêm những hệ nào không chứa mối quan hệ giữa 
các biến và cách giải quyết chúng như thế nào ? 

Sau đây tôi xỉn nêu 3 cách thông thường đê xử lý lớp những hệ phương đã 
nêu: 

I. Sử dụng phép đặt ẩn phụ. 


Bài toán 1 . (Thi thử Toán học 24h) 


Giải hệ phương trình < 

11 2 

']x + 2 yjy -1 sjx + y 

(1) 


X 2 + y 2 + 4xy - 4x + 2y - 5 = 0 

(2) 


Phân tích. 

• Chúng ta dễ dàng kiểm chứng các phương trình (1), (2) không thể đưa về dạng 


tích (có nhân tử). 

• Do phương trình (1) chứa căn thức, vậy nên ta sẽ sử dụng các phép thử làm cho 
các giá trị trong căn thức chính phương: 

[(!)->-j=i= = l 

+) Cho X = —1 ta có: ị sỊy-1 

(2)->(y-lf=l 

í(l)-> 1 =1 

+) Cho y = 2 ta có ( s/x + 2 

(2)->(x + 2) 2 = 1 

Chúng ta dễ dàng nhận ra sự giống nhau khi thử các giá trị ngẫu nhiên, từ đó 
suy đoán của chúng ta là hệ phương trình được xây dựng dựa phép đặt ẩn phụ 
để che giấu ý đồ giải toán. 

X > -2 

Lời giải. Điều kiện • y > 1 

x + y>0 


Hệ phương trình đã cho được viết lại thành 
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Tư duy logỉc tìm tòi lời giải Hệ phương trình 




(a,b > 0) ta có hệ 


a + b - 2 ịa — 2 — b 

a 4 + ò 4 =2^ j(2-ò) 4 +6 4 =2' 


T ,, , , . ... . .V • V - .V • 2 íy = 2 

VỚI a = b = 1 thay trở lại ta có < <=> < 

[x + y = y-l [x = -l 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) = (-1;2). 


Bài toán 2. (Thi thử Toán học 24h) 

, „ , . , , ịx 2 + y 2 + y = 28 


Giải hệ phương trình 


j2xy + x- 3- ^jx-y=x-y + 3 (2) 


Lời giải. Điều kiện I 


X - y > 0 
2xy + X - 3 > 0 


Hệ đã cho được viết lại thành ị^ x + ^ 2x y + x )^( y x ) 28 

Đặt y 2 yT*- 3 ’ a (a,b i 0) ta có hệ \ b '*ỲÍ’T 
1 4 X —y = b 'Ịa-6-6+3 

íò 4 + ò 3 + 3ò 2 +36-8 = 0 f(ò-l)(ò 3 +26 2 +5ò + 8) = 0 (6 = 1 
[ư = 6 2 +ò + 3 Ị a = b 2 + b + 3 Ịa = 5 

ía = 5 ,_ , . . , , „ (2xy + x = 28 x = 4;y = 3 

VỚI < thay trở lại ta có hộ '1 <=> 7 9 

L l a L 2 2 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x;y) = 2 )’ 


Bài toán 3. 


Giải hệ phương trình 


( 2x + y - l)ịyjx + 3 + \Ịxỹ + -Ịx j = 8 \fx (1) 
{Jx + 3 + t/ỹỹT + xy = 2x(6- x) (2) 


Lời giải. Điều kiện \ x 0 

ừ>0 

• Trường họp 1. x = 0, suy ra hệ đã cho vô nghiệm. 

• Trường họp 2. X # 0, ta viết lại hệ phương trình đã cho thành 

(2x + y-l) + -Ịỹ +1 j = 8 


rì I \2 

ìị* ~ I y/ỹ • (2x I y • 1) = 11 
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2x + y -1 = a 


ị x + 3 (h > 0) hệ trên trở thành 

í“ ( ^ 1) :f«í (u “ 01,(6 + ỳ 9 « í 6 : V(, * <0) 

[a + 6 2 -ll Ị a = ll-6 2 [a-2 


Thay trở lại ta có 


2x + y = 3 


X + 3 


3 

2x + y = 3 

— o < 
2x = 3 

(l-ự3-2x) + 

f 2- l x + 3 ì 

l V * J 


= 0 


<=> 


2x + ỵ = 3 

2(x-l) 3(x-l) 


1 + XỈ3 — 2x 


2x + x 


= 0 »< x \ (do X > o) 
X + 3 b = l 


X 


Vậy nghiệm của hệ phương trình đã cho là (x;y) = (l; 1). 
Bài toán 4. (Thỉ thử Toán học 24h) 

sịx 2 + 6 + 2^y 1 + 3 = 5-x + 2y (l) 


Giải hệ phương trình 


K\JỊx 2 + 6 -+ 3 = X 2 + y 2 - 2 (2) 


Lời giải. Ta viêt lại hệ phương trình đã cho thành 

ị\Ịx~ + 6 + xỊ + 2 ị\fỹ + 3 — = 5 


Ụx 2 + 6 + x) + 2 Ụy 2 + 3 - = 5 

x^x 2 +6 -x^-yỤy 2 +3 +yỊ 




= -2 


6x 3y 

^x 2 +6 + x yịy 2 + 3 - y 


= -2 


Đặt 


\ix 2 +6 + X = a (a > o) => %/x 2 + 6 = a- x=>x 2 +6 = a 2 -2ax + X' 


2 a 2 - 6 

=> X = - 


\Jy 2 + 3 - y = b (b > 0) => \fỹ-+3 = ò + y=>y 2 +3 = 6 2 + 2by + y 2 => y = 


2a 

3-6 2 

26 


(*) 


_. ,, a = Vx 2 + 6 + X > |x| + X > 0 

(Để ý là J ~__z ) 

[ố = sỊy 2 + 3- y>|y|-y>0 

Ta có hệ phương trinh 


a + 26 = 5 


,0 + 26 = 5 

6(a 2 -6) 3(3-6 2 ) 

«• ( 

■ = -2 

3 I4=13- 

[ 2a 2 26 2 


la 2 6 


a = 5 - 26 


(5-2 b) 


2 V= 13 " 


1 a = 2 

i‘-I 

0 = 3 
6 = 1 


0 = 2 

+)Với < 3 thay vào (*) cho ta 

6 = "7 
2 


1 

X = - — 
2 

1 
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+) Với \ a 3 thay vào (*) cho ta I x 2 

[y = 1 


Thử lại ta thấy, nghiệm của hệ phương trình đã cho là (x;y) = jj. 

II. Sử dụng đánh giá trên cả hai phương trình của hệ. 


Bài toán 1 . (Thi thử K2pi.Net. Vn) 


yjx-l+2^y + l=y + ^~ (1) 

Giải hệ phương trình < 

x-1 , y + 1 _1 /„N 

yỊy + 1 + l ựx-1 + 1 3 w 


Phân tích. 

• Đặt I = a (a, b > o) và đưa hệ phương trình về dạng 
iv. v • 1 - 


a + 2 6 = 6+2 (3) 

‘-^- + -^ = 1 (4) 

Ta nhận thấy tính đối xứng ở phương trình (4) nên sẽ dự đoán a = b = ì 
Từ đó ta sẽ đánh giá phương trình (3) như sau: a + b = ịb-^\ + I=>a + 6>1 


Ta cần đánh giá ở phương trình (4) đế đạt được a + 6 < 1 . 
Lời giải. Điều kiện \ x - 1 

ừ>-l 


Í J X - 

T_ _ (a ,6 > 0 ) .Hệ phương trình đã cho trở thành 

4 y +1 = b 


a + 26 = 6 2 + - 
4 

a 2 6 2 1 


[6 + 1 a + 1 3 v ’ 

Từ (3) ta CÓ a + 6 = ^6 2 -6 + ^-j + l<=>a + 6 = |^&-ij + l=>a + 6>l(*) 

Từ (4) ta lại có: i = a + ^ => 3(a + 6) 2 -ịa + 6)-2 < 0 

w 3 6 + 1 0 + 1 (a + 6) + 2 ; ; 

<=> (a + 6 -l)(3a + 36 + 2)<0<=>a + 6<l, do a.b> 0 (**) 
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, [(3) ,. 1 

Từ (*) và (**) suy ra hệ phương trình \ tương đương với: a = ồ = 7 - 


Do vậy hệ PT đã cho có nghiệm (x;y) = 



Bài toán 2. (Thi thử Mathlinks. Vn) 


Giải hệ phương trình 


Phân tích. 


(x-y-ĩ)^2(s-y 2 ) = 2-xy ( 1 ) 
yyỊ 5-x 2 =x-ỵ-4 ( 2 ) 



. . . . (x - y -1) = ./2(3 - y 2 

Ta đoán được nghiệm (x;ỵ) = ( 2 ;-l) khi đó : ị V v 


y = -yo - X 


Nên ta sẽ sử dụng đánh giá ở phương trình (1) và sử dụng phân tích thảnh hằng 
đẳng thức ở phương trình ( 2 ). 


Lời giải. Điều kiện 


3 - y 2 > 0 
5 - X 2 > 0 


Áp dụng BĐT ab < a , Va. h e R . Từ phương trình (1) ta có: 

2-xy = (x-y-l)ự2(3-y 2 )< ^~ 3, ~ 1 ^ +6 ~ 23/2 => (x 2 -y 2 ) -2(x -y) + 3 > 0 ( 3 ) 
Từ phương trình (2) ta lại có: 

(2)<=>Ịy + ự5-x 2 j =-(x 2 -y 2 ) + 2(x-y)-3 
=>(x 2 -y 2 )-2(x-y) + 3<0 ( 4 ) 

Từ (3), (4) suy ra hệ đã cho tương đương với 


x-y-l=. 


y = -vo - X 


X 2 -y 2 -2(x-y) + 3 = 0 


X 2 = 5-ỵ 2 
x-ỵ = l + Jẽ-ì 


y = -1 


r ' v [(6-2/)-2#ri7 = 0 

Vậy nghiệm của hệ phương trình đã cho là (x;y) = ( 2 ;-l). 



© Bài toán 3. 


Giải hệ phương trình 


(4y - 2) 4x - 1 + 2yự3y - 2 = y 2 + 3y ( 1 ) 
(4y + x-3) 3 =27y(2-y) ( 2 ) 



íx > 1 

Lời giải. Điều kiện ị 2 
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Từ phương trinh (2) ta có: 

(4y + x-3ý =27(2y-y 2 ) = 2ĩịl-(y-lý-ị<2ĩ^4y + x<6 (*) 

Lại có: 

(l)^y 2 +3y = (4y-2)4x^ĩ + 2y^3y-2<(4y-2)4x^ĩ + (y 2 + 3y-2) 

=>{2y-ì)4x^ĩ>lol<(2y-ìf (x-ì), do y>^ 

ổ 

Suy ra 

>-1 = 0 

Từ (*) và (**) ta có hệ đã cho tương đương với < y Ị-L —_ <z> j x = 2 

y = s j3y-2 4 = 1 

2y-1 = x-1 

Thử lại ta thấy nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = (2;l). 


Bài toán 4. 



Giải hệ phương trình 

1 (X - l)sjy - 2 + 4 - l)4x + 2=5 

(1) 

ỊlOx 2 + 5y 2 - 12xy -x-y = 8 

(2) 


, Ịy> 2 

Lòi giải. Điêu kiện \' 

[x>-3 

Từ phương trinh (1) ta có: 


b = (x-í)4^2+(y-í)4TĨ2< ^ 2 + ( y 1 ) 2 +t x + 2 ) 

=>x 2 + y 2 -(x + y)-8 > 0 (3) 

Từ phương trinh (2) ta lại có: 

10x 2 + 5y 2 - 12xy~x-y = 8<=>x 2 +y 2 -(x + y)-8 = -9x 2 + 12xy-4y 2 
<=> X 2 + y 2 - (x + y) - 8 = -(3x - 2y) 2 < 0 => X 2 + y 2 -(x + y) -8 < 0 ( 4 ) 

x-1 = sfỹ - 2 

Từ (3), (4) cho ta hệ tương đương với - y 1 = ^ x + 2 <=> 

3x - 2y = 0 

X 2 + y 2 - (x + y) - 8 = 0 

Vậy nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = (2; 3 ). 


X = 2 

y = 3 
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Lời giải. Điều kiện • y > -1 

3x - y - 4 > 0 

• Trường hợp 1. x + ỵ = 0 hệ đã cho trở thành 

[ \f2x — 2 + J2y + 2=0 fx = l 


ị -J2x — 2 + \Ịĩỹ +2—0 Ịx = l 

\(y + l)px-y-4=0^{y = -l 


Trường hợp 2. X + y > 0 ta có: 

PT( 


1 \Ht7TT + \ : , .7 = * - 3y 
V * + y V x + .y 

(3) 

y x + y y x + y BCS V ^ x + y ĩ + y J 


Lại có: 

PT(2)«^rr = J 3 x ~f~ 4 ’ do y 4-1 

y +1 V X + y 


2y + l _ 3x-ỵ-4 < lị 1 | 3x-y - 4 ì _ 2x-2 


y +1 Y X + y am-gm 2 ^ x + y J X + y 
<=>(2y+ l)(x + y) < (2x-2)(y + 1) <=>x-3y > 2 y 2 + 2 =>x -3y > 2 (4) 


X 

-1 

y_ 

X 

+ y ~ 

X 

3 

-y- 

4 


x + y 


y 

= 0 


X 

-3 y- 

= 2 


= 1 o 



Kết hợp (3) và (4) suy ra hệ đã cho tương đương với 


Vậy hệ phương trình đã cho có các nghiệm (x;y) = Ị(l;-l), (2;0)1. 


© Bài toán 6. (Thi thử Toán học 24h) 

Í4xy + x + 4J(2-x)(y + 2) =14 (l) 

Giải hệ phương trình < * 

[x 2 + /+2x-1 = 0 (2) 


Lời giải. Điều kiện (2-x)(y+ 2) > 0 

Từ phương trình (2) ta có: 2 = (x + l) 2 +y 2 >2(x + l)y=>y(x + l)<l (*) 
đồng thời 2 = (x +1) 2 + y 2 => |y| < %/2 => y + 2 > 0, kết hợp điều kiện xác định suy 
ra 2-x > 0. Do đó từ (1) cho ta: 

14 - 4xy - X = 2ự2-xÍ2ựy + 2) < (2 - x) + 4(y + 2) => y (x +1) > 1 (* *) 
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Lời giải. Điều kiện J x 1 
• Từ phương trinh (2) : 

X 2 + 4y - 4 = X.2yfỹ - 1 + y.2\[x - 1 < 


x 2 + 4y - 4 y 2 + 4x-4 


<=> x + ^ y —— < — + ^ X —-<=>x 2 - y 2 + 4y - 4x <0 o(x-y)(x + y - 4)<0 (*) 


Từ phương trình (1) : 

\fx + y - 2 = ^x 2 + y 2 - ^xy + y 
x + y-4 _ x(x-y) 


x + y 4 -= , X ^ -— y => {x-y)(x + y -4)> 0 (**) 

sjx + y + 2 Jx 2 + y 2 + Jxy + y 2 


Suy ra hệ đã cho có nghiệm khi và chỉ khi ị y = 2-s/x-l <=> X = y = 2 

(x-y)(x + y-4) = 0 

Vậy hệ đã cho có nghiệm ịx;y) = (2; 2). 


Bài toán 9. Giải hệ phương trình 


(!) 

y+1 yx+l V y+l w 


_x 2 -y 


Lời giải. Điều kiện \ x 1 

ừ>0 

• Từ phương trình (2) ta có: 

x ~ y = (ỵ-1)y/x-l < — — ^ x — <=>(x-y)(x + y-1)<0 

,, ịx> 1 . 

=> ;e > y (do 1 ) 

ừ>o' 

• Với X > y từ phương trình (1) cho ta: 

VT( 1)= pr + J^ < Í(1 + 1)Í^L + ^Ì 
w ]ịỵ +1 ỵx + l B - c -sf u + l x + lj 

Dấu " =" xảy ra <=> X = y 

+) Với x = y thay trở lại phương trình (2) ta có: 2[x - 1) \Ịx - ĩ = x(x -1) <=> x 
^ừ.^ộ.ía^pi ^ợc Pị^iộm^ỹa là (%;$) = 
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III. Tìm nhân tử bằng kết họp hai phương trình của hệ. 


V 3 + X + 2*Jx — 3 + \fỹ (1) 

da: 1 n:x: LA „1 __V ) 


Bài toán 1. Giải hệ phương trình 


/3 + y" + 2^[ỹ — 3 + sfx ( 2 ) 


Lời giải. Điều kiện J x 0 

ừ*0 

Lấy (l)-(2) theo từng vế ta có: \Ỉ3 + X 2 + 3-Jx +3 = ^3 + y 2 + 3yfỹ + 3 (*) 

Xét hàm số f{t ) = 4% +1 2 + 3 yỊt + 3, í>0. Ta có: 

f'ịt) = -j=- —- + —j= + 3>0,vt>0 nên hàm f(t) đông biên. 

v ’ 4Ĩ+Ĩ w 

Từ (*)^f(x) = f(y)ox = y 

Với X = y thay vào (1) ta được phương trinh 



-v/3 + X 2 +\fx -3 = 0 <=> (V 3 + X 2 - 2 ) + ị\Ịx -l) = 0 <=> ^=3 — + 4 =— = 
" > 1 1 SỈ3Ĩ7 + 2 4Ĩ + 1 

<=>(x-l) , -1—7=- = 0 <=> X = 1 

\ỵ3 + x 2 +2 v/x + l y 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x;y) = (l;l). 


Í2x 2 + X + \Ịx + 2 = 2y 2 + y + J2y + 1 ( 1 ) 

Bài toán 2. Giải hệ phương trình \ 


X 2 + 2y 2 -2x + y- 2 = 0 


Lời giải. Điều kiện 


x>-2 

1 

y > - 7 - 
2 


Lấy (1) - (2) theo từng vế và biến đổi ta có: 

X 2 + 3 x + 2 + \Ịx + 2 = 4y 2 + 2y + 1 / 2 ỹ + ĩ 

<=> (x + 1) 2 + (x + 1 ) + sfx + 2 = 4y 2 +2y + y/2y + ĩ 

Xét hàm số /■(í) = í 2 +1 + Ví +1 , Í>-1 ta có: 


rW=2í+1+ 2 ÌTT = 2(t+I)+ ĩÌT 

33 2 G + 1 ).— —-1 = 1-1 >0 

AM-GM ]Ị V ' 16(í + l) 2 


4-v/í+ 1 


AM-GM ]Ị v ' 16(í + l) 2 

Hay hàm số f(í) đồng biến, do vậy từ f(x + l) = /'(2y)<=>x + l = 2y 

y = l 

Với X = 2y — 1 thay vào phương trình (2) ta có 6y 2 - 7y +1 = 0 <=> 1 

y =„ 

V 6 

Từ đó ta tìm được nghiệm của hộ phương trình là (x;y) = |(l;2),||-J^^ jj. 
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Bài toán 3. Giải hệ phương trình 


; + yx 2 -2x + 5 =3y + \Ịy 2 + 4 (l) 


X 2 - y 2 - 3x + 3y +1 = 0 


Lời giải. Lấy (l) + (2) theo từng vế ta có: (x - 1) 2 + J(x -1) 2 + 4 =y 2 + ^Ịy 2 + 4 


Xét hàm số f(t) = t + \fĩ+4, t> 0 ta có f'ịt) = 1+ 2— > 0,vt > 0. 

w 2sft+4 

Suyra f(t ) đồng biến, do đó từ f[ịx -l) 2 ì = f{y 2 ) y = x ~ 1 

y 1 X 

+) Với y = x- 1 thay vào (2) ta có x = ^=>(x;y) = í-^;--^ Ị. 

2 \2 2y 

^ 3 / (3 lì 

+) Với y = l-x thay vào (2) ta có x = -j=>(x;y) = Ị 
Vậy nghiệm của hệ phương trình đã cho là (x;y) = 



(y +1) 2 + y-Jỹ 2 +1 = X + ^ (l) 

Bài toán 4. Giải hệ phương trình ị 2 

X + YX 2 - 2x + 5 = 1 + 2^2x - 4y + 2 (2) 


Lời giải. Điêu kiện 2x - 4ỵ + 2 > 0. 

Ta có (l) <=> 2x - 4y + 2 = Ụy 2 +1 + thế vào phương trình (2) ta được: 

(x - 1) + Ậx - 1) 2 + 4 = 2^ụ y 2 +1 + yj 2 + j + 1 = y + Jy 2 + 1 

Xét hàm số 

/'(/) = í + ^/ỹ + ĩ -> /"(/) = 1 • = —^ + - > 0 , do \/t 2 + ĩ > |í| > —t 

\ t~ + 1 V 1 + 1 

Suy ra hàm f{t) đồng biến, do vậy từ = f{y) x = 2y+ 1 

Với X = 2y +1 thay vào (1) ta có 

I I.. 2 1 ,,\ 2 _ , ■y/'y 2 + ĩ = 2 - y _3 

u/y+l+y =4» L__ »y = 7 

1 1 [47Tĩ = -2-y 4 

Từ đó ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = Ị ^2 ’ 4 
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Lời giải. Điều kiện ị 3y - X > 0 


15x - y - X -1 > 0 


Lấy (l) + (2) theo từng vế ta được: 

•ịòy -X -y 2 -1 + yj3y - X + 2\fx -1 = 3y +1 (*) 

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có: 

-{y’-2ỵ + l) + 6ỵ + 2 6y 4- 2 - (y-1)* , 6y 4 - 2 3y + 1 vp( , ) 

Í5y-x-y 2 -1 = 1 


Dấu " =" xảy ra « 


13y - X = 1 

I X - 1 = 1 


Thử lại ta thấy nghiệm của hệ phương trình đã cho là ịx;y) = (2;l). 


X 2 + 2x - 2 = J-y 2 - 4y - 2 (l) 

tx: n:x: LA _ ^ J V / 


Bài toán 6. Giải hệ phương trình 


11 + y - 6x = \ 10 - 4x - 2x 2 (2) 


Lời giải. Điều kiện 


-ý 1 - 4y - 2 > 0 
10-4x-2x 2 >0 


Lấy (l) + (2) theo từng vế ta được: 

X 2 - 4x + y + 9 = \Ị-y 2 - 4y - 2 + \ 10 - 4x - 2x 2 (*) 

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có: 

VP(*) = ự-y 2 -4y-2 + iị2.ựl0 - 4x - 2x 2 Ị < -y 2 - 4 y - 2 + 1 + 10-4x-2x 2 + 4 = 

_ -2x 2 - 2y 2 - 4x - 8y + 12 _ 

4 :_ 

Ta sẽ chứng minh VT(*) > A, thật vậy: 


.2 ,_n^-2* -2y -4x-8y + 12 10 „ , o .,2 


X - 4x + y + 9 >-——-—- 

<=>6(x-l) 2 +2(y+ 3) 2 >0 (luôn đúng). 


l = J-y 2 -4y-2 


- <=> 6x - 12x + 2y + 12y + 24 > 0 


T ừ lí;)- nên (*)« 2 = ựl0-4x-2x 2 ^ ị x 1 
[VP(*)<A ' X - 1 = 0 ừ = -3 

y + 3 = 0 


Vậy.pg^Ị.ộrq.cũa^ặ phygỊỊỊg t|;ịph đ : Ịị ;i chp :; Ị^..(ỵ;y) -3), : . ...... ................................ 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


CHƯƠNG III. HỆ PHƯƠNG TRÌNH TổNG HƠP 

A. MỘT SỐ HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐẶC TRƯNG 

Bài toán 1. 

X • y 3\'x • 3 -3yy 5 (l) 

Giải hệ phương trình < Ị— - - (x,ysũ) 

Ưx 2 +16(y-x) + y = 2ựxỹ (2) 


Lòi giải. Điều kiện ị y > 5 

X 2 +16(y-x)>0 

Từ phương trình (1) ta có y - 5 - 3yjy - 5 + X - 3+ 3+5 = 0 
Đặt t = ựy-5 > 0 

Khi đó ta có t 2 -St + X- 3\fx+n + 5 = 0 

A ( = 9 -4^x + 5 - 3\/x + 3 j > 0 o 4(x + 3) - 12^x + 3 -1 < 0 


<=> 0 < sỊx + 3 < ■ 


• X < 16 


Mặt khác từ (2) ta có 

Jx 2 + 16(y-x) ~4*ỹ + y = 0 


■{x-y) 


X -16 


lx 2 +16 {y-x)+yỊxỹ 


^T= = 0 

y + Jxy 


<=>(x-y) ■ =T==\ - ~F= - ^~r= =0 

[ựx 2 +16 (y-x)+ựxy y + y/xy^ 

Do 0 < X < 16;y >5^> J x ~ 16 -—- 

Jx 2 + 16(y-x) + ựxy y + s/xy 

Với X = y => 2x = 3Í^ • 3 • \.Y õ) 


« 2x -9x + 9 = 9yỊx 2 - 2x -15 
=> X 4 — 9x 3 + 9x 2 + 324 = 0 
=>(x-6) 2 (x 2 +3x + 9) = 0 

=> X = 6 

Thử lại thỏa mãn 

Vậy nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = (6;6). 
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Bài toán 2. 


Giải hệ phương trình 


X - 1 + 9 Jy + 2 = 1 6x 


(x 2 vx^x-y + 3 = 2x 2 +x + y +1 (2) 


(x,y&u ) 


fx > 1 

Lòi giải. Điều kiện ịy>-2 


1 X - y + 3 > 0 


Từ phương trình (2) ta có [x 2 + x) yỊx - y + 3 = 2(x 2 + x) -X + y + 1 
(x 2 + x^)Ụx - y + 3 - 2^ + X - y - 1 = 0 <=> (x 2 + ,v| ——-—*— + X - 


+ X -y -1 = 0 


(x-y-1) 


Ịx - y + 3 + 2 


+ 1=0 


Với X > 1 => —r -- + 1 > 0 

■\íx — 3 ^ + 3 + 2 


Nên ta có x-y-l = ồoy = x-l thế vào phưong trình (1) ta được 

13 -\jx — 1 + 9 -\jx +1 — 16x <^> 13^x — 1 — v/x — 1H—^ + 3^x +1 — 3v/x +1H—^ — 0 

<=>13ÍV*-1-1Ì + 3Ỉ\/x + l-ậT=0 


\fx -1 = - 

•. : , 3 4 J 4 y ’ 

r 2 

Vậy nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = 
Bài toán 3. Giải hệ phương trình 


+ l + ự4-2y + J5 + 2y-(x-l) =5 (l) 


(x,y eũ ) 


[3x 4 + (x - y) 2 = 6x 3 y + / (2) 

Lòi giải. 

Từ phương trình (2) ta có 3x 4 + X 2 - 2xy + y 2 = 6x 3 y + y 2 


•3x 3 (x-2y) + x(x-2y) = 0»x(x-2y)(3x 2 + lỊ = 0« 


Với X = 0 thế vào (1) ta có ^/4-2 y + yÍ4 + 2 y = 4 <=> 


X = 2y 


-2 < y < 2 
\/l6-4y 2 = 4' 


<=> y = 0 


Với X = 2y thế vào (1) ta có -s/xTĨ + ^4-x + %/4 + 3x-x 2 = 5 (*) 
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Đặt t = sỊx + ĩ + v/4 -X [t > o) => v/4 + 3x - X 2 = 5 

Thế vào (*) ta có í + - ~ 5 = 5 <=> i 1 + 2t -15 = 0 <=> t = ~ 3 ^ 
2 \_t = ĩ> 


Kh i t = 5 ta có 


a0<z>x 2 -3x + 96 = 0 (VN) 


Vậy nghiệm của hệ đã cho là (. x;y ) = (0;0). 


Bài toán 4. 


Giải hệ phương trình 


„2 2 -1 

X -y = 1 


X -vx -- 


(x + y) 5 =0 (2) 


(x,y eũ) 


Lời giải. Điều kiện 


X < -1 


Từ phương trình (1) ta có y 2 = X 2 - 1 <=> 


y - vx - 


ỵ = -sỊx - ] 


❖ Với y = %/x 2 -1 hay vào phương trình (2) ta được 

(x - yf ( X + yý = 1 <=> (x 2 - y 2 ) (x + yý = 1 <=> (x + yý = 1 <=> 


X + y = 1 
X + y = -1 


• X + y = 1 <=> y = 1 -X => yx 2 -1 = 1 - X <=> 


-1 = (1 - x) ; 


<=>x = l=>y = 0 


x + y = -l<tí>y = -l-x=>Vx 2 -1 = -1 -X<=> 


X < -1 


[x 2 -l = (l + xj 

❖ Với y = -VX 2 -1 hay vào phương trình (2) ta được 


<=>x = -l=>,y = 0 


(x + yf (x + yý = 1 <=> (x + y) 8 = 1 <=> 


X + y = 1 
X + y = -1 


x + y = l<=>y = l- x=>vx -1 = X-1 <=> 


-l = (x-l)" 


<=>x = l=>y = 0 


x + y = -l«y = -l-x=> %/x 2 -1 = x + lo| 2 <ĩí>x = -l=>y = 0 

l^x -l = (x + l) 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x;y) = |(l;0),(-l;0)Ị. 


X > -1 
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Bài toán 5. 


Giải hệ phương trình 


ịxịx 2 -l) + (xy+ 3)y = X 2 + y 2 (l) 

inh \ 

l(xy + 3)x + 3'(y 2 +l) = 0 (2) 


(x,y<EŨ ) 


Lòi giải. 

❖ Xét x = 0=> y = 0 là nghiệm của hệ phương trình 

❖ Với X * 0 khi đó từ phương trình (2) của hệ ta có xy + 3 = — 
Thế vào phương trình (1) suy ra 

xịx 2 -ì}- y +y y = X 2 + y 2 <=> X 4 -X 2 - y 4 - y 2 = xịx 2 +3' 2 ) 

<=> {x 4 - y 4 ) - (x 2 + y 2 ) = x[x 2 + y 2 ) 

<=>(x 2 + y 2 Ị(x 2 -y 2 -x- 1) = 0 
fx 2 +y 2 =0=>x = 0;y = 0 (L) 


-y -y 


X 2 - y 2 - X - 1 = 0=> y 2 +1 = X 2 - X (*) 


Thế (*) vào (2) ta có y(x 2 -x) + (xy + 3)x = 0 <=> 2xỵ -y + 3 = 0 <=> X = ^—thế 
vào (2) ta có 

y 3 + y + ị ' - -y + 3 ] - = 0 <=> 4 / + 5y 2 - 9 = 0 


Q <=> 


y = 1=> x = -l 


ịy 2 =-^(L) [y = -l^x = 2 
Vậy nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = Ị(0;0),(-l;l),(2;-l)Ị. 


Bài toán 6. 


Giải hệ phương trình < 


X 3 + y 3 + 3xy = 1 (1) 

ỊĨ - ÍỊĨĨ - )J ^ (2) (—) 


I_ 

, ... Ị , .. Í2x + y + 2 * 0 

Lòi giai. Điêu kiện {, ,. , 

|(4-x)(l3-y)>0 

Từ phương trình (1) ta có 

<=> X 3 + y 3 + 3 xy - 1 = 0 <=> (x + yf - 3 xy(x + y)+ 3 xy -1 = 0 
<=> [(* + yý -lj - 3xy(x + y-l) = 0<=>(x + y — l)Ịjx + yf + X + y +1 - 3xyJ = 0 

X + y = 1 

<z> 

X I + y 2 - xy + X + y + 1 = 0 (*) 
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Ta có (*)<=>^(*-:y) 2 +^(* + l) 2 +^(y + l) 2 =0=>x = y = -l 

Thay vào phương trình thứ (2) không thỏa mãn 
Với y = 1 - X thay vào phương trình thứ hai ta có 

= Ệ- (Vx : —12 < X < 4; X * -3) 
oc 3 



» (4 - x)(l2 + x) = ị 28 x ] <=> X 4 + 14x 3 + 10x 2 - 272x + 352 = 0 
oc ”I” 3 J 

<=> (x 2 + 6x - 22Ì(x 2 + 8x -16) = 0 o x = ~ ị±4 ^ 
v A ’ _x = - 3 ±^ĩ 


Đối chiếu điều kiện suy ra 


X = 4ự2-4^y = 5-4ự2 
x = SĨ-3=> y = 4-SĨ 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là 


(x;y) = j(4>/2-4;5-4^),(^-3;4->/3Ĩ)Ị. 



Lòi giải. Điều kiện x,y^0. Ta có: 

í r V ( V V í 1 V 

Phương trình (l) <=> 1+— +1+— = (l + l) 4 + 1 + ệ 

Xét hàm số f(t) = (t +1) 4 +íl + , í>0. 


Ta có /■'(í) = 4(t +1) 3 +4Ịì + íJ > 0, \/t > 0 hay hàm số đồng biến trên (0;+co) 

Do vậy fị -W(l)« - 

{y) y 

+) Với x = y thay vào (2) ta có phương trình X 3 + 2x 2 + 3x + 6 = 0 <í> X = -2 
+) Với X — — y thay vào (2) ta có phương trình -X 3 +2x 2 + x + 6 = 0<=>x = 3 
Từ đó ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = {(—2; —2), (3; —3)}. 
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Lòi giải. Điều kiện 


2 

X > “ 

3 

l 3 


Từ phương trình (2) suy ra 8x -12 > 0 <=> X > ^. 

Đặt u = yj3y - 1 ịu > 2), V = \Í3x + 2ịv > sỊĨ'\ 

Từ phương trình (1) cho ta 

u 3 - 6u = V 3 - 6v <=> {u -ư)(w 2 + UV + V 2 -6) = 0 <=> u = 1 


■u +v +UV-6 > 0. 


Với o = ư=>y = x +1, thay vào (2) ta có yj3x + 2.\l3x -2 = 8x -12 (*). 

_ ( /5"^ 

Đặt V3x -2=0 Cí > y " . Phương trình đã cho trở thành 

„1—- 8Ía 2 + 2Ì (7 r 20 

oựo 2 + 4= ' -12e»33|- + 4-+^- = 8. 

3 Va a a 2 

Hàm số / (a) = 3^— + -^ + ^, nghịch biến trên ^ ; + 0 ° và /■(2) = 0 

Suy ra phương trình (*) có nghiệm duy nhất X = 2. 

í X = 2 

Hay hệ phương trình đã cho có nghiệm < 

[y = 3. 



Bài toán 9. 


Giải hệ phương trình 


ỵ 4 - 4y 3 = ềíxựy 2 - X 2 + 6) (l) 

ình J \ / 


ịx + y + Jy 2 -X 2 = 2 


(x,y eũ ) 



Lời giải. Điều kiện |y| > |x| (*) 

Phương trình (2) <=> X + sịy 3 - X 2 = 2 - y 

Bình phương hai vế và rút gọn ta được XiỊỹ - X 2 = 2 - 2y 

Thế vào phương trình (1) ta có ỵ 4 - 4ỵ 3 =4(8-2y) <=> y 4 - 4y 3 + 8y - 32 = 0 


(/-2y) 2 -4(/-2y)-32 = 0» 


/-2y = 8 
y 2 -2y = -4(ViV) 


«y 2 -2y-8 = 0<=> 


y = 4 
y = -2 
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Với y = 4 => X\ll6-X 2 = -6 <=> I 
Thỏa mãn điều kiện (*) 

Với y = -2 => X\ 1(> .v :: = 6 <=> Ị 


X -16x + 36 = 0 


■ X = —\Ị8 ± í 


[x 4 -16x 2 + 36 = 0 

Đối chiếu điều kiện (*) =>y = -2, x = - 2sỊĨ (TM) 

Thử lại ta có nghiệm của hệ phương trinh là 
(x;y) = j( \SI2 w: i|.(H 2x7: 2)Ị. 


■ X = \Ỉ8 ± í 


Bài toán 10. 

4x 2 =Ụx 2 +1 +lj(x 2 - y 3 +3y-2) 

(1) 

Giải hệ phương trình < 

9 ( 1 r 2 4 



x 2 +(y + l) -2 1 + 

(2) 


l l y ) 


Lòi giải. Điêu kiện y + 0. 

Phương trình (2) tương đương với y (x 2 + y 2 + 2y + 1) = 2 (y + 1 - X 2 ) 
<=> X 2 (y + 2) + y 3 + 2y 2 - y - 2 = 0 <=> X 2 (y + 2) + (y + 2)(y 2 - l) = 0 

+) Với y = -2 thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta có 


+) Với X 2 +y 2 =1: 


.9 9 / — r . \ X = 0 x = 0 

4x 2 = X 1 ị\Ịx Ầ +1 +11 <=> __- <=> _ 

' ; y x 2 + l=3 [x = ±2sÍ2. 

,, .... 2 , 2 _ -1 1 < JC < 1 

+) Với X + y = 1 => 1 

Từ phương trình (l) ta có 4|jx 2 +l)-lj =Ụx 2 +1 + lj(x 2 -y 3 + 3y-2) 

<ĩí>4Í>/? + 1 - lj = x 2 -y 3 +3y-2 <» 4-Ịõề +T-X 2 + y 3 -3y-2 = 0 

❖ Xét hàm số /(x) = 4-y/x 2 +1 - X 2 với xe[-l;l]. 

Ta có hàm số /(x) liên tục trên đoạn [-l;l] và 


f'( x ) = - 


-.-2x; f'(x) = 0o2x 


2-yx +: 


= 0 <=> 


x = ±Se [-!;!] 


Suy ra Minf(x) = MnỊf(-l); /-(ó); /■(!)} = f( o) = 4 . 
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❖ Xét hàm Số g(y) = y 3 -3y-2 với y e[-l;l]. Ta có hàm số g(ỵ) liên tục trên 
đoạn [-1; 1 ] và g'(y) = 3y 2 -3; g'(y) = 0<=>y = ±l 
Suy ra Mng(y) = Minịg(-l); g( 0 ); ể(l)} = ể(0) = -4 

, ịx = 0 

Từđótacó /■(x) + ể(y)^0, Vx,y e[-l;l]. Dâu “=” xảy ra <z> j " 

Thử lại ta có tập nghiệm của hệ ^ = {(0;-2),( 2 ^; - 2 ),(-2^2; - 2 ),(0; 1 )}. 

_ L — I I /rr-t r 1 T r /~t -\T 1 * A T/l T A \ 


Bài toán 11. (Trích HSG Nghệ An năm 2014) 

^u^u^^ul^ xĩ ỹ + ^ xT ỹ = 3 (!) 


Giải hệ phuơng trình 


: + y + x-y = 1 (2) 


(x,y eỆ) 


I_ 

Í5x + y>0 

Lòi giải. Điêu kiện ị 1 

\2x + y > 0 

Từ phuơng trình (1) của hệ phuơng trình ta có 

Ạx + y + J2x + y = 3 J5x Tỹ = 3- Jĩx + y 


Ị 3 - yj2x + y > 0 | 3 ^ 2x + y-° ( 3 ) 

[5x + y = 2x + y + 9 - 6^j2x + y 1 ự2x + y = 3 x ( 4 ) 


Từ (4) ta có ị x 2 -14x + 9 

\y =—. — 


Thế vào phuơng trình thứ hai ta đuợc 

3 — X X 2 — 14 x + 9 0 /r^ 

———t- X - — -= 1 <=> X — 16x + 7 = 0ox = 8± y57 

2 4 


r _ -- 9-sỊòĨ 

Đôi chiêu các điêu kiện suy ra nghiệm thỏa mãn là X = 8 - v57 => y = - — A — 

Vậy nghiệm của hệ phuơng trình là (x;y)= 8 - Vo7; -— 2- — . 

I 2 > 

Bài toán 12 .(Trích tạp chí TH&TTsố 439 - tháng 01 năm 2014) 

Giải hệ phuơng trình 

4x 2 = (\jx 2 +1 + lj(x 2 - y 3 + 3y - 2 ) (1) 

- ' ' (x,yeR) 

[x 2 +y 2 ) 2 + l = x 2 +2y (2) 

Lòi giải. 

Từ phuơng trình ( 2 ) ta có (x 2 + y 2 ) 2 - (x 2 + y 2 ) = -(y 2 - 2y +1) 

(jc 2 .+ + y 2 “. 1 ). = ị£. => () ; < ; x 2 + y 2 < .1 . L)p <|ộ: .,,,,,. 
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X 2 < X 2 + y 2 < 1 [-1 < X < 1 
y 2 < X 2 + y 2 < 1 [-1 < y < 1 

Từ phương trình (l) ta lại có: Àịịx 2 + l)-lj = Ụx 2 +1 + lj(x 2 -y 3 + 3y-2) 

<=>4^x 2 + 1 - lj = x 2 -y 3 +3y-2 <=> 4\jx 2 Tĩ-X 2 +ỵ 3 - 3y-2 = 0 (*) 

❖ Xét hàm số f(x) = 4\lx 2 + 1 -X 2 với X e[-l;l]. Ta có hàm số f(x) liên tục trên 
đoạn [-l;l] và 


/■'(*) = 


4x 




-2x; f'(x) = 0<^2x 


2 - ựx 2 + ĩ 

sỊx 2 + ĩ 


= 0 « 


X = 0 


X = ±j3e[-l;ĩ] 


Suy ra Minf(x) = Min{f(- 1); /-(ó); /-(l)} = f( o) = 4 . 

❖ Xét hàm số g(y) = y 3 -3y-2 với y e[-l;l]. Ta có hàm số g(y) liên tục trên 
đoạn [-l;l] và g'(y) = 3y 2 -3; g'(y) = 0 <=> y = ±1 
Suy ra Ming(y) = Min{g(-1 ); g( o); ể(l)} = ể(0) = -4 

r ịx = 0 

Từđótacó /■(*) +ể(y)^0, Vx,y e[-l;l]. Dâu “=” xảy ra «. I " 

. , f X = 0 

Thử lại ta thây nghiệm của hệ phương trình đã cho là \ 

[y- 1 - 


Nhận xét. Ta có 

phương trình (*) như sau 

(*) -» (x 2 +1) - 4%/x 2 + ĩ + 3 = y 3 - 3y + 2 
oị^x 2 +l-l'jị'Jx 2 +l-3j = (ỵ + 2)(y-l) 2 

Với \x\ < 1 => I ^ ~ đồng thòi |y| < 1 => (y + 2) (y - l) 2 > 0 

1 'n/x 2 + 1 — 3 < 0 


Tùđósuyra (*)« 1 = 0 «° 


Bài toán 13. 


, \'Jx-l + ịly + 3+x 2 +x = 8 (l) 

Giai hộ phương trình < _ (.v.y •: ;:Ị) 

ụỹT3 + y = x 2 -x-3 (2) 


Lời giải. 


Điều kiện ị 


y>-3 

x>l 


ìtSỉgộ 
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y + 3 + ^.y + 3+ --x 2 -x + -«Ị \jy + 3 + - j 

r r - 77 1 1 _ 


<=> 


Jy+3+4=x-4 
v 2 2 

v 2 2 


o 


•Jy + 3 = X -1 

i/y + 3 = -X (L) 


Với *Ịỹ +3 = X -1 <=> ị[ỹ + 3 = -v/ãẽ-1 (<2ox>l) 

Thế vào phương trinh (1) ta có 
2\Ịx - ĩ + x 2 +x = 8 <=> 2ị\Ịx-l -lj + x 2 + X -6 = 0 

^ 2 _ 1 + 1 + ( x “ 2 ) ( x + = 0 “ 2) 

•»x = 2=>y = -2 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x;y) = (2;-2). 


+ X + 3 

X - 1 +1 J 


= 0 


Bài toán 14. 


Giải hệ phương trình 


yỊếx 2 + (4x-9)(x-y) +yfxỹ = 3 y (l) 
4ự(x + 2)(y + 2x) =3(x + 3) (2) 


4x 2 + (4x - 9)(x - y) > 0 
Lòi giải. Điều kiện ị xy > 0 

(x + 2)(y + 2x) > 0 

Dễ thấy (x;y) = (0;0) không là nghiệm của hệ. Từ phương trình (1) suy ra y > 0 
kết hợp với điều kiện xy>0=>x>0. Do đó: 

(l) <=> Ụếx 2 +(4x-9)(x-y) - 2y j + ị jxy - y) = 0 

4(x 2 -y 2 ) + (4x-9)(x-y) y(x-y) 

^4x 2 + (4x - 9)(x - y) + 2y %/xỹ + y 


<=> 


= 0 


<=> 


{x-y) 


8x + 4y - 9 + y 

^4x 2 + (4x-9)(x-y) + 2y *Jxỹ + y 


= 0 (3) . 


Với X > 0, y > 0 từ 

(2)=>7F2Ĩ-f(^)-f(^2 + ^ ĩ )>f.2 1 ^S = ^4( J + 2.) i9 

Ket họp với (3) cho ta: X = y. Thay trở lại vào (2) ta có phương trình: 

4ự3x(x + 2)=3(x + 3)»Ị 39 X ^ +42 ^_ 8i = 0 »x = l 

Thứ lại ta thấy, hộ phương trình đã cho có nghiệm (x;y) = (1:1). 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 



Với điều kiện (*) , PT(2) <=>y +Jrỹ = x(x-l) + ^-<=>y +Jxỹ= -—- 7 — 

x+ĩ x+1 


Xét hàm số f(x ) = —— x + 4 trên nửa khoảng [0;+co) , ta có 

f'(x)= 2x+3x 5 ; f'(x) = 0 <=>x = 1. Ta có bảng biến thiên : 

(x + 1 ) 


X 

0 

1 


+00 

f’(x) 


0 

+ 


f(x) 

4 

2 —^ 


_ +00 


Từ bảng biến thiên ta thấy Minf(x) = 2 . Do đó : 

[0:+oo) 


/, % — % ~ị~ 4 A. -1 '*/\i 

y + Jxy = — ——-— >2, Vx > 0 . Kêt hợp với (3) cho ta X = y. 
' x + 1 


Thay vào ( 2 ) ta có phương trình : 

X = 1 

X 3 -2x 2 -3x + 4 = 0 <=>(x-l)(x 2 -x-4j = 0 <=> I + ỰĨỸ (Do x> 0) 

X = ^ 
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Cty TNHHMTVDWHKhang Việt 


Thử lại ta thấy, các nghiệm của hệ đã cho là(x;y) = J(l;l); 


l + Vữ .l ■ 
2 ;_ 


Bài toán 16. 


( 1 ) 


_.., a ,_ + , , ụx + y(x-l) + 4x=y + 4ỹ w _ 

Giải hệ phương trình {, ,_ . '_ , X,ye0 

Ị(ựí72 + ự2y-x + 6)(ự2^ĩ-3) = 4 (2) v ' 


Lời giải. Điều kiện 


X > 0 

1 


> — 


I X + y[x -1) > 0 
[2y - X + 6 > 0 

Từ phương trình (1) ta có ^Ịx +y(x-l)-y + sỊx -^fỹ = 0 


<=> 


x + xy -y-y x-y „ / \ 1 + y 

= -— + -J=—= 0 <=> (x -y) —==== 

y Ịx + y(x-l) + y Vx+Vy ( s Ịx + y(x- 1) 


:-l) + y Vx + 


yfỹ 


= 0 


<=> X = y 


Do —==}==== -+ - ■— >0 Vx > 0; y > ^ 

s Ịx + y(x-ì) + y \Ịx I ý_v 2 

Thế vào phương trình (2) ta có {Jx + 2 + yỊx + 6^ịsỊ2x-l - 3 ) = 4 (*) 

Từ phương trình suy ra s(2x - 1 - 3 > 0 <=> X > 5 
Xét hàm số f(x) = \fx + 2 + \jx + 6 > 0 


Ta có f'(x) = — , +— ,_ > 0 hàm số luôn đồng biến 

v ' 2ựx + 2 2sỊx + 6 

Tươngtự g(x) = %/2x-l-3>0=>,g'(x) = , 1 >0 hàm số luôn đồng biến 

V2x -1 

Khi đó hàm số f(x)g(x) = (yfĩc + 2 + ^x + 6 j^2x-l -3j 
Hàm số luôn đông biến 

Nên phương trình (*) có nghiệm duy nhất X = 7 
Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x;y) = (7;7). 


Bài toán 17. (Trích tạp chí TH&TTsố 407) 

Giải hệ phương trình < 

Xy/2xy + 5x + 3 = 4xy - 5x - 3 (2) 


Lòi giải 1. 

Đ.iềụ kiện. 2xy + 5x + 3 > 0.... 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Nhận thấy X = y = 0 không là nghiệm của hệ phương trình, từ phương trình (1) 
suy ra X + y > 0 . Lúc đó chia 2 vế của phương trình (1) cho x + y, ta có : 



J 2 + 2 ị 

x +y = ^ <=>2Íx 2 + y 2 ) = (x + ỳf <=> X = y , thay vào phương 
2 (x + y) 2 

trình (2) ta được nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = (3; 3). 

Lòi giải 2. Điều kiện 2xy + 5x + 3 > 0. 

2 2 V. 3 / \2 

X + xy + y > — + 

Ta có < 4 . Do đó 

X- + y 2 >ị(x + yý 

+ ]Ị X2+ Ỵ + ỵ2 ^]jị( x + yf + ] Ịị(x + ỹf =ịx + ỵị>(x + ỵ) 

Dấu “=” xảy ra <=> X = ỵ > 0 

Thay x = ỵ vào phương trình (2) ta được phương trình 
x^2x 2 + 5x + 3 = 4x 2 - 5x - 3 <=> Í2x 2 + 5x + 3 ) + x^2x 2 +ÕX + 3 - 6x 2 = 0 




Lời giải. Điều kiện x>~. 

Phương trình (2) tương đương 4a/2x +1 - 2(x + v) + 3x + 2 - 0 suy ra 


3x + 2>0=>x + y>0. 

Mặt khác từ phương trình (1) ta có 

ịyjx 2 + 3x - y - tỊĨx + y 2 j + Ị ^x 2 + 3x - y - X - lỊ = 0 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


•(x-y-l) , x + y , - = + — = = - =0 (*) 

^ yị 4- 3x — y -h y4x -h y \jx 4- 3x — y 4- X 4-1 ^ 


Do X>-4:=>X4-1>0 và x + y> 0 nên 
2 


•A/ I y JL „ 

1 - 7 H- 7 ==- > 0 

yx J 4- 3x — y 4- y 4x 4- y 4 3x — y 4- X 4-1 

Vì vậy (*) = x-l 

Thế vào phương trinh (2) suy ra 


2x4-1-x44 = 0<=> 


[16(2x + 1) = (x-4) 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x;y) = (40;39). 
Bài toán 19. (Trích Nghệ An TST 2012) 


=> X = 40 => y = 39 


2 2 8xy 


Giải hệ phương trình 


Lòi giải 1. Điều kiện 


x 2 +y+^L = 16 1) 

x + y 

X 2 2x I X 3 X 2 y 

|fvf'ife + 4 2 (2) 

X 4 y j= 0 
y#0 

Ị + Ị>0 

l3y 4 

í X 2 2x y. 


^ + =^ + (->0 íy > 0 
Từ phương trình thứ hai của hệ ta suy ra: ( o\ 3 

Ạ + I>0 * + i^° 

[3y 4 

Ta có X 2 4- y 2 4- 8 xy = 16 <=> (x 4- y) 2 -16 - 2xy 4- 8 xy = 0 
x4-y x4-y 

<=> (x 4- y - 4) |jx 4- y) 2 4- 4(x 4- y) - 2xy] = 0 
<=>(x4-y-4)[x 2 4-y 2 4-4(x4-y)] = 0 (*) 

3 

Do X + y > X + ^ỵ > 0=>x 2 4-y 2 4- 4(x 4-y) > 0 nên (*) <=>x4-y = 4. Mặt khác, do 

2x y 2( 3 ^ , , 

^-4-^ = Mx4-^yl>0 nên áp dụng bât đăng thức AM-GM ta có: 

ị. J^ + ỵ)>2.ị^í^ + ỵ]=l^ + ^ 


8y 13 2) V8y( 3 2) V3 y 4 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


2 X y 

Suy ra phương trình thứ hai của hệ <=> „ = ~z~ + ị 

8 y 3 2 


24 

X = —— 

,. „ .7 

^ [ ,x + V — 4 4 

Do đó hệ đã cho <=> \ X 2 2x r _ „ „ <=> y > 

> = l3* 2 -16xy-12/=0 L 7 

L 8 !' 3 2 jx=-8 

> = 12 

Vậy nghiệm của hệ phương trình đã cho là (x;y) = j,(-8;12)j. 

Lời giải 2. 

1 í „2 o.. ,.\ 2 / „3 „2\ ( 2 o- 1 V ..3 2 

1 X 2X y 1 X X 1 X 2x 1 X X 

(2) <=>--. 4- + V- + 4- =—f + -- <=>hr-T + -- + ^ =^-Tr + T-T- 

w y>8y 3 2J >3y ềj > 2 3y 2) 3/ 4y 2 

>0 (*) 


A • J . . A 2 V 

với điêu kiện : X— + ^x + 4 > 0 <=>y 
8 y 3 2 


r lx?_ 2x 1 A 
v 8/ + 3>2, 

"í = 6 


, _ X . , í>2 . 2, , 1Y 1 3 , 1 ,2 

Đặt £ = -, ta có : 2- £ + ^ £ + 2- = -Ị£ + -£<=> 
y 1,8 3 2j 3 4 


t = -- 


+) Với t = 6=>x = 6y , thay vào (1) ta có phương trình : 

48 4 28 

37y 2 + - 3 -y -16 = 0<=>y = -4 hoặc y = -> ( loại, do không thỏa mãn (*)) 


37y 2 + -16 = 0 <=>y = j- hoặc y = -> (loại, dc 

7 7 37 

Với trường họp này, hệ có nghiệm (x;y) = Ị>; ệ-j . 

2 2 

Với t = => X = V. thav vào n ì ta có nhươns tri 


^ ^ 43 

+)Với £ = -^=>x = -^y, thay vào (1) ta có phương trình : 14-y 2 -16y-16 = 0 <=> 
3 3 9 

12 

y=12 hoặc y = (loại, do không thỏa mãn (*)). Với trường hợp này hệ có 
13 


nghiệm (x;y) = (- 8 ; 12 ). 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) = \ị~Y’ “j; (- 8 ; 12 )|. 

lí Ả -_ TL — 'y n 


Bài toán 20. 

â , {x + -n/x 2 +1 = y + > 2 -1 ( 1 ) 

Giải hệ phương trình 1 __ “_ (x,yeũ) 

[3>^Ĩ + > = 2>TĨ (2) 


Lời giải. Điều kiện I a 

b 


[x > 0 

> 1 

Từ phương trình (1) ta có 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


-4ỹrr 1+ 4J7ì- y=ữ ^ f 9 +1 ; y2 

v x + ựỹ^ĩ 4x^ĩ + y 

r 1 1 5 

>(x 2 -y 2 +l) -^== + -=Ì=- 

yx + \Ịỹ -ĩ %/?TT + 


= 0 


= 0<ií>x 2 -y 2 +l = 0 


<=>x 2 =y 2 -1 (*) 


Mặt khác từ phương trình (2) ta có 

3^ỹM+^ ? = 2^ỹTĨ»3ựỹM + ^ 2 -l-2^TĨ=0 

J ỵ -1 _2_ r _97 

^ +1 ' Í3,+1 iẸỊ=-UL) 

th +1 

Thế y = ^rz vào (*) ta có X 2 = => X = (Z)o X > 0) 

65 Uõ J 65 v ' 

\ í72 97^ 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x;y) = Ị 1. 


Bài toán 21. (Trích tạp chí TH&TT sô 431) 

. . , íx 3 (T-x) + y 3 (T-y) = 12x,y + 18 (l) 

Giai hộ phương trình 7, „ , ' . . ' ' / 

[|3x-2y + 10| + |2x-3y|=10 ( 2 ) 

Lòi giải. 

Nhận thấy (x;y) = (0;0) không là nghiệm của hệ phương trình. 

Ta có 

( 1 ) <=> X 3 + y 3 =(x 2 -y 2 ) 2 +2(xy + 3) 3 > 0 => (x + y)(x 2 -xy+ y 2 ) >0=>x + y>0 (*) 
Áp dụng bất đắng thức I A| + |B| > I A - B\ ta lại có 

( 2 ) => 10 = |3x - 2y + lũ| + |2x -3y| > |x + y + 10| > 10 

Z)ó(*) 


Dấu “=” xảy ra <z> I 


(3x-2y + 10 )(2x-3y) < 0 J-2<x<0 

X + y = 0 uy = -X 


Thay y = -x vào phương trình (1) ta có phương trình 

2x 4 - 12x 2 + 18 = 0<=>x 2 =3<í=>x = -\Ỉ3, do -2<X<0. 
Thay trở lại ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = (-\Ỉ3;\fẽ). 


Bài toán 22. 

Giải hệ phương trình 


í 2x 2 -5xy- y 2 =1 ( 1 ) 

[y(>/xy-2/ + ^4y 2 - xy j = 1 ( 2 ) 


485 




















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Lòi giải. Điều kiện Ị xy f 2y2 <^ị y [ x 2y \ > 0 

[4y 2 > xy [y(4y - x) > 0 

Từ (1) và (2) ta có 2x 2 - 5 xy - y 2 = y Ị yjxy - 2 y 2 +^4y 2 -ryj (*) 

Từ (2) => y > 0 . Chia cả hai vế của (*) cho y 2 ta được 

2 Í—ì -b{— ì-1 = ]— -2 + / 4 -— . Đặt t = — , ta có phương trinh 
ỵy ỵ y y 

2t 2 ->( 1- N / 2 X 1 tOst 2(x/ 2 lp(l - v 4~/|-2t(/ ;!)-() 


olt- :ỉ) v/ - + — 7 JL= f 2t(t -3) = 0 

v X / 2-1 l + ựĩ^t v 7 


«(í-3) 


-2+1 1 + x/4 - 


+ 2í =0t>í = 3, do2<t <4 


Với í = 3=> X = 3y thay vào (1) ta được 2y 2 = 1 <=> y = ±-^~ 

(3^2 dỉ'] 

Do y > 0 nên suy ra hệ đã cho chỉ có nghiệm (x;y) = ■ 

V / 

Bình luận. Bài toán được xây dựng dưới một ỷ tướng của một hệ phương trình 
đắng cấp, tuy nhiên đế giải quyết được phương trình đắng cấp đó, đòi hỏi 
người giải toán phải nắm vững được kỹ thuật làm hẹp miền nghiệm của hệ 

phương trình trước khi thực hiện phép đặt ẩn phụ t = —. 

y 

Bên cạnh đó, phương trình vô tỷ được tác giả lựa chọn có thế giải quyết một 
cách đẹp mắt nhờ phương pháp “Truy ngược dấu biếu thức liên họp ”. 

Chú ý. Độc giả có thế tìm đọc phương pháp truy ngược dấu biếu thức liên họp ở 
cuốn “Phương trình vô tỷ - Phương pháp, suy luận và tư duy” của cùng tác 
giả. 


Bài toán 23. Giải hệ phương ưình 

x ấ y + — + X 2 - ly = 0 

y 

y?y + x 3 +x- 5 xy = 0 

(1) , m 
(.v.yc !i ) 

(2) 

Lòi giải. Điều kiện y± 0 . 


— 0 

Từ phương trình (2) cho ta xịx 2 y + x 2 +l-5y) = 0 <=> „ 

v ’ \_x y + X - 5y +1 = 0 

+) Với x = 0 thay vào phương trình (1) ta được — -7y = 0 <=> y = ±-j= 

y v7 


+) Với X 2 y + X 2 - 5y + 1 = 0 ta có hệ 
486 lĩ' V ::: 1 


x 4 ỵ + — + X 2 -7y = 0 

y 

xịy.\+ + 1 =•©:;: 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


X H - 77 H - — 7 


I 2 . X 2 . 1 
I X H - 1 - — 5 

y y 


x 2 +- -— = 7 


, ,1 ì . X 2 r 
X H-H-— 5 


y) y 


Đặt X 2 + — = a, — = b la 2 > 4 b) . 

yy 

Hệ đã cho trử thành ư ~ b ‘ 1 (“ 2 + «- 12 = 0 í“ = - 4 


a + ò = 5 6 = 5 - a 


(loại); 


+) Với 2 5 thay trở lại ta có hệ 


* +7 = 3 Ịx 2 =l 

y 


X 2 

— = 2 


1+2 


X 2 =2 

hoặc ) 1 

- = 1 


Từ đó suy ra nghiệm của hệ đã cho là 

( ” )= Í( 0; -^M 0: ^} (- 1 # (4} (-^ ; 4 


Bài toán 24. 

Giải hệ phương trình + ^ ^ - 5 


(x,yeũ ) 


Lòi giải. Hệ phương trình tương đương 
Đặt a = X + y , ta có hệ phương trình 


3(x + y) -22xy + 21 = llx 2 + 12y 2 (2) 

nhtưcmgđưmtgí^V;^ 5 

|3(x + y) 3 -ll(x + y) 2 +21 = / 


Đặt a = X + y , ta có hệ phương trình 

[a 2 +y = 5 jy = 5-a 

[3a 3 -lla 2 + 21 = y 2 ^ [3a 3 - lla 2 +21 = (õ- a 2 ) 2 (*) 

Giải phương trình (*) ta có a 4 - 3a 3 + a 2 + 4 = 0 

<=>(a-2) 2 (a 2 + a + l) = 0 « a = 2=> - 1 <=> Ị* ~ 1 

v n 1 \x + y = 2 Ịy = l 

Vậy nghiệm của hệ phương trình đã cho là (x;y) = (l;l). 


Bài toán 25. 


í 4x 2 -3y = 2 

Giải hê phương trình ị, „ r 0 

(2x +yj|^4x 

(1) , 

, N N -ị , ( X, y e □ 

X 2 - 3 ) + y (4x 2 + y + 6)J = 8 ( 2 ) 


Lòi giải. Hệ phương trình đã cho tương đương với 

4x 2 - 3y = 2 

: (2x 2 + ỵj (2x 2 + y]"-3(xf-2y) = 8 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Đặt 2x 2 +y = a, X 2 - 2y = b ta có hệ phương trình: 
2 — a 


ị a + 2b = 2 
Ịa(a 2 - 36) = 8 


<=>t 


b = 


16 = ^ 
<=>^ 2 


<=> 


a 3 - 3a| ì = 8 2a 3 + 3a 2 - 6a -16 = 0 w 12 


6 = 0 


Thay trở lại ta có: j 2x " + y 2 <=> 
Ịx 2 - 2y = 0 


X = - 


2 

y = — 
5 




x = ± ề 

2 

y = — 

5 


Hay nghiệm của hệ phương trình đã cho là (x;y) = - 


4 2 




5 ’ 5 ’ V 5 ’ 5 


V “yj 


Bài toán 26. 


[x 6 +y 9 +3x 2 (x 2 +l) = 8 
Giải hệ phương trình ị v 7 

[4x 2 - 3x 2 y 3 + y 3 = 2 

(1) 

(2) ( ” SD) 


Lòi giải. Hệ đã cho tương đương với 
Đặt X 2 +1 = a, y 3 = 6 ta có hệ 


. ị(x 2 +iý + y 9 = 9 

4(x 2 +l) + 4y 3 -3y ! (x 2 + l) 

a 3 + 6 3 = 9 
4a + 46 - 3a6 = 6 

Đặt s = a + b, p = ab (S 2 >4P) 

Kh i đó ta có hệ phương trình 
s 3 - 3PS = 9 Í3P = 4S-6 Í3P = 4S-6 

4S - 3P = 6 ^ ịs 3 - (4S - 6) s = 9 ^ Ịs 3 - 4S 2 + 6S - 9 = 0 


= 6 


<=> 


s = 3 
p = 2 


\a + 6 = 3 
<=> { _ <=> 
1 a6 = 2 



a = 1 


X 2 +1 = 1 

[1 


6 = 2 


/=2 

i 




<=> 



II 


X 2 +1 = 2 

1 


[6 = 1 


y=i 



\x = 0 
y = 3 4 2 

X = ±1 

y = 1 


Vậy nghiệm của hệ phương trình đã cho là (x;y) = j(l;l),(-l;l),Ịo;>/2 jj. 


Bài toán 27. 

ịy 2 + y^x 2 + y 2 =2 


Giải hệ phương trình 



[x +2y + y^Jx +4y =4 


Lòi giải. Hệ phương 

trình đã cho tương đương với 



12y 2 + 2 y^x 2 +y 2 =4 

(1) 


|x 2 + 2y 2 + yựx 2 + 4y 2 = 4 

(2) ■ 
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Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


Lấy (l)-(2) theo từng vế cho ta : -X 2 + yị2^Jx 2 +y 2 - ■sịx 2 + 4ỵ 2 j = 0 


2jx + y + Jx + 


2 Jx 2 +y 2 + Jx 2 +4 y 2 =y 


+) Với X = 0 thay vào (1) ta có y 2 + y\y\ = 2<=>y 2 =l<=>y = ±l 
Trường hợp này hệ đã cho có nghiệm (x;y) = Ị(0;-l),(0;l)Ị. 

+) Với 2 s Ịx 2 + y 2 + sỊx 2 + 4ỵ 2 = y, chia cả hai vế cho y 2 (do y > 0) ta có: 
2 ^t + 1 + ^4 + 4 = 1 (*), dễ thấy VT (*) > 2y/ĩ + yfĩ = 4 > 1 = VP(*) 

Suy ra phương trình (*) vô nghiệm. 

Vậy nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = {(0;-l),(0;l)Ị. 

Bài toán 28. (Trích HSG Tỉnh Nghệ An năm 2013) 

.. ịx 2 + y 2 + ị + ^ = 5 (1) 

Giải hệ phương trình ị X y (x,yeũ) 

(xy-lý =x 2 -y 2 + 2 (2) 

Lòi giải. Điêu kiện ị "'Hệ phương trình đã cho tương đương với 

[y + 0. 


(x 2 + l)(y 2 - 1) = 2xy Ịx + ij ịy B j = 2 

Đặt X + — = a, y - — = b (|o| > 2 ), hệ đã cho trở thành 
X y 


ịa + b = 3 

a 2 + b 2 = 5 ^ Ị(a + bf - 2ab = 5 ^ |(a + 6) 2 = 9 = 2 


ab = 2 


ab = 2 


+) Với Ị ; 3 « [b ~l 

\ab = 2 [a = 2 


ab = 2 


a + b = -3 
ab = 2 


X + V = 2 íx = l 

Thay trở lại ta được < x <=> - \±4ị 

y -\=1 y= 2 

[ y L 
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+) Với 


Ị a + b = -3 
\ab = 2 


<=> 



(loại) 


1 

X + — 


= -2 


Thay trở lại ta được 


X 



y 




X = -1 

y = —— 

2 


Vậy nghiệm của hệ phương trình đã cho là 


(*ỉy) = | 

ỉl 1 + ^l 

íi l ~ s ) 

í r 1 + ^l 

L.-1- 

SỈE) 

1 

! 2 / 

{ 2 ỳ 

t 2 / 

1 ’ 2 

V 

/ 

Bài toán 29. 

Giải hệ phương trình 

2 ỳ 1 - 4xy + 3y - 4x -1 = 3 Ậy 2 - l)(y - 2x) ( 1 ) 

^y + 1+ ựy-2x =ự2(y-x + l) (2) 


# ## Ẳ , A Ị y > 1 

Lời giải. Điêu kiện ị 

ừ>2x 


Phương trình (2)o2Ậy + l)(y-2x)=l^(y + l)(y-2x) = ^ (3) 

Lại có (l) <=> 2y 2 + 3y -1 - 4x(y +1) = 3Ặy-l)(y + l)(y-2x) ( 4 ) 

Từ (3) và (4) suy ra 


2y 2 + 3y -1 - 2 


( 1 > 


1 

r 4(y + l)J 

(y + l) = |^ĩ»2y-l = 3ựỹ r ĩ «• 



Bài toán 30. 


Giải hệ phương trình 


(x + y + l)(x + y +1 + xy) = 12xy 
ysỈ3x - 2x 2 -1 + x^ỊĨ + y - 2 y 2 + xy = 1 


( 1 ) 

(2) 


Lòi giải 1. Điều kiện 


Í3x-2x 2 -l>0 
[1 + y - 2/ > 0 




ị<x<l 

2 

-^-<y< 1 

l 2 


+) Với (x + y + l)(x + y +1 + xy) = 0 hệ đã cho vô nghiệm. 
+)Với (x + y +1) (x + y +1 + xy) 0 
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Từ phương trình (1) cho ta 
1 


Ta lại có 


x + y + 1 x + y +1 + xy 12 

1.1 4 


- < ---- 

x + y + 1 x + y + l + xy x + y + 1 (x + y + 2ý 


Xét hàm số f(t) = --Ị - y,íe[l;3] trong đó t = x + y +1 

Lập bảng biến thiên ta tìm được = ^ 


TT „ ịx+ĩ = y+l ịx = l 
Vậy <=> 

[x + y +1 = 3 [y = 1 


Thử lại ta có nghiệm của hệ đã cho là 


x = 1 

y = 1 


ị. Í3x-2x 2 -l>0 

Lòi giai 2. Điêu kiện < 

11 + y - 2y 2 > 0 


=-<x<\ 

2 

^ <y<l 
2 


Ta có 


X + y + 1 >-- + —— + 1 = 1 > 0 
2 2 

X + y + 1 + xy > — + -Ạ +1 +1. —— = Ạ > 0 
2 2 2 2 


Nên từ 12xy = (x + y + l)(x + y + 1 + xy) > 0 => xy > 0 

Mà X > 0 => y > 0. Nên từ phương trình (2) suy ra xy < 1 (*) 

Từ phương trình (1) và áp dụng bât đăng thức AM-GM ta có 

12xy = (x + y + l)(x + y + 1 + xy) > 3ịỊx.y.l.(2sJx.y + 2yjl.xy) = 12 (xyỹ xy > 1 (* *) 


Từ (*) và (**) cho ta 
Thử lại ta có nghiệm của hệ đã cho là 


x,y >0 

x = y o x = y = 1. 
xy = 1 

x = 1 

y = 1 


Bài toán 31. (Trích HSG Nghệ an năm 2013) 


\(x + sjx 2 + 4 Ị1 y + Jy 2 +1) = 2 

(1) 

Giai hộ phương trình! /1 v ì 

[ 27x 6 = X 3 - 8ỵ + 2 

(2) 


Lòi giải. 

Từ phương trình (1) ta có <=> x+ \Ịx 2 +4 = J (-2 yf + 4 + (-2y) 
Hàm số Ị'ịt) = Jt 2 +4 +1 dồng biến tr.cn R nôn ịl) <=> x -2ỵ 
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Thế vào (2) ta có 27x 6 = X 3 + 4x + 3 <=> 3x 2 = ựx 3 + 4x + 3 
(x 4-1) + (x +1) = X + 4x + 3 + \'x' + 4x + 3 (3) 

Xét hàm số g(t) = t 3 +t, t e R =>g'(t) = 3t 2 +1 > oyt e R. 
Suy ra hàm số g(t ) đồng biến trên R nên 


( 3 )<=> X +1 = ĩỊx 3 + 4x + 2 <=>3x 2 — X — 1 = 0<=>X = 


1 + VĨ3 


t .x_[í 1 - °JĨ3 -1 + \JĨ3 'Ị í 1 + '/ĩìĩ -1 - s/Ĩ3 ì) 

Do đó nghiệm của hệ là (x;y) = | —— -ỷ —;-— , — -ỷ —;—— Ị 


Bài toán 32. 


Giải hệ phương trình 


xJ 2 -y 2 + y\l 2 - X 2 = 2 


(x + y) 3 - 12(x - l)(y -1) + ^Ịxỹ = 9 (2) 


I_ 

Lòi giải. Điều kiện I :y - — 

{-ự2<x,y<sf2 

Từ phương trinh (1) ta có: 

xự2-y 2 +yyỊ 2-x 2 <|xự2-y 2 + yự2 - X 2 1 < ự(x 2 + 2 - x 2 )(2 - y 2 + y 2 ) = 2 
Dấu “=” xảy ra <=> xy = sỊĨ. - X 2 .Ự 2 - y 2 <=> X 2 + y 2 = 2 


2 = X 2 + y 2 > 2xy => 0 < xy < 1 ^ „ 

, Z7 - 

2 = x 2 +y 2 >-— ^ ' =>x + y <2 [(x + y-2) <0 


Cũng từ 2 = X 2 + y 2 »(x + y) 2 = 2(1 + xy) kết hợp với phương trình (2) cho ta: 
(x + y) 3 -12xy + 12(x + ỵ) + Zxỹ = 21 

o (x + yỴ -6(x +y) 2 +12 (x + y)-8 = 12 xy - ,Jxỹ - 6(x + y) 2 +13 
«(x + y - 2) 3 = 12xy - ^xỹ - 12(1 + xy) +13 <=> (x + y - 2) 3 = 1 - sỊxỹ (* *) 


Từ (*) và (**) ta có hệ phương trình 


xy = 1 í X = 1 

x + y = 2 Ịy = 1 


Thử lại ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = (l;l). 

Bình luận. Ta có thế nhận ra tống của hai hàm f{u) = u 3 + 12 w, với 

ể(t>) = -12ư 2 + V, với J y trong phương trình : 

[0 < ư < 1 

(x + yý - 12xy + 12(x + y) + = 21 


,. \u = x + y 
71 < _ và 

-2 < u < 2 
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Bài toán 33. (Chọn ĐT HSG TP Hồ Chí Minh - 2015) 


xy + 6ybx-1 + 12y = 4 (l) 

Giải hệ phương trình 

xy ị 1 _ 2sfx , 0 X 

1 + y xy + y sỊx+sỊỹ 



Lòi giải. Điều kiện \ 3 

b 


Ta có (2)<=> - y _ +—— = —%= . Đặt a = —,b = y , tacó: 

ì + ỉ y+ ỉ 1+ \Ễ ' x 

XX X v x 

a + —- = — -J= ■ Áp dụng bất đẳng thức Cauchy - Schwarz ta được 
b + ab a + ab 1 + sỊab 

a b (a + 6) 2 _ (a + b ) 2 _ 1 


a 0 > ya + 0 ) _ ya + o) _ 1 

b + ab a + ab ab + a 2 b + ab + b 2 a ab(a + b) + 2 ab ab 2 ab 

ữ + b (a + 6) 2 


12 ' ,1 
, —— = -—. Dẩu " =" xảy ra <=> a = ò hay y = — 

ab_ | 1 l + ựãb J J X 

2\fãb 2 


Thay vào (2) ta có 2~Ịx -1= X-4 ' , , 2 <=>x = 10 

[4(x-l) = (x-4) 

Từ đó cho ta nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = Ị^10;^b j. 

Bài toán 34. 

ị'j2*^ĩ-l = xịjỹ+ĩ-yfỹ^ĩ) ( 1 ) 

Giãi hệ phương trình <Ị v ’ 

:(x-2) + (y-iy =2xy(y-2) (2) 


Lòi giải. Điều kiện y > 1 

2 „ r x=0 

np . \ 2x 2x . 

la CÒ (1) o , = — = —. <=> X 1 

+) Với X = 0 thay vào (2) ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = (0;l). 


_ 2x 

■ 1 \fỹ +1 + \fỹ — 1 


,s ,X 1 

+) Với , -= 7-- - ^==>. 

^2x 2 +1+1 yly + i + ^y-1 

Lại có . — = -- —== 

V2x 2 + 1 + 1 y/y +1 + yỊy -1 


| 2 + JL + i ĩ 

x 2 ......x ..... ...... ............... ...... 
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Đặt a = —,b = yỊy — 1 (a > 0 ,b > o) ta có 


i + CL + ct ỵ2 + b 4- b 

„2 7 2 

a -0 / 


L -o (ự2 + a 2 - \Í2 + 6 2 j + (a - 6) = 0 


(a-6) = 0<=>(a-6) 


V z + ữ + + ( 


+ 1 = 0<=>a = 6,v 


Suy ra Ị- = Jy-i (*) 

X 

Từ (2) ta lại có x(x -2) + (y -1) 4 = 2xỵ(ỵ - 2) <=> (y -1) 4 - 2x.(y-1) 2 + X 2 = 0 
»^3'-1) 2 -xJ=0<»(3'-1) 2 -x (**) 

Kết hợp (*) và (**) ta có ^ ^ n — íí-^/ỹ-ĩ) = 1 — - - o 


(, - ự -3TĨ.0« 


'<=> y = 2 


Kết luận. Nghiệm của hệ phưcmg trình đã cho là (x;y) = Ị(0;l),(l;2)Ị. 

Nhận xét. 

- Ta củ thè tuaphucmg trinh (1) về dạng ^2 - Ẹ . Ậ>-l) + 2 - vá 

sử dụng hàm sổ đại diện f(t) = \Ịt + 2 - -v/í, t > 0 đế giải quyết bài toán. 

- Điếm hay nhất của bài toán chính là sử dụng điều kiện có nghiệm X > 0 trong 
phương trình (1) và kỹ năng quan sát đưa phương trình (2) về dạng tích. 


Bài toán 35. 

X 2 + 2y 2 + 3xy + 3 = 0 

(1) 

Giải hệ phương trình • 

7 T-+V1 

(x + y ) 

(2) 



Lòi giải. Điều kiện I 


x>y 
X + y # 0 


Đăt ịsl x ~y =a ( a -^) => ị x ~y = a ' 2 2 x = a 2 +6 
Ịò = X + y (ò # 0) [ X + y = 6 Ị2y = 6-a 2 


Í36 2 -6a 2 +6 = 0 [ 96 2 - 36a 2 +18= 0 (l) 

Ta có hệ phuong trình ị o ”<=>!„. ,1 

p 6 Ị a 2 +18 = 96 2 a Ịa 2 - 96 2 a +18 = 0 (2) 

Trừ (1) cho (2) theo từng vế sẽ có : 

(96 2 -a 2 ) + 36a(36-a) = 0-íi>(36-a)(36 + a + 36a) = 0<=> a ~_b 

+) Với 3 b + a + 3 ba = 0 => 3a6 = -36 - a thay vào (1) có : 


36 - a = 0 
36 + a + 3ba = 0 


494 























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Cty TNHHMTVDWH Khang Việt 


96 2 + 3a(3ò + a) +18 = 0 <=> 3Ò 2 + 36a + a 2 + 6 = 0 (Vô nghiệm) 


+) Với 36-a = 0<=>a = 36 thay vào (2) ta có 3Ò 3 -ò 2 -2 = 0 <=> 2,, 

b = -^[loại) 


b - 1 —> a = 3 


Khi đó ta có hệ 


„ ịx-y = 9 [x = 5 
[x + y = l [y = -4 


Vậy nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = (5;-4). 

Nhận xét. Chúng ta đã sử dụng biến đối sau đế hữu ti hóa hệ phương trình. 


X 2 + 2 y 2 + 3xy ■ 


a 2 +bỴ n f b- a 2 Y „ ( a 2 + 6 Y b-a 


+ 2a 2 b + b 2 + 2(6 2 -26a 2 +a 4 ) + 3(ò 2 -a 4 ) 6Ò 2 -26a 2 


Bài toán 36. 

Giái hẹ phuơng trình 


j-14x + 2y + 48 + 5 = X + \Ịx - 3 (2) 


Lòi giải. Điều kiện ị y > -3 

-14x + 2y + 48 > 0 

Ta có (2) » ự-14x + 2y + 48 = (x-3) + ựx-3-2 

<=> yj—14x + 2 y + 48 = í-v/x — 3 — 1 j (sỊx — 3 + 2 j => \Ịx — 3 — 1 > 0 <=> X > 4 

Kết hợp với điều kiện 2 y- 14x + 48>0 => 2y> 14x -48>8=>y>4 
Do đó 

<=> {x- 1) 3 -3(x-1) = yyfỹ + 3 Ci*íi>(x-l) 3 -3(x-l) = (y + 3)y[ỹ~+3 -3y 

ịa = X -1 (a > 3) 

Đặt ( ,-1 , _ ta có 

[6 = ựỹ+3 (6>V7) 

a 3 - 3a = ò 3 - 36 <=> (a - 6)(a 2 + 6 2 + a6 - 3 ) = 0 » a = 6 
Do a 1 + 6 2 + ab - 3 > 0, Va > 3.6 > \ 7 

Với a = 6=>x-l = sJy + 3 => y = X 2 -2x-2 . Thay vào (2) ta có 
ự2x 2 -18x + 44=(ựx-3-l)(Vx-3+2) 

Đặt \fx - 3 = t [t > 1 ) => X = t 2 + 3, ta được 

^2(t 4 -3í 2 + 4) = t 2 +t-2^>t 4 -2t 3 -3t 2 + 4t + 4 = 0<^t = 2 {do t>ì) 

, JỴ ip. 2 ,£(10 (ịị: : nghị : ệ : ỊỊỊỊ cũg.ỊỊỊỘ p.Ị^ươpg.^ịph bai^.ịđầu .Ịậ ịỵịyịỵ.ịỊ-.ỊỳỊy.. 
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Bài toán 37. 


Giải hệ phương trình 


/2x + y + 1 - yịx + y = 3 (l) 

/3(x + y) 2 +l+ựx-5 = 5 (2) 


(xjeũ ) 


Lời giải. 


Hệ phương trình tương đương 


j2x +y+l~Jx+y = 3 


[ự3(x + y) 2 +1 +Ặ2x + y + l)-(x + y)-6 =5 

Đặt a = sị2x + y + 1; b = *Jịx + y (a; b > o) 

Kh i đó ta có hệ phương trình mới là 


a - 6 = 3 


+1 + Va 2 - 6 2 - 6 = 5 


Giải phương trình (*) ta có 


: = 6 + 3 


I \.'!6 ; • 1 - 2 ) + (a/66 + 3- 3) - 0 < > ^ 1-— = 

' ’ v ' - :)!>'■ -1-2 sỊ6b + 3+3 


»3(6-1) 


(6 +1)(6 2 +1) 


/36 4 +1 +2 


) + 3 + 3 


= 0^6 = 1 


(6 + l)(ò 3 + 1 ) 


/36 +1+2 


• + 3 + 3 


>0 V6 > 0 


Tr ,. , , , , , 2x + y = 15 \x = 14 

VỚI 6 = 1 »0 = 4 khi đó ta có < »1 


Vơi 6 = 1 => a = 4 Kni đo ta co < »ị 

[x + y = 1 [y = -13 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x;y) = (14;-13). 
Bài toán 38. (Trích tạp chí TH&TTsổ 444) 
ị a/2x - 3 - yỊỹ = 2x - 6 


Giải hệ phương trình 


; + y 3 + 7(x + y)xy = 8xỵJ2Íx 2 +y 2 ) ( 2 ) 


Lòi giải 1. Điều kiện X > —,y > 0. 

(2)»(x + y) 3 + 4xy (x + y) = 8xyJ2ịx + yý - 4xy 
Đặtx + y = s,xy = p(s 2 > 4 p,s > 0,p > 0 ) ta có : 


S 3 + 4SP = 8Pự2S 2 -4P 


» s e + 8 S 4 P - 112S 2 P 2 + 256p 3 = 0 » 


s 2 = -16P (ỉoạị) 
s 2 =4P 


Với s 2 = 4P => X = y thay vào (1) cho ta 
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\2.r .'ì - sỊx = 2x - 6 « \Ỉ2x — 3 - yfx = 2(\2.v .'ì vx)(v2x 3 + yfĩc j 
<• > ịyỊ2x - 3 - \ X Ị( 2 \ 2x — 3 + 2\fx -lj = 0 <=> \Ì2x - 3 - \[x = 0 <=> .V = 3 

Do 2sj2x - 3 + 2\fx -1 > 0, Vx > ^ 

Từ đó ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là (, x;y ) = (3; 3). 


Lòi giải 2. Điều kiện X > > 0. 

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có 

X 3 +y 3 + 7(x + y)xy = (x + yý + 4(x + y)xy > 2Ặx + yý 4(x + y)xy 
= 4(x + yý s fw=4^xỹịịx ỉ +y 2 ) + 2xyị>4 s fxỹ.2ẶxFTy ĩ )2xỹ = 8xy^I(x 2 7ỹ 2 ) 

Như vậy X 3 + y 3 + 7(x + y)xy > 8xy^2(x 2 + y 2 ) 

Đăng thức xảy ra <=> X = y 
+) Với X = y thay vào (1) cho ta 

\2.v 3 - \fx - 2x () < > \2.r 3 - yfĩc = 2 ( \ 2.X - 3 - vx)(\2x 3 + \/x j 
<-> (v’2.Y 3 - \ .V ỊỊ 2 \ 2.V — 3 + 2\ .V 1) 0 <•> v2x 3 - sfx 0 < > X = 3 


Do 2\/2x - 3 + 2s[x -1 > 0, Vx > I 


Từ đó ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = (3;3). 

Nhận xét. 

• Có thế đưa phương trình (2) về dạng tích : 


{x-yf {x + yý +(x + y)^2(x 2 + y 2 ) -8xy 


= 0 


• Có thế sử dụng tính đắng cấp của phương trình (2). 


Bài toán 39. 



Giải hệ phương trinh - 

Ị 2x 2 + x + \/x + 2 = 2 y 2 + y + yj2y +1 

(1) 

Ịx 2 + 2y 2 -2x + y- 2 = 0 

(2) 


Lòi giải. Điều kiện X > -2,y > - -.Lấy (l)-(2) theo từng vế ta có: 


X 2 + 3x + 2 + \Ịx + l = 4 y 2 +2 y + ^2 y +1 
<=> (x +1) 2 + (x +1) + ^/x+~2 = 4y 2 + 2y + yj2y + l 
Xét hàm số f(t) = t 2 + t + yịt +1 , t > -1. 

Ta có f'(t) = 2t + 1 + — 7 ==. Áp dụng bất đẳng thức AM-GM cho ta 
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2(t +1) + —Ậ= + —Ậ= -1 > I -1 = ị => f'(t) > 0, Ví > -1 

v ’ 4^/íTĨ AsỊt + ĩ 2 2 w 

Do vậy f{x + í) = f{2ỳ)<^>x + l = 2y 




Lời giải. 

Từ phương trình (2) ta có 3y = -X 2 + y z + 3x - 1 
Thế vào phương trinh (1) ta có 
X + — 2x ■+■ 5 = — X + y + 3x — 1 + y~ + 4 

<=> {x - if + Ậx-ĩý+4: =y 2 + ^Ịy 2 + 4 

Xét hàm số f(t ) = t + Ậ + 4 (t > 0)=> f '(í) = lH- -ịL > 0 

Hàm số luôn đồng biến Ví > 0 

Phương trình (*) <=>f|jx-l) 2 J = /'(y 2 ) «• (x -l) 2 = y 2 <y> x = y + 1 
TH1: Với x = y + 1 thế vào phương trinh (2) ta được 
(y +1) 2 -y 2 - 3(y +1) + 3y +1 = 0 <=> y = i => :*; = I 
TH2: Với x = l-ỵ thế vào phương trinh (2) ta được 
(1 - yý - ý 1 - 3(1 - y) + 3y +1 = 0 <=> y = ì => X = ^ 

Vậy nghiệm của hệ phương trinh là (x;y) = 



Áp dụng bất đẳng thức BCS ta có: 
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[vr(l)] 2 = ị2x.yỊy-l + y^2x-lj 2 <(l + l)[4x 2 (y-l) + ;y 2 (2x-l)] (*) 
Áp dụng bất đắng thức AM-GM ta lại có 

• y.(2x-l) = 4.|.f(2,-l) í 4(í±|^J 

Kết họp với (*) cho ta: [vr(l )] 2 < 16 Ị :y + j 
Từ (2) ta lại có 

(2x + y -lý = 27x(2 -x) => Ị^ — + y —— j = x(2 -x) = 1 - (x -1) 2 <1 

Do vậy [VT(1)] 2 < 16 [ :y + ^ 1 | ^ 16 => VT(l) < 4 

Kết họp với (1) ta có 4 = VP(l)=VT(l) < 4 . Dấu bằng xảy ra <=> I 
Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) = (l;2). 


X = 1 

y = 2 


Bài toán 42. 


Giải hệ phương trình 


(x + l)yỊy 2 +5 +(y-l)Vx 2 -3 =10 (l) 

x -y+ị) +( x y - 3 ) 2 = t ( 2 ) 


Lòi giải. Điều kiện X 2 > 3. 

Ta có 

(2) <=> X 2 + y 2 + X - y = 8 -(xy-4) 2 => X 2 + y 2 + X- y < 8 (*) 

{y-ỳ.Ị^ĩ Ậi-T- 3 +y‘-2y-z 

Nên từ (1) ta lại có: 


Lại có 


10 = (x + Ì)sỊy 2 + 5 + (y -1) \Ịx 2 - 3 < x 2 +y 2 +x-y + 2=>x 2 +y 2 +x-y> 8(**) 

xy = 4 

n- (x = 2 

Từ (*) và (**) suy ra hệ có nghiệm y -1 = yx 2 - 3 <=> \ " 

r— IT = 2 
x + l = sỊy + 5 

;; Ỵ ; ậỵ^ệ 4| : ph<££Ó ngỊpipm ị$.y).=tị 2;%)*:.: 
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Bài toán 43. Giải hệ phương trình 


X\Ịỡ - X +; 


(3 -2,y)^/x~+T = 2y + yỊĩ^ỹ-2 (2) 


Lòi giải. Điều kiện y<-,-l<x< 2sj2 


Ta có (2)«(2- A /4^)(2ự4^ + 3) = (3-2J)^/ĩTĩ 
Do (3-2y)ựx + l >0,v 2 

-1 < X < 2^2 

Suy ra [2 -ự4-y)Ị2ự4-y + 3 ) > 0 => 2-ự4 -y > 0 => y > 0 
Ta lại có 

1--- X 2 + (8 - X 2 ) 

X\Ị8-X < -—- - = 4 

2 

y 2 (3-2ỵ) ^ ị ỵ + ỵ + ( 3 ~ 2ỵ ) ì = 1 => ỵ-^3 -2ỵ < ĩ 

AM-GM V ^ > 

Hay VT(l)<5 = VP(l) 

r , ịy = 3 -2y ị y = 1 

Dâu " =" xảy ra <=> ị .——- <=> ị 

Ịx=N/fTv 1*=2 


Thử lại ta thấy, hệ đã cho có nghiệm (x;y) = (l;2). 

Nhận xét. 

- Mấu chốt của bài toán chính là việc sử dụng điều kiện có nghiệm đế làm chặt 
khoảng nghiệm của biến y, từ đó sử dụng bất đắng thức AM-GM. 

n -T * 2 +(8-x 2 ) X , , 

- Việc sử dụng đánh giá xy8 - X <- — - - = 4 không cân đên điêu kiện 

X > 0 

- Ta cũng có thế khảo sát các hàm sổ /'(x) = x 2 (8-x 2 ),0<x 2 <2 và 
g(ỵ) = y 2 (3 - 2y),0 <y<v đê tìm giả trị lởn nhát của f[x ) + g(y) 

Bài toán 44. 

, Ịỵ 2 + 4x = 4 ịy\ịx + 1 - 1 ) (1) 

Giải hệ phưong trình 1 v ' (x,yeR) 

[(* -l) 3 - 8\[ỹ = 3y 2 - X - 53 (2) 

Lòi giải. Điều kiện \ x - 

ly - 0 

Ta có (1) <=> y 2 - 2 ys]4x + 4 + (4x + 4) = 0 <=> Ịy - \/4x + 4 j = 0 <s> y = sj4x + 4 
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Thay vào (2) ta có phương trình X 3 - 3x 2 -8x + 40 = sựế.x + 4 (*) 

Áp dụng bất đẳng thứ c AM-GM ta có : 

VP(*) = 8%/ix + 4 = 2.2.2.ịj4x + 4 < — — + 2 ' + 4x + 4 = x + 13 . 

v ' AM-GM 4 

Dấu ‘=’ xảy ra khi và chỉ khi X =3 . 

Ta sẽ chứng minh : VT(*) > X +13, Vx > -1 (*) . Thật vậy : 


<=> X 3 - 3x 2 - 8x + 40 > X +13 <=> X 3 - 3x 2 - 9x + 27 > 0 o (x - 3) 2 (x + 3) > 0 luôn 
đúng với mọi X > -1 . Dấu ‘=’ xảy ra khi và chỉ khi X =3 . 


Từ đó cho ta 


VP(*)<X +13 
VT(*)>X + 13 : 


■(*)«! 


8ỉj4x + 4 = X +13 
X 3 - 3x 2 - 8x + 40 = X +13 


<=> X = 3 


Thay trở lại, ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là (x;ỵ) = (3; 4). 


Bài toán 45. Giải hệ phương trình 


ị(y- 2xf + 4 = y - 6x + 2^2(x + l)(y +1) 
|(y - l)(x 2 + x) +1 = .ỊỹẴỊl - 3x 

(4 (x ' y ‘ R) 

Lời giải. Điều kiên \ x - 

b>0 


Ta có (!)<=>|^(y-2x) 2 -2(y-2x) + lJ + 

(y +1 - 2 Ậy + l)(2x + 2) + 2x + 2 Ị = 0 


. _ ,2 / f - - r - -—\2 _ (ỵ-2x-l = 0 

o(ỵ-2x-l) +(Jỹ +1 - \Ị2x + 21 =0 q , ,, _oy = 2x + l 

v ^ 1 _ -\Z2x-T2 = 0 

Thay vào (2) ta có phương trình 2x 3 + 2x 2 +1 = 'Jl + 2xẴfa-3x 

Từ phương trình trên suy ra X > -i nên 2x 3 + 2x 2 +1 = 2x 2 (x +1) +1 > 0, suy ra 

sỊĨ + 2 xẴỊĨ - 3x > 0 fl-3x > 0 . 

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có : 

c—— l + (l + 2x) 
l.yl + 2x <— 

2 _ x =>0<*Jl + 2xẴJl - 3x < (l + x)(l - x). 

—— 1 + 1+ l-3x) \ J 

1.1 ẴỊĨ - 3x <--22- 

[ 3 

Ta sẽ chứng minh 2x 3 + 2x 2 +1 > (1 - x) (1 + x) . (*) Thật vậy : 

(*) <=> 2x 3 + 3x 2 > 0 <=> X 2 (2x + 3) > 0 đúng với mọi X > ~ hay (*) được chứng 

minh. Dấu ‘ ‘=’ ’ xảy ra khi và chỉ khi X = 0. 

Thay trở lại ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = (0;l). 
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4 

Bài toán 46. Giải hệ phương trinh ị ' 

[( 

3x +1 > 0 

Lời giải. Điều kiện ịy 2 -1 > 0 

ĩ(x + l ) 2 -y 2 >0 


ịỊĩ(x + lý-y 2 -^y 2 - l=x-6 (1) 
(y 2 - 3 xf -y 2 = 2y-j3x +1 - 9x - 2 (2) 


Ta có (2)<=> (y 2 -3x) 2 -2(/-3x) + l + [y 2 - 2ySx +1 + (3x +1)] = 0 

O (/ - 3* - 1)\ .V5ÍTĨ) 2 . 0 o «Ị^; 3 * 

Thay vào (1) cho ta phương trình í^7x 2 + llx + 6 - >/3xj + (6 -x) = 0 (*) 


+) Nhận thấy X = 3 là nghiệm của phương trinh (*). 
+) Xét các hệ bất phương trình: 


6-X > 0 


/7x 2 + llx + 6 - \/3x > 0 


6 -X < 0 

HTT^xĨq-^x <0 


<=> ](x-6)(2x + l)<0»0<x<6 


(x-6)(2x + l)>0<=>x>6 


Suy ra: 

+) Nếu 0 < X < 6 thì Ujĩx 2 +1 lx + 6 - \ 3x Ị + (6 - x) > 0 hay (*) không có nghiệm 
X e[0;6) 

+) Nếu X > 6 thì ịịỊĩx? +1 lx + 6 - >/ã X j + (6 - x) < 0 hay (*) không có nghiệm 
X e (6;+oo). Vậy PT (*) có nghiệm duy nhất X = 6 
Thay trở lại ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = (6; Vĩõ). 

Bài toán 47. 

Giài hệ phmmg trình [>(2-^) + = 2 « { R) 

N + /-n = 2(* + y) (2) 


Lời giải. Điều kiện 


x(2-y)>0 

y(2-x)>0 
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Từ điều kiện (*) và (1), áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có: 
VT( 1) < ĩdta + y4ị-*ệ 2 . VP(1) , do đó (l) <=> X + y = 2 

rí .. 2->12 


Kết họp với (2) cho ta hệ 


x + y = 2 hy: 


xy = — 
2 


2 + 42 

2 

2 + \Ỉ2 
2 

2-42 


ưs „ /. X _ [f 2-42 2 + 42) (2+42 2-4Ĩ]} 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) = ịị — Ỷ ; 2 9 ; 9 



0 < X < 

Lời giải.Điều kiện < ? (*) 

0 < y < ị 

l 2 


Từ phương trình (1) áp dụng bất đẳng thức Bunyakovsky ta có 

-=L= + -=L= < ‘Ấ 1 + 1 1 ( 3 ) 

K 4l + 2x 2 Ậ + 2y 2 ) yl + 2x 1 + 2y J 

„ , , 1 1 2 2 (y-x) 2 (2xy-l) 

Mặt khác ta có -— 4— + -—=-— - -— 4 — = v 7 —-—— 

l + 2x l + 2y 1 + 2xy (1 + 2xy)(l + 2x 2 )(l + 2y 2 ) 

Do từ (*) ta có 0 < xy < Ị => 1 + 2xy > 0, 2xy -1 < 0 
4 

Kh i đó (3) là một nghiệm của hệ phương trình 


1 „ 4 _ 1 , 1 

/1 + 2 V 2 1 + 2xy ^ 4Ĩ + 2x 2 Jĩ + 2 V 2 ” 


l v x/l + 2x 2 4l + 2y 2 ) l + 2xy yị l + 2x 2 4 1 + 2 y 2 4 1 + 2x y 

Dấu bằng xảy ra khi X = y, thế vào phương trình (2) ta được 
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9-v/73 

x = y = —1 

2sjx - 2x 2 = |»2x 2 -x + ^- = 0<íí> 36 _ 

9 81 _ 9 + V 73 

x = y = ——7— 

L 36 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x;y)= 9 ’ 9 - 3 ( 3 — ■ 


Bài toán 49. 


Giải hệ phương trình < 


x 2 y^2 + 2sj4y 2 +1 j = X + Vx 2 + ĩ (1) 

Vã + X - yẸ- X 4 + 3+8 (2) 

2y Ì 2 y [ ’ 


-3 < X < 2 

Lòi giải. Điều kiện - y > 0 

1 

y - „ 

L 6 


Từ (1) ta có VP(l) = X + Vx 2 + 1 > X + |x| > 0=> VT{T) >0=>y > 0 
Lại có (2) <z> V3 + X - V2 - X = ÌẬ- + 3 1 - 4 /-!- + 3+4 +1 

y J ]Ị 2y 

( nr— Y _ _ 

<=> V3 + X - \J2-X = + 3-2 +1 => V3 + X - V 2 - X > 1 

Từ điều kiện X>1 ta có ( 1 ) <=> 2y + 2yJ4y 2 +T = - + - 1 + \ 

X X V X 

Xét hàm số f(t) = t + t\Ịl + t 2 ,t> 0 , ta có 

,-- #2 

/■'(t) = i + Vi + t 2 + . ,, > 0,vt > 0 ■ 

Vi+Í 2 

Do đó f( 2 y) = fị-']o 2 y = -ox = ^~ 

\xj X 2 y 

Thay vào (2) ta có phương trình X - 5Vx + 3 + V 2 - X + 8 = 0 (*) 
Xét hàm số /(x) = x-5Vx + 3 + V2-X+8,x> 1 có 


ní \ t LJ L ZiV/X + 3 —4 1(1 L 

f '(x) =1- , + , = , _ + H -~r=== 

’ 2Vx + 3 2 V 2 -X 2ựx + 3 2 ^ V 2 - X V* + 3 

Do 2Vx + 3 - 4 > 0, Vx > 1 và 


-L JL T _L 

V 2 - X . Vx + 3 n /(2-x)(x + 3)ÍV2-x + Vx + 3 


> 0,Vx > 1 
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Nên f\x) > 0, \/x > 1 . 

Đồng thời f(ỳ) = 0 suy ra phương trinh (*) có nghiệm duy nhất x = l. 

Bài toán 50. (Trích chọn đội tuyến HSGQG Nghệ an năm 2014-2015) 

Giải hệ phương trình 

ịxịếy 3 +3y + ^5y 2 -x 2 \ = y 2 (x 2 +4y 2 +8) (l) 

[x + Ạ2-2x=2y 2 -2^ỹ-4 ( 2 ) Á ,y 

5 y 2 -X 2 >0 

Lời giải. Điều kiện X < 6 (*) 

y >0 

Ta có 

(l)«( I -2 3 .) s (4/ + 3) + (x-2 í /5r-r) S = 0»|*^^_ 7 »|*;^ 


Thay vào (2) ta có 

2y + ựl2-4ỵ=2y 2 -2ựỹ-4^ỵ + ự3^J = y 2 -ựỹ-2 ( 4 ) 
=> y 2 - y - 2 = -y/3 -y + <Ịỹ >0=>y>2=>2<y<3 
(4)«y 2 -3y + l = ^-(y-l) + ự3^-(y-2) 


...2 r,.. ,y 2 -3y + l y 2 -3y + l 

<»y 2 -3y + l = - 2 J " v= 

y -1 + iy y - 2 + yỊ3 - y 

<=>(/ -3y + 1 ) ị - ^—= + - - , +l) = 0»y 2 -3y + l = 0<=>y = 3 ± y^ 

1 \y-i+4ỹ y- 2+#^7 J 2 


Kết họp điều kiện ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = 3 + \fE; 


2 , 


Bình luận. Có nhiều cách đê chúng ta tìm ra môi quan hệ x = 2y ớ phương trình 


(ỉ), song cái hay của bài toán chính lại là việc xử lý phương trình vô tỷ 
y 2 -y-2 = sj3-y + yỊy bằng kỹ thuật sử dụng lượng liên hợp, từ việc làm chặt 
miền nghiệm của phương trình. 


ịjy + 2x-l+Jl-y=y + 2 (1) 

Bài toán 51. Giải hê phương trình ị _ ___ 

[ Xsíõc = yỊy(x -1) + ^ịx 2 - y ( 2 ) 


y + 2x -1 


x>0 

Lòi giải. Điều kiện • 

1-y >0 


y{x - 1 ) > 0 


X 1 - y > 0 
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Nhận thấy (x;y ) = (0;y) không là nghiệm của hệ. 

Với x + 0, ta có : 

< / TT rr~_ x(y-x) x(y-x) _y-x 

yỊyịx-y-yỊx -y= , v - o— = = JZ 

y(x-l)+Jx -y xyx sỊx 


Kết hợp với (2) cho ta 
yỊy(x-i) + ^x 2 -y = Xsfx 

<Jy(x-l)-^x 2 -y 

vX 


• 2 ^y(x-l) = x4x + ^-J=ỉ- 

yX 


=> 2 }jy(x 2 ~xj = (x 2 - x) + y => [(x 2 - x) - yj =0=>y = x 2 -x 

Thay vào phưong trinh ( 1 ) cho ta : Vx 2 + X-1 + V-x 2 + X + 1 = X 2 -X + 2 (*) 
Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có 


/x I X 1 < 


l 2 T ^ —X + X + 2 

/ — X + X +1 ^-—- 


VT(*)<:x; + i 


Ta sẽ chứng minh VP(*) > X + 1 . 

Thật vậy x 2 -x + 2>x + l»(x-l) 2 >0 (luônđúng) 


VT(*)<X + 1 ÍVT(*) = X + 


(*)« 


<=> X = 1 


|vp(*)>x + l v ’ Ịvp(*) = x + 1 

Thử lại ta thấy nghiệm của phương trình đã cho là (x;y) = (l;0). 

Bình luận. 

- Phép biến đối đế cho ta y = x 2 -x là một phép biến đôi hệ quả, vì vậy sau khi 
tìm được kết quả cuối cùng, bắt buộc chủng ta phái thử lại vào hệ ban đầu đế 
kiếm tra nó là nghiệm hay không. 

- Ta cũng có thế nâng lên lũy thừa ở phương trình (2) cũng có thế đưa vê kết quà 


y=x -X. 


M*-l) * 


x + y-1 


- Sai lâm thường gặp là đảnh giả \ , chỉ sử dụng cho các sô 

n- X - y +1 

s/x -y<- — f — 

không âm. 

Bài toán 52. 

Giãi hệ phương .rinh Ị ( * + 2 y lT ' ) ' gTĨ w 

2xy + 5y = J(x + l)(2y + l) (2) 
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Lòi giải 1. Điều kiện ị 2y + 1 > 0 

|x +1 > 0 

Nhận thấy {x;y) = j không là nghiệm của hệ 

Từ phương trinh (1) ta có 

(l) <=> (x - 2 y + 4y - 1) N 2y • T - (x - 2 y)\ix + ĩ 

<=>(4y- ì)yỊ2y + l = (x-2y)Ụx + l - *Ẹỹ +lj 

_it IÕ7. T 1 -_^ n —^ A, ^ A t*\ 


<*> 

Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta lại có 


(2) => 2xy + 5y = J(x + l)(2y + l) < 


X +1 + 2y +1 


■x + 2>4y(x + 2)=>(x + 2)(l-4y)>0=>y <d-, dox >-1 (**) 


Từ (*) và (**) suy ra hệ có nghiệm khi I y 4 <z>. ^ 

X - 2y = 0 x = \ 

L l 2 

Thử lại suy ra hệ đã cho có nghiệm (x;y) = 1 ^ 2 ' 4 ]' 

, ,, 1 Í 2 y + 1>0 

Lòi giai 2. Điêu kiện \ 

|x +1 > 0 

Đặt sjx +1 = a, sj2y +1 = b (a,b > 0 ). Hệ phương trình đã cho trở thành 

Ị(a - bf (a + 6) = b( 2 b 2 - 3 ) ( 3 ) 

|(a-ồ) 2 =(a 2 + l)(3-26 2 ) ( 4 ) 

Nhận thấy a = b = 0 không phải là nghiệm của hệ phương trình. Khi đó 
ÍT(3) - (o + b)PT{ 4) = 0 o ( 2 Ò 2 -3)[ò + (a + ồ)(a 2 + 1 )] = 0 => b = 

Từ đó cho ta a = b = . 

V 2 

Thay trở lại ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = 9 ’ 4 j- 


Bài toán 53. 


Giài hê phương trinh 

[xsỊy 2 +1 + yyx 2 +1 

(1) 

(2) 
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Lòi giải. 

Ta có 

(1) => (x + ỳf - 2xy + (xyý = 3 => 4 = (x + yý + ( xy - 1) 2 > (xy -1) 2 => -1 < xy < 3 (*) 
Lại có: 

(2) => X 2 Ự +1) + y 2 (x 2 +1) + 2xyẬx 2 +l)(y 2 +l) =4 (x 2 + / + 2xỵ'Ị 
=> 2 x 2 ỵ 2 - 3(x 2 + y 2 Ị - 8 xy + 2 xỵẬx 2 + l)(y 2 +1) = 0 

=> 2x 2 y 2 - 3(3 -x 2 y 2 J -8xỵ + 2 xy*Jx 2 y 2 + x 2 + y 2 +1 = 0 


■ 5 x 2 y 2 - 4xy -9 = 0: 


xy = -l 

9 (**) 


xy = 


Từ (*) và (**) suy ra xy = - 1 . 


Từ đó ta có hệ Ị y 2 o ị xy 1 o 

jx + y +(xy) = 3 Ịx + y = 0 


X = -1 

y = 1 

X = 1 

y = -1 


Thử lại ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = {(—1; 1 ),(l;— 1 )}. 


Bài toán 54. 

í 1 , 1 - 2 

(1) 

Giải hệ phương trình < 

sỊx + 2 yỊy- 1 yỊx + y 


X 2 + y 2 + 4xy - 4x + 2y - 5 = 0 

(2) 


1X > -2; y > 1 
[x + y > 0 


Lòi giải. Điều kiện Ị 

Ta có ( 2 ) <=> 2(x + yỴ = (x + 2 Ỵ + (y - 1 ) 
và (l)<=> 


* 2(x + >)■ . (« + 2) 1 + ừ - ự O (f^J + (f^Ị - 2 

ịa + b = 2 


Ta có hệ phưong trình J 1 1 (*) 

[a [+ b ĩ = 2 


Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có 


(2) => 2 = -4 + Ặ 

[ J a b ]Ịa 4 è 4 


‘ 2 . 7 2 

ct .0 


< 1 => aò > 1 
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Cty TNHHMTVDWHKhang Việt 



Lòi giải 1. Điều kiện (2-x)(y + 2) >0 

Từ phương trình (1) ta có 2 = (x + lf +y 2 >2(x + l)y=> y(x + l)<l (*) 

Cũng từ phương trình (1) => (x +1) 2 + y 2 = 2 => -\J 2 < y <\f2 => y + 2> 0 
Do đó 

(2) => 14 - 4xỵ - X = 2.ự2-x.ị2ựỵ + 2j < (2 - x) + 4(y + 2) y (x +1) > 1 (* *) 

Từ (*) và (**) suy ra hệ đã cho có nghiệm khi hệ sau có nghiệm: 

X +1 = y 

• yj2-x = 2<ịy + 2 <=> I x = _ 
y(x + 1) = 1 y ~ 

Thử lại ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là (x; y) = (-2; -1) 

Lòi giải 2. Điều kiện (2-x)(y + 2)>0 

Từ phương trình (1) =>(;c + l ý +y 2 =2=>-\f2 < y <^Ỉ2 => y+2>0=>2-x>0 
Do đó (l) <=> 4(xỵ + ỵ-l) = ịs/2-x — 2^2 + y j > 0=> xy + y -1 > 0(*) 

Lại có (2)«(l - xy - y) = (x - y +1) 2 > 0 => xy + y - 1 < 0 (* *) 


Từ (*) và (**) suy ra hệ đã cho tương đương với 


-J2-X =2ự2 + y 
x-y +1 = 0 <=> 

xy + y -1 = 0 


Hay hệ đã cho có nghiệm (x;y) = (—2;—1)- 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 

Lời giải. Từ phương trình (1) ta có |x + y| (y -1) > 0 (*) 

Neu |x + 3 »! = 0 => y = 1 => X = -1 ( L ) 

Với |x + y|;É0=>y-l>0 

Mặt khác từ (2) suy ra \x + y| -7 —= y- 1 - 1— 

1 |x + y| y -1 

Xét hàm số f(t) = t--=>f'(t) = l + \>0 (vt>0) 

t t 

Hàm số luôn đồng biến vt>0 nên f [\x + y\^ = f [y - T) <^>\x + y\ = y -1 
Thế vào (1) suy ra (x + 2) 2 =0<=>x = -2=>|y-2|=y-l=>;y = ^ 

Thử lại ta thấy, các nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = ị^-2;^ j. 

Bài toán 57. 

Giải hệ phương trình 

2x 2 + y 3 + y 6 = \Ịxỹ - x 2 y 2 
4xy 3 + y 3 + -^ = 2x 2 + yỊĨ + (2x - ~yf 


1 

1 

2 


Bài toán 58. 

xy + Í 2 ịx 4 + y 4 ) =1 

( 1 ) / 

Giải hệ phương trình < 

V V / 

_ 9 

(x,y e u ) 


5 5 

X y + xy = — 

1 27 

(2) 
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Lời giải. Điều kiện xy - x 2 y 2 > 0 (*) 


Ta có y 6 + y 3 + 2x 2 = . 4 - xy-4 <4 


<=> y 6 + 2y 3 + 2x 2 + 4xy 3 < 4 + y 3 + 4xy 3 


Cộng với (2) ta được 
<=> y 6 + 2y 3 + 2x 2 + 4xy 3 + 2x z + J 


Ậ + ( 2 x-yý <l + 2 y 3 + 8 xy 3 


<=> y 


+ 4x 2 - 4xy 3 + ^1 + (2x - y) 2 < 1 o Ịy 3 -2xj + yịl + (2x — yf 


<1 


y - 2 x = 0 


y - 2 x = 0 




y - y = 0 


y = 0 


y 

X = V 
2 


Dấu bằng xảy ra khi 
Thử lại ta thấy, nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = 


y = 1 ịy = - 
^I_n V L- 1 v U-_ 

x = 0 \x = — X — — 

2 l 


(!) 

x,yeũ) 

( 2 ) 
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Lời giải. 

Từ (2) ta có xyỊx 4 + y 4 ) = ^- > 0 => xy > 0 


l-xy = lịsịx 4 + y 4 Ị >2\xy\ = 2xy=>xỵ<^; x 4 + y 4 = — 
Xét 

VT = xy[x 4 + /) = xy^—^~ 


„ 1 - xy 1 — xy _ „ 

■■‘ Ầxy .— r ^. - 7 <2 


1 - XV 1 - XV 
XV + + 

2 2 


2 

27 


Dấu bằng xảy ra khi 


xy ■ 


1 -xy 


i xy = 3 <=> 

4 .4 

X = y 


Vã. 


l^Vã v = ~s 


x = - 


s 


l 

Thử lại ta thấy, nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = J=;-J=jj. 

Bình luân. 

Đối với hệ phương trình trên ta có thế biến đối từ (1) như sau 
ịxy <1 


4 ^ 4 _ (1 -xy) 
X + y = -——— 
2 


Thế vào phương trình (2) ta có xy — ^ ^ 


Bài toán 59. 


27(x • 1 )(•'! y) • , xy \X - 2.r ‘ 2 (1) 

Giai hộ phương trình j *___ 

[ 3-\/(3x + 8)(y + 6) + -v/x = 12 + yjxỹ (2) 


(x + l)(3-y)>0 
Lòi giải. Điều kiện ị X > 0 


X > 0 

0 < y < 3 


Ịxy > 0 

Cộng (1) và (2) theo từng vế ta được 
4^x+ĩ)(3^ỹ)+6^3x + 8)(ỹ+6) =4x + 28 (*) 
Áp dụng BĐT AM-GM ta có: 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


\4Ệx + ĩ)(3-y)<l + l + (x + l) + (3-y) = 6 + x-y 
j6ự(3x + 8)(y + 6) < 8 + (3x + 8) + (y + 6) = 3x + y + 22 
=>VT(*)<4x + 28 = VP(*) 

Dovậy(*)«j 1 o = ^ 1 r 3 : 3, ,«| X = o 

J v ’ [8 = 3x + 8 = .y + 6 \y = 2 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là (x;yj = (0;2). 


Bài toán 60. 


Giải hệ 


/3x - 2 - Jĩ - y = X 


Ị(x + 3)(5 - yj + sỊy 2 - 3y + 2 + X<ị2 -ỵ=2x-ỵ + 4 (2) 


Lòi giải. Điều kiện I x 3 

(2) <=> Ậx + 3)(5-ỵ) + sjy-1.^2-y + xẠ- y = 2x - y + 4 (3) 

Từ phương trình (l) => Ạ-y = \/3x-2 - x , thay vào (3) ta được 
Ậx + 3)(5-y)+(yỊ3x-2-x}ij2-y + Xyj2-y = 2x-y + 4 
o Ậx + 3)(5-y) + Ặ3x-2)(2-y) = 2x-y + 4: (*) 

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM cho ta 

í ỊRZ oWo „ w 3x-2 + 2-y_3x- 3 ' 


(3x-2){2 -y)<- 


Ị(x + 3)(5-y)< 


X - y + 8 


Do đó VT (*) <~~~~ + x Ự 8 = 2x-y + A = VP(*). 

„X _ ,_ Í3x-2 = 2-y fx = 1 

Dâu = xảy ra« „ <=> 1 

|x + 3 = 5-y \y = l 

Thay trở lại ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là (x;y\ = (!;!)• 


Bài toán 61. Giải hệ phương trình 


4±£ + l = 2 fí±ỵ 

X y { xỵ 


[6^(x + l)(y + l) 2 +3Ặ2x-l)(2y-l) = 5x + 7y + 3 ( 2 ) 

. , \x,y í ữ 

Lòi giải. Điêu kiện 1, .. , 

& v [(2x-l)(2y~l)>0 
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Ta có (i)«4 + 4-|-^ + i = 0«íỉ-ll 2 + íi-lì%i 

X 2 y 2 X y u ) yy ) 

0 < — < 2 x>4 

Suy ra 1 ~ =>< ~ 

0 < — < 2 y > — 

I y [ 2 

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có 
6 ^(x + l)(y + l) 2 < 6 ( x + 1 ) + (->’ + 1 ) + (t + 1 ) = 2x + 4y + 6 

3Ậ2x-ĩ)(2y-l) < 3 ( 2 *- 1 ) + ( 2:y - 1 ) = 3x + 3y - 3 

Suy ra VT(2)<5x + 7y + 3 = VP(*) 

„ ỉ « „ ,_ íx +1 = y +1 

Dâu = xảy ra <=>{ _ _ . => X = y 

J [2x -1 = 2y -1 

rrii \ /i\ , ' ( 1 Ỹ _1 [x = 2 + SỈ2 

Thay vào (1) ta CÓ --1 = -^ <=> 

) 2 y x = 2 -sỊ 2 

Từ đó ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là 


(x; y) = 1(2 + J2;2 + s ),(2 - 2 - SẼ ) Ị. 



Đặt yịx — 2 = a,yỊỹ +1 =b{a,b> 0 ) 

Hệ phương trình đã cho trở thành 
8 ab + 4a = I- 4 Ị & 2 - lỊ 4(a + 6) 2 =4 + {2o-l) 3 ( 1 ) 

'-£- + -*- = ẵ 0 At+At-I (2) 

.6 + 1 ữ + 1 3 [6 + 1 ữ + 1 3 

Từ (1) ta có (a + ò) 2 >l=>a + ò>l 
Từ (2) ta lại có 

V7 ư*) = « 2 I b 2 > (ạ + bf > {a + bf _ 1 ^2 

ab + b ab + a 2 ab + (a + b) (a + b) 2 1 1 3 

2 - 4 ’-+(a + b ) 2 a + b 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Dấu “=” xảy ra <=> a = 6 = - 

. ^ 1 9 (9 3 ^ 

Thay trở lại ta tìm được nghiệm của hệ đã cho là (x;y) = Ị 4;- 4 



Lòi giải. 

Từ điều kiện X > 2 => y > 0 

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có 

VT ( 1 ) = ^Jy{x-2)+Jx(y + 2) < y + (x 4 + * + ừ + 4 =x + y = ypựj 


, f "V — ỵ _2 

Dấu “=” xảy ra <=> 1 “<ĩ>y = x-2 

\x - y • 2 

Do đó (l)=>y = x-2 

Thay vào (2) ta có phưong trinh 


4 Jx +1 + vx — 2 


• — 3 ~\íx +1 + 


3ịy/x - 2 + lj 

Đặt: -s/x+T = a;\/x -2 =b [a>b> o) . 


\/ãr+T -^x-2ỊỊVx-2 + l)' 


Ta có phương trình : a + --—--7- = 3 

(a-ò)(6 + l) 

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM cho ta : 

“V‘)(4 + 4 +1 " ( “~ 6) + ^H^) 


(a - ò)(ò +l) 2 


4 4 

--—--17- = 4 hay : a + --—- > 3 . 

(a-6)(6 + l) (a-ỏ)(ò + l) 


> 4:J(a - &)f —77“ ì ■- - 77 - 77 = 4 hay: 

f \ 2 J (a-b)(b + lf 

Dấu bằng xảy ra <=> 1 

Thay trở lại ta tìm được X =3. 

Vậy nghiệm của hệ phương trình đã cho là 
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ma=ỳ, b =>(a, b > »)<*«* 

Theo bât đăng thức B.c.s ta có 

(aồ + l)^ + lj>(a + l ) 2 Ị a Ị^- a 7b'ab7l 

(aồ + l)í-^- + l 1 >(ò + l ) 2 2 ^ a ■ 

' \a J [ ’ Ịị| + iỊ 2 a + è ffi6 + l 

1 T ru / J.\ 


Suy ra VT(*)>-- “7, - = —= yp(*) 

(a + ò)(aò + l) aồ + 1 

ữb = r, _ 

ỏ — 1 2 

Dâu " =" xayra o " => <Ị => X = y 


b \a = 1 


Với X = y 2 thay trở lại ta có phưong trình : 

>/ỹ+= 32(y-1) 2 ự2y-2 ^y + sỊy 2 -1 = 2(4y-4) 5 
Đặt : 4y - 4 = u (u > 0) . Phương trình đã cho trở thành : 


1 ( ^ 4 ^ ] = 0 ^ 8 w 6 = siũ 2 + 8 u + u + 4 (*) 


+) Rõ ràng u = 0 không là nghiệm của phương trình (*) 

+) Với u # 0 , phương trình (*) tương đương với : 8?4 + 4 + \ ~s + -7 

u° u vỉí u 


Hàm số : f(a) = Ar + \ + . Ả- + -í , nghịch biến trên (0;+co) và f(l) = 0 
u u \Ịu u 

Suy ra phương trình (*) có nghiệm duy nhất u = 1 . 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


. r 1 ? [ 25 5 

Thay trở lại ta có nghiệm của hệ phương trình đã cho là (x; y) = Ị ^2-; T 

Bài toán 65. Giải hệ phương trình 

Ỉ2(x +y ) 3 + 4xy-3 = 0 (l) 

\ . „ ' (x,yeũ) 

[(x + y) - 2x 2 - 4xỵ + 2y 2 + X - 3y +1 = 0 ( 2 ) 

Lời giải. 

Ta có(x + .y) 2 > 4xy => 2(x + y) 3 + (x + y) 2 -3>2(x + ỵf + 4xỵ-3 = 0 
=> 2(x + yý + (x + y) 2 -3 > 0 (*) đặt 

t=x + y (*)o2t 3 + t 2 -3>0<^(t-l)[2t 2 +3t + 3)>0«í >1 

Viết lại (2) dưới dạng (x + y) 4 -2(x + y) 2 + (x + y) + (2y -1) 2 =0 
Xét hàm số f(t) = t 4 - 2 t 2 + t (Ví>l) 

Khi đó f'(t) = 4t 3 - 4í +1 > 0 (Ví > 1 ) 

Hàm số luôn đồng biến Ví > 1 => f(t) > /( 1 ) = 0 
Hay (x + y) 4 -2(x + y) 2 + x + y>0 và (2y-l) 2 >0. 

Suy ra (x + y) 4 -2(x + y) 2 + (x + y) + (2y -1) 2 > 0 


Dấu bằng xảy ra khi 


X + y = 1 
1 

y = - 
2 



Ket họp các điều kiện suy ra nghiệm của hệ phương trình là (x;y) = 



Bài toán 66. 

íx 2 (l + y 2 ) + ý ỉ (l + x 2 ) = 4^/rỹ ( 1 ) 

GÌâÌhệPhương “” h Ịx-^l»-,(l-ựĩT7) (2) {x - ye0) 

Lời giải. Điều kiện xy > 0 


Ta có X - \/l + x 2 < 0,1 - Ậ + y 2 < 0 nên từ phương trình (2) ta có x 2 y > 0 
Ket họp điều kiện suy ra y > 0 => X > 0 

Khi đó phương trình (2) <=>ỉ--fl + ^-=y - yẶ + y 2 (*) 

X X V X 

Xét hàm số f{t) = t -t-ỊĨ+ĩ với t> 0 


Ta có f'(t) = ịl-'Jl + t 2 )- jẮ <0 do 1 -x/l + 1 2 <0 
.T.yl + Í 2 


516 
























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Cty TNHHMTVDWHKhang Việt 


Từ(*) of{^\ = f(y)o^- = yoxy = 1 

yx J X 


Thế vào phương trình (1) ta được 


ịxy = 1 x = y = 1 ( TM) 

\x 2 +y 2 =2 x = y = -ĩ (L) 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là ịx;y) = (l;l). 

Bài toán 67. 

\2(y 3 -x 3 ) = 6x 2 + 7x-y + 3 (1) 

Giải hệ phương trình Ị ___ (xjeũ) 

\ý'j3--ỹ + 2y2(l+ỹ) = v9x 2 + 16 (2) 

Lòi giải. 

Điều kiện -1 < y < 3 

Từ (1) ta có 2y 3 + y = 3(x +1) 3 + (x +1) 

Xét hàm số: f(t) = 2t 3 +t => f'(t) = 6t 2 + 1 > 0 Ví 

Hàm số luôn đồng biến trên □ nên suy ra f[y) = f[x +1) <=> y = x +1 

thế vào (2) ta được 4^2 - X + 2^2(2-x) = \ í).v ' +16 

Điều kiện -2 < X < 2 bình phương hai vế ta có 

:!2 • l(i\S 2.v : -9x 2 -8x = 0»4(8-2x 2 ) + 16ự8-2x 2 -x 2 -8x = 0 

Đặt t = 2^8-2x 2 (í>0) 


Phương trình trở thành t 2 + 8 t - x 2 - 8x = 0 <=> 


t = x 

t+x+ 8=0 


.__ 4 JÕ 

2y8 - 2x 2 = X <=> ị 32 => X = —— 
\x =~r 3 

l 9 


VN (-2 < X < 2) 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x;y) = 


( W2.3 + 4s/2Ì 


Bài toán 68. 

Giải hệ phương trinh ị x $- - y ~ + w1 X =1 (1) / □ \ 

l(l-*)(l + ,)-2 (2)' ' 


Lới giải. 


Điều kiện 


J|x| < 1 


Đặt x = cos«r; y = cosj3 với a, Ị3 e[ũ;;r] 
Khi đó hệ phương trình trở thành 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


cosasin/? + cos/?sina = 1 Jsin(a + /?) = 1 
(l - cosa)(l + cos/?) = 2 


sina - cosa -sinacosa -1 = 0 




n _ 7Ĩ 

a + B = — 

2 

sina-cosa-sínacosa-l = 0 (*) 


Giải (*) đặt t = sina -cosar, |í| < •Ẹ => sin acos a = 


1 


Kh i đó phương trình trở thảnh t 2 + 2t - 3 = 0 <=> 


t = 1 (TM) 
t = -3 (L) 


Với t = 1 sin a - cosor = 1 <=> siní a- — \ = —!= =>a = ^-=>/? = 0 

l 4j SỈ2 2 
Vậy hệ đã cho có nghiệm là (x;y) = (0;1). 


Bài toán 69. 


Giải hệ phương trinh 


^ + ^ + 3 ^ = 3 ( 1 ) 

x + y 

^-TLỉỉ Lo (2) 


(x,ysũ ) 


Phân tích. Bài toán trên có nhiều cách giải. Tuy nhiên ta cũng có thế giải bằng 
phương pháp lượng giác hóa như sau. Giả sử (a/Ĩc) 2 + = a 2 

Đặt sfx = a. sin a\ T~ỹ = a.cosa 

Với định hướng như trên ta có cách giải bài toán như sau. 
x > 0 

Lới giải. Điều kiện < y > 0 

x + y* 0 

Đặt s[x = a. sỉno:; d~ỹ = a.cosa với o ^ 0 

Kh i đó hệ phương trình trở thành 

. a.sina + 3a.cosa , 

a.sinaH — -3 I (a 2 + l)sina + 3cosa = 3a 


<=>. 

a.cosa---= 0 [3sina + (a 2 -l)cosa = 0 


a.cosa - 3a.sina 


Đặt X = sin a; Y = I 


Kh i đó hệ phương trinh trở thành 


Ị(a 2 +l)V + 3Y = 3a 
Ị3X + (a 2 -l)y = 0 
Ta có D = a 4 - 10; D x = 3aỊa 2 -l); D y = 9a 
Vớị.Ịl = 0 => D v 0 hộ pj}ựơng trình yô ng.Ị]i : cm . . . 
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Với D * 0 c; >a* ±ịfữ) khi đó nghiệm của hệ phương trình là 
3a(q 2 -l) -9o 

a -10 a 4 -10 

Mặt khác X 2 + Y 2 = 1 <=> 9a 2 (a 2 -l) 2 + 81a 2 = (a 4 - lo) 2 , đặt t = a 2 > 0 
Kh i đó ta có phương trinh 

+ 81 1 ={t 2 - 10) 2 t 4 - 9 1 3 - 2t 2 - 90í +100 = 0 


(, 10 ì 

_ . (. 10 Y 

, 10 4 ! 


+ 

õ 

3 

II 

1 


l t J 

V t 

l t J 


Í + T = n „ r í = 1 

<=> A =>í 2 -lri + 10 = 0» 

t + ^ = -2(L) L^ = 10 

Với í = l<=>a 2 =l<=>x + y = l 


X + y = 1 

thế vào hệ ban đầu ta có < sỊx + ^ + = 3 o- ị x = ^ 

x + y [y = 1 

_ x + y 

Với í = 10«o ỉ =10t>a:+}' = 10 

X + y = 10 

thế vào hệ ban đầu ta có < 4x + — + 3 ^ = 3 ( VN) 
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B. PHỤ LỤC 

Sự HÒ TRỢ CỦA MÁY TÍNH CASIO-FX 570ES 


A. PHƯƠNG TRÌNH BẬC CAO 
1. Tìm nghiệm hữu tỷ của phương trình bậc cao 

Thí dụ. Tìm nghiệm của phương trình: 6x 4 — 13x 3 + 15x 2 — 9x + 2 = 0 


THỨ Tự 

THAO TÁC 
TRÊN 

MÁY TÍNH 
CASIO 

KÉT QUẢ 

HIẺN THỊ 

Ý NGHĨA 

1.1 

6 

6 


1.2 

ALPHA 

X 

Viết ẩn X trên 
CaSiO 

1.3 

) 

1.4 

*a 

6X 4 

Viết phương 
trình đã cho 
trên máy tính 
CaSiO 

1.5 

4 

1.6 

(REPLAY) > 

6X 4 - 

1.7 

- 

1.8 

1 

6X 4 - 13X 3 

1.9 

3 

1.10 

ALPHA 

1.11 

) 

1.12 

ề 

1.13 

3 

1.14 

(REPLAY) > 

6X 4 -13X 3 + 15X 2 

1.15 

+ 

1.16 

1 

1.17 

5 

1.18 

ALPHA 

1.19 

) 

1.20 

X 2 

1.21 

9 

6X 4 - 13X 3 + 15X 2 - 9X 

1.22 

ALPHA 

1.23 

) 

1.24 

+ 

6X 4 - 13X 3 + 15X 2 - 9X + 2 

1.25 

2 

1.26 

ALPHA 

6X 4 - 13X 3 + 15X 2 - 9X + 2 = 0 

1.27 

CALC 

1.28 

0 

1.29 

SHIFT 

6X 4 - 13X 3 + 15X 2 -... 

X - 0.6666666667 

bR= 0 

Nghiệm cùa 
phương trình 
đã cho là 

1.30 

CALC 

1.31 

1 

1.32 
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0 


Bình luận. Từ việc biết trước nghiệm của phương trình đã cho. ta dễ dàng đưa phương trình 
đó về dạng tích: (3x — 2)(2x 3 — 3x 2 + 3x - 1) = 0 . 


2. Tìm nhân tử trong phương trinh bậc cao có nghiệm vô tỷ. 

Phương án 01 : Sử dụng chức năng TABLE 

Thí dụ l.Tìm nhân tử cùa phương trình: X 4 — 2x 3 + x 2 —1 = 0 


THỨ 

Tự 

NỘI DUNG 

THAO 

TÁC 

TRÊN 

MÁY 

TÍNH 

CASIO 

KÉT QUẢ HIẾN THỊ 

Ý NGHĨA 

2.a.l 

Viết phương trinh 

X 4 - 2x 3 + X 2 - 1 = 0 

trên máy tính CaSiO 

Tương tự 
các bước 

từ: 1.1 
đến 1.28 

X 4 -2X 3 + X 2 -1 = 0 


2.a.2 

Gán giá trị: 

Solve for X là: 9 

và chờ kết quả... 

Thực 
hiện lại 
các bước 
từl .29đến 
1.32 

X 4 - 2X 3 + X 2 - 1 = 0 

X = 1.618033989 

[-R = 0 

Phương trình 
có nghiệm 

1.618033989 

o Chú ý: Chúng ta không quy đối kết quảđó có giá trị chính xác là bao nhiêu màđi tìm 
nhân tử cùa phương trình ban đầu dựa vào kết quảđó. 

2.a.3 

Gán biến X cho biến 

A 

ALPHA 



2.a.4 

) 



2.a.4 

SHIFT 



2.a.5 

RCL 



2.a.6 

(-) 

X^A 

1.618033989 


2.a.7 

Kiểm tra giá trị cùa 
hàm 

Số 

f(X) = A 2 -AX 
trong khoáng (-9; 9) 

và cách nhau 1 đơn vi 

MODE 

SETU 

p 


Nhập hàm số 

2.a.8 

7 

f(X) = 

2.a.9 

ALPHA 



2.a.l0 

(-) 



2.ạ. 11 

'Ị 

r 

•ỷ ^ 

II 

Ệ > 



521 






















































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 
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2.a.l2 


- 



2.3.13 

ALPHA 



2.a.l4 

(-) 



2.3.15 

ALPHA 



2.3.16 

) 

f(X) = A 2 -AX 


2.3.17 

= 

Start ? 

1 

Giá trị bắt đầu 

2.3.18 

- 


Bắt đầu 
bằng: -9 

2.3.19 

9 


2.a.20 

= 

End ? 

5 

Giá trị kết 
thúc 

2.a.21 

9 


Kết thúc là: 9 

2.a.22 

= 

Step ? 

1 

Cách nhau 

lđơn vi 

2.a.23 

1 


2.a.24 

Kiểm tra các giá trị 
cùa F(X) thể hiện trên 
bảng. Chúng ta chỉ 
quan tâm đến giá trị 
F(X)nguyên 

= 

11 

X 

1 

F(X) 

1 


Phương trinh 
có nhân tử là 

X 2 - X -1 = 0 

Kết quả: 

Phương trình có nhân tử là: Ịx 2 — X — lj 

Đề xuất: Phương pháp giải toán 

Đưa phương trình về dạng tích: 

(x 2 -x-l).(x 2 -x + l) = 0 


ĩs . 


Chú ý : Cách làm này tuy nhanh, nhimg chúng ta chi nên áp dụng cho các phương trình bậc 
bốn có hệ số a = 1. 


Phương án 02 : Sử dụng chức năng RCL (gán biến) 

Thí dụ 2;Tìm nhân tử của phương trình: 16x 4 + 112x 3 + 284x 2 + 212x — 39 = 0 




THAO 

TÁC 



THÚ 

Tự 

NỘI DUNG 

TRÊN 

MÁY 

TÍNH 

CASIO 

KẾT QUẢ 

HIÊN THỊ 

Ý NGHĨA 


522 


















































































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Cty TNHHMTVDWHKhang Việt 


3.b.l 

Viết 

phương trinh 

16x 4 + 112x 3 + 284x 2 

+212x-39 = 0 

trên máy tính CaSiO 

Tương 
tự các 
bước 

từ: 1.1 
đến 1.14 

16X 4 + 112X 3 + 284X 2 

+212X-39 = 0 



Gán giá trị: 

Solve for X là: 9 

và chờ kết quả... 

Thực 
hiện lại 
các 

bước 

từ 1.15 
đến 1.18 

16X 4 + 112X 3 + 284X 2 

+212X-39 = 0 

x = 0.1513878189 

bR= 0 

Phương trình 
có nghiệm 

0.1513878189 

Tìm nghiệm của phương trình và gán biến X cho biến A 


Gán biến X cho biến A 

ALPHA 




) 




SHIFT 




RCL 




(-) 

X->A 

0.1513878189 


Tìm nghiệm khác của phương trình và gán biến X cho biến B 

3.b.8 

Viết phương trình 

16x 4 + 112x 3 + 284x 2 

+212x-39 = 0 

trên máy tính CaSiO 

Tương 
tự các 
bước 

từ: 1.1 
đến 1.14 

16X 4 + 112X 3 + 284X 2 

+212X-39 = 0 



Gán giá trị: 

Solve for X là: - 9 

và chờ kết quả... 

Thực 
hiện lại 
các 

bước 

từl.15 
đến 1.18 

16X 4 + 112X 3 + 284X 2 

+212X-39 = 0 

x = -1.651387819 

bR= 0 

Phương trình 
có nghiệm 

-1.651387819 

3.b.l0 

Gán biến X cho biến B 

ALPHA 



3.b.ll 

) 



3.b.l2 

SHIFT 



3.b.l3 

RCL 



3.b.l4 


X->B 

-1.651387819 
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Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 


Nhận thấy hiến A và biến B có giá trị khác nhau. Ta tiếp tục thực hiện như sau: (Chúý: 
Nếu bước: 3.b.9 cho kết quả giống với bước 3.b.2 ta cần gán giá trịSolve for X khác) 


3.b.l5 


ALPHA 



3.b.l6 


(-) 

A 


3.b.l7 


+ 



3.b.l8 

Tìm tống: A+B 

ALPHA 



3.b.l9 



A+B 


3.b.20 


= 

A+B 

3 

2 


3.b.21 


ALPHA 



3.b.22 


(-) 



3.b.23 


X 



3.b.24 


ALPHA 



3.b.25 

Tìm tích: A.B 


AxB 


3.b.26 


= 

AxB 

1 

4 



Kết quả: 

Nhân tử của phưong trinh đã cho là: 

X 2 - (A + B)x + A.B , tức là: Ị^x 2 

+ 

to 1 co 

1 

1 M 

Đề xuất: Phương pháp giải toán 

Đưa phương trình đã cho về dạng tích: 

( 4x 2 + 6x - 1 ) . ( 4x 2 + 22x + 39) = 0 


2a 


Chú ý : Trong trường hợp A + B và A.B không hữu tỳ, ta tiếp tục tìm nghiệm và gán cho 
biến c sau đó thứ với A + c và B + c đẽ tìm xem tông nào có kết quá hữu tỷ 
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B. PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 
1. Tìm nghiệm hữu tỷ của phương trình vô tỷ 

Thí dụ. Tìm nghiệm của phương trình: X 2 + \Ịãx — 2 = 2 


THỨ Tự 

THAO TÁC TRÊN 
MÁY TÍNH CASIO 

KẾT QUẢ 
HIỂN THỊ 

Ỷ NGHĨA 

1.1 

ALPHA 

X 

Viết ẩn X trên CaSiO 

1.2 

) 

1.3 

X 2 

X 2 


1.4 

+ 

x 2 + 


1.5 

■Jũ 

X 2 +Jũ 

Viết V3X 
trên CaSiO 

1.6 

3 

xĩ+s 

1.7 

ALPHA 

X 2 +-v/3X 

1.8 

) 

1.9 

- 

X 2 + V3X - 


1.10 

2 

X 2 +ự3X-2 


1.11 

(REPLAY) > 

x 2 + yỊSX. - 2 

Đưa dấu nhắc 
ra ngoài căn thức 

1.12 

ALPHA 

x 2 + ự3X 2 - 


1.13 

CALC 


1.14 

2 


Viết phương trình: 

x 2 + a/3X-2 =2 

X 2 + ự3x-2 = 2 
lên máy tính Casio 

1.15 

SHĨFT 

Solve for X 

0 

Ở bước 1.17 
có thể nhập 
một giá trị bất kỳ 

1.16 

CALC 

1.17 

9 


1.18 

= 

X 2 + ự3X-2 =2 

x= 1 

bR= 0 

Nghiệm cùa phương 
trình là X = 1 


0 


Binh luận. Việc biết tnrớc nghiệm của một phương trình vô tỳ là khá quan trọng trong quá trình 
đi tìm lời giải cho bài toán phương trình vô tỳđó. Máy tinh CaSiO có thê giúp chúng ta trả lời 
câu hỏi nghiệm cĩia phương trình bằng bao nhiêu một cách nhanh chóng. 





525 














































































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 
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2. Kiếm tra số nghiệm của phương trinh vô tỷ 

Thí dụ 1 . Tìm tất cả các nghiệm cùa phương trinh: X 2 + 3 = \Ì2x +1 


THỨ 

Tự 

NỘI DUNG 

THAO TÁC 
TRÊN 

MÁY TÍNH 
CASIO 

KÉT QUẢ HIỂN 
THỊ 

Ý NGHĨA 

2.a.l 

Viết phương trinh 

X + 3 = y^2x + 1 

trên máy tính 
CaSiO 

Tương tự các 
bước 

từ: 1.1 đến 1.14 

X 2 + 3 = ự2X + l 


2.a.2 

Gán giá trị: 

Solve for X là: 9 

và chờ kết quả... 

Thực hiện lại các 
bước 

từl.15 đến 1.18 

Can’t Solve 
[AC] : Cancel 
[<][>] : Goto 

Phương 

trình 

vô nghiệm. 

o Chú ý: Khi gặp trường hợp này đế chắc chắn bạn nên thử gán Solve for X với một giá 
trị khác. 

(Giá trị này nên chọn giá trị nguyên lân cận X = — ì , chọn lào chẳng hạn) 

2.a.3 


<1 (REPLAY) 

X 2 +3 = ự2X + l 

Quay về 
bước hiển 
thị phương 
trình 

2.a.4 

Gán giá tri: 

Solve for X là: 0 

SHĨFT 

Solve for X 

0 


2.a.5 

CALC 


2.a.6 

0 



2.a.7 


= 

Can’t Solve 
[AC] : Cancel 
[<][>] : Goto 

Phương 
trình vô 
nghiệm. 

Dựđoán 

Phương trình đã cho vô nghiệm 

Đề xuất: Phương pháp giải 
toán 

Hàm số, đánh giá 
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© Thí dụ 2. Tìm tất cả các nghiệm của phương trình: 2\Ị3x — 2 + 3-ự6 — õx -8 = 0 


THỨ 

Tự 

NỘI DUNG 

THAO 

TÁC 

TRÊN 

MÁY 

TÍNH 

CASIO 

KẾT QUẢ HIÊN THỊ 

Ý NGHĨA 

2.b.l 

Viết phưong trình 

2ự3x - 2 
+3ự6 - 5x - 8 = 0 

trên máy tính 
CaSiO 

Tương 
tự các 
bước 

từ: 1.1 

đến 

1.14 

2ự3X-2 + 3ự6-5X-8 = 0 


2.b.2 

Gán giá trị: 

Solve for X là 9 

và chờ kết quả... 

Thực 
hiện 
lại các 
bước 

từl.15 

đến 

1.18 

2 Ự 3 X - 2 + 3>/6 - 5X -8 = 0 

X = -2 

bR= 0 

Phương trình 
có nghiệm 

X = —2. 

o Chú ý: Ta tiếp tục kiếm tra xem phương trình có nghiệm nào khác ngoài X = — 2 bằng 

0 

cách gán Solve for X bởi một giá trị khác lân cận X = — . 

5 

2.b.3 

Gán giá trị: 

Solve for X là: 2 

SHIFT 

Solve for X 

-2 


2.b.4 

CALC 


2.b.5 

2 



2.b.6 


= 

2ự3X-2+3ự6-5X-8 = 0 

X = -2 

bR= 0 

Phương trình 
có 

nghiệm 

X = -2. 

Dự đoán 

Phưong trinh đã cho có nghiệm duy nhất X = — 2 

Đề xnất: Phương pháp giải 
toán 

Liên hợp, đánh giá, hàm số 
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© Thí dụ 3.Tìm tất cả cấc nghiệm của phương trình: yjx(x -l) + yỊxịõc + 2 ) = 2%/-? 


THỨ 

Tự 

NỘI DUNG 

THAO TÁC 
TRÊN 

MÁY TÍNH 
CASIO 

KÉT QUẢ HIỂN THỊ 

Ý 

NGHĨA 

2.C.1 

Viết phương 
trình 

yỊx(x-ì) 
+^x^x + 2) 

= 2 4*? 

trên máy tính 
CaSiO 

Tương tự các 
bước 

từ: 1.1 đến 

1.14 

ựx(x-l)+ựx(x + 2 )= 2 ựx^ 


2.C.2 

Gán giá trị: 

Solve for X là 

9 

và chờ kết 
quả... 

Thực hiện lại 
cấc bước 
từl.15 đến 

1.18 

ựX(X-l)+ựX(X + 2)=2^ 

X = 0 

bR= 0 

Phương 
trình có 
nghiệm 

X = 0 . 

0 Chú ý: Ta tiếp tục kiếm tra xem phương trình có nghiệm nào khác ngoài X = 1 bằng 
cách gán Solve for X bởi một giá trị khác lân cận X = 1 . 

2.C.3 

Gán giá trị: 

Solve for X là: 

2 

SHĨFT 

Solve for X 

0 


2.C.4 

CALC 


2.C.5 

2 



2.C.6 


= 

ựx(x-l)+ựx(x + 2 )= 2 ựx ? 

X = 1.125 

Ị-R= 0 

Phương 
trình có 
nghiệm 

9 

X = — . 

8 

, 9 

0 Chú ý: Ta tiêp tục kiêm tra xem phương trình có nghiệm nào khác ngoài X = 0 và X = băng 

8 

cách gán Solve for X bởi một giá trị khác lân cận X = — 2 . 

2.C.7 

Gán giá trị: 

Solve for X là: 

-3 

SHĨFT 

Solve for X 

1.125 


2.C.8 

CALC 



- 



2.C.9 

3 



2.C.10 


= 

ựX(X-l)+ựX(X + 2)=2ựx F 

X = 0 

Ị-R= 0 

Phương 

trình 

có 

nghiệm 

X = 0. 
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Dự đoán 

9 

Phương trình đã cho chỉ có 2 nghiệm X = 0 và x = -^- 

8 

Đề xuất: Phương pháp 
giải toán 

Nhân liên họp đưa về dạng: ị Hx 2 — 9 j./'(x) = 0 


o Chú ý: Chúng ta có thể sử dụng liên tục nút I SHIFT 1 1 CALC I để thử các khoảng chứa nghiệm 
của phương trình. Việc thử càng nhiều giá trị (Solve for X) chúng ta sẽ nhận đoán được kết 
quả càng chính xác! 


3. Tìm nhân tử của phương trinh có nghiệm vô tỷ 
Phương án 01: Sử dụng chức năng TABLE 

© Thí dụ l.Tìm nhân tử cùa phương trình: X 2 + ịfx* — X 2 =2x + l 


THÚ 

Tự 

NỘI DUNG 

THAO 

TÁC 

TRÊN 

MÁY 

TÍNH 

CASIO 

KÉT QUẢ HIÊN THỊ 

Ý NGHĨA 

3.a.l 

Viết phương trình 

X 2 + %Jx 4 -X 2 =2x + l 

trên máy tính CaSiO 

Tương 
tự các 
bước 

tù: 1.1 
đến 1.14 

X 2 + Ựx 4 -X 2 = 2X +1 


3.a.2 

Gán giá trị: 

Solve for X là: 9 

và chờ kết quả... 

Thực 
hiện lại 
các 

bước 

từl.15 
đến 1.18 

X 2 +Ựx 4 -X 2 = 2X +1 

X = 1.618033989 

tR= 0 

Phương trình 
có nghiệm 

1.618033989 

o Chú ý: Chúng ta không quy đối kết quâđó có giá trị chính xác là bao nhiêu màđi tìm nhân 
từ cùa phương trình ban đầu dựa vào kết quáđó. 

3.a.3 

Gán biến X cho biến A 

ALPHA 



3.a.4 

) 



3.a.4 

SHĨFT 



3.a.5 

RCL 



3.a.6 

(-) 

X —> A 

1.618033989 


3.a.7 

Kiểm tra giá trị cùa 
hàm 

sỐf(X) = A 2 -AX 
trong khoảng (-9; 9) 

: : V : ậ:<ỊáckỊ:Ịạ.haư. : Ị : :tỊjtrn vị : : : : : 

MODE 

SET 

UP 


Nhập hàm số 

3.a.8 

7 

f(X) = 

3;£.9 ; : : 

A.Ị.PHẠ.: 




!:. ::j : ::: :t : 1 ■::. :::j :j... s . :: 529 





















































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình 




Phương trinh có nhân tử là: ịx 2 - X - 1Ị 
Nhân liên hợp đưa phương trình về dạng: 


(x 2 -x-1 J.f(x) = 0 


ĩs. Nhận xét: Phương án 01 chiđưa vềđicợcphương trình: 

X? - mx + n = 0 (m, n e N), không đưa vềđược phương trình: oỉ -px + q = 0 (p, q e Q). 

Nguyên nhân: Trên bảng TABLE ta cho Step? nhận giá trị làl nên máy tính chi kiêm tra các giá 
trị của biến X nguyên và cách nhau 1 đơn vị. 
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Phương án 02: Sử dụng chức năng RCL (gán biến) 

© Thí dụ 2;Tìm nhân tử cùa phương trình: 4x 2 + 14x +11 = 4\f6x +10 


THỨ 

Tự 

NỘI DUNG 

THAO 

TÁC 

TRÊN 

MÁY 

TÍNH 

CASIO 

KÉT QUẢ 

HIÊN THỊ 

Ý NGHĨA 

3.b.l 

Viết 

phương trinh 

(4x 2 + 14x + ll) 2 
= 16(6x + 10) 

trên máy túih CaSiO 

Tương tự 
các bước 

từ: 1.1 
đến 1.14 

(4X 2 + 14X + ll) 2 
= 16(6X + 10) 


3.b.2 

Gán giá trị: 

Solve for X là: 9 

và chờ kết quả... 

Thực hiện 
lại các 
bước 

từl.15 
đến 1.18 

(4X z +14X + ll) 2 
= 16(6X + 10) 

x = 0.1513878189 

bR= 0 

Phương trình 
có nghiệm 

0.1513878189 

Tìm nghiệm cùa phương trình và gán biến X cho biến A 

3.b.3 

Gán biến X cho biến 

A 

ALPHA 



3.b.4 

) 



3.b.5 

SHIFT 



3.b.6 

RCL 



3.b.7 

(-) 

X— > A 

0.1513878189 


Tìm nghiệm khác của phương trình và gán biến X cho biến B 

3.b.8 

Viết phương trinh 

(4x 2 +14x + ll) 2 
= 16(6x + 10) 

trên máy tính CaSiO 

Tương tự 
các bước 

từ: 1.1 
đến 1.14 

(4X 2 + 14X + ll) 2 
= 16(6X + 10) 


3.b.9 

Gán giá trị: 

Solve for X là: - 9 

và chờ kết quả... 

Thực hiện 
lại các 
bước 

từl.15 
đến 1.18 

(4X z +14X + ll) 2 
= 16(6X + 10) 

x = -1.651387819 

bR= 0 

Phương trình 
có nghiệm 

-1.651387819 

3.b.lỌ 

Gán biến X cho biến 

ALPHA 
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3.b.ll 

B 

3.b.l2 


3.b.l3 

3.b.l4 


SHIFT 


RCL 


X —>B 
-1.651387819 


Nhận thấy biến A và biến B có giá trị khác nhau. Ta tiếp tục thực hiện như sau: (Chúý: 
Nếu bước: 3.b.9 cho kết quả giống với bước 3.b.2 ta cần gán giá trịSolve for X khác) 


ALPHA 


(-) 


ALPHA 


3.b.l5 

Tìm tổng: A+B 

3.b.l6 

3.b.l7 

3.b.l8 

3.b.l9 


3.b.20 

3.b.21 

Tìm tích: A.B 

3.b.22 

3.b.23 

3.b.24 

3.b.25 

3.b.26 


Kết quả: 

Đề xuất: Phương pháp giải 
toán 


A L PHA 


(-) 


X 


ALPHA 


Nhân tử của phương trình đã cho là: 


X 2 -(A + B)x + A.B, tức là: ^ 2 ^ 


Nhân liên hợp, đưa phương trình vê dạng: 

+ ị x -^-f{ x ) = ũ 


, 3 1 

X + — X —- 


2s, Nhận xét: Điêm mạnh ãia phương án 02 là tìm nhân tửđối với những phương trình không chứa 
căn thức (phương trình sau phép lũy thừa). 

Nguyên nhân: Một phương trình vô ty có thê có 2 nghiệm, nhưng một nghiệm không thơa mãn 
điềẹtỉỊcậêrỊịỉtVÌ vậy. máy;tính;(Ịậ;:íụđộrỊg;Ịpạí;hp .tỊ9Ỉ : - : -;iỊi;. ị:ị:ị: 
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4. Kiểm tra miền giá trị của hàm số bằng chức năng TABLE 

© Thí dụ. Kiểm tra miền giá trị cùa hàm số: f{x) = 2x 2 — llx + 21 —3 ẳ/4x —4 và nêu định 

hướng cách giải phương trình: 2x 2 — 1 lx + 21 — 3^/4x — 4 = 0 (VMO-1995) 

- Bước 1: Kiêm tra được rằng phương trình có nghiệm duy nhất X = 3 (xem mụcB) 

- Bước 2: Kiểm tra miền giá trị của hàm sô /(x) = 2x 2 — llx + 21 — 3\/4x — 4 trong khoáng (-9; 9) 


và cách nhau 1 đơn vị. 


THÚ 

Tự 

NỘI DUNG 

THAO TÁC 
TRÊN 

MÁY TÍNH 
CASIO 

KẾT QUẢ 

HIÊN THỊ 

Ý NGHĨA 

4.a.l 

KiỂm tra trên 
TABLE hàm số 

f(x ) = 2x 2 - llx 

+21 - 3s/4x - 4 

trong khoảng 
(-9; 9) và cách 
nhau 1 đon vị 

Tương tự các 
bước 

từ: 3.a.7 đến 
3.a.22 

X F(X) 

1 -9 292.25 

2 -8 246.9 

12 2 2.2377 

13 3 0 

14 4 2.1317 

19 9 74.475 

Tại vị tríl3 
ta thấy 
x=3 và 
F(X)=0, 
nghĩa là 
phương 
trình có 
nghiệm 

X = 3 

Các giá trị 
còn lại cùa 

X luôn 
cho giá 
trịF(X)>0 

Bước 3: Kiếm tra giá trị cùa X trong khoảng (2;4) với độ rộng 0.1 (lân cận nghiệm X = 3 ) 

4.a.2 

Viết hàm số 

f(x ) = 2x 2 - llx 

+21 - 3s/4x - 4 

trong TABLE 

Tương tự các 
bước 

từ: 3.a.7 đến 
3.a.l6 

f(X) = 2X 2 -11X 
+21-3Ự4X-4 


4.a.3 

Kiếm tra giá trị cùa X 
trong khoảng 
(2;4) với độ rộng 

0.1 

= 

Start ? 

1 


4.a.4 

2 


Bắt đầu với 

X = 2 

4.a.5 

= 

End ? 

5 


4.a.6 

4 


Kết thúc 
với X = 4 

4.a.7 

- 

Step ? 

1 
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4.a.8 


0 


Kiếm tra 

4.a.9 


• 


các giá trị 








cách nhau 

4.a.l0 


1 





một 

khoảng 

0.1 





X 

F(X) 






1 

2 

2.2377 


Các giá trị 




2 

2.1 



cùa X 


Kiểm tra dấu F(X) 


... 

... 

... 


khác 3 

4.a.ll 

thể hiện trên 

= 


2.9 

0.0217 


trong bảng 


bảng. 


11 

3 

0 


luôn làm 




12 

3.1 

0.0216 


cho 

F(X) > 0 




21 

4 

2.1317 



Nhận định: 

2x 2 - 

llx + 21 

-3<Í4x 

— 4 > 0, Vx gR 

Đề xuất: Phương pháp giải 
toán 


Đánh giá 

, hàm số, liên hợp 






Nhận xét: Trong quá trình giải toán, chúng ta sẽ gặp phải những phương trình cần sử dụng 
phương pháp đánh giáđê giải quyêt trọn vẹn bài toán. Chức năng kiêm tra các giá trị aia F(X) 
trên bảng TABLE sẽ giúp chúng ta có những nhận định chính xác hơn như:f(x) > 0 hayf(x) < 
0, hàm số cóđơn điệu không? ... 


o Chú ý: 

Nếu các giá trị của F(X) tăng dần theo giá trị của X chứng tô hàm sốđồng biến, và giá trịF(X) giám 
dần khi giá trị của X tăng dần chứng tô hàm số nghịch biến. 

Không nên thử các giá trị ngoài tập xác định, bởi chúng ta sẽ không nhận được kết quả với 
những giá trịđó. 
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